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1. はじめに 1987年に古田は、 今日、 フルタ不等式と呼ばれている不等式を発

見した [10] $(\mathrm{c}\mathrm{f}. [11])$
。

$\mathrm{A}$ , $\mathrm{B}$ を $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{c}\mathrm{r}\iota$ 空間上の $\mathrm{p}0\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$
$\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}$ a1 $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}$ とした

とき、 次の不等式が成り立つというものである。

Furuta inequality

If $A\underline{\geq}B\geqq$ $\theta$ , then for each $r\underline{\geq}$ $\theta$ .
$(B^{r} A pB\mathrm{f})^{1/a}$ $\geqq$ $(B’B^{r}’ p^{r})1/\mathrm{Q}$

an $d$

$(A’ A \mathrm{p}A’)^{\mathrm{I}}/q$ $\underline{\geq}$ $(A \Gamma B^{p}A\mathrm{r})^{\mathrm{J}/\mathrm{Q}}$

hold for $P$ and $q$ such that $P\geqq$ $\theta$ and $q\underline{\geq}$ 1

$w\mathrm{i}$ th $(\mathit{1} +\mathit{2}r)q\underline{\geq}P+\mathit{2}r$.

この不等式は、 $\mathrm{r}$ $=0$ としたとき、 次の L\"o $\mathrm{w}\mathrm{n}\mathrm{e}$ r-He $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{z}$ 不等式 ([16], [20]) が得ら

れる。

L\"o $\mathrm{w}\mathrm{n}\mathrm{e}$ r-He $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{z}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}$ a1 $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$

If $A$ $\underline{\geq}$ $B\geqq$ $\mathit{0}$ , then A $\sigma$

$\geqq B^{a}$ for 1 $\geqq$
$\alpha$

$\underline{\geq}$ $\mathit{0}$ .

フルタ不等式の応用範囲は広く、 その解釈まで含め数多くの著者による研究がな

されている。 $($ [1], [2], [3], [41, [5], [6]. [7], [8] , [14], [171. [18], [21], $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{c}$ . $)$

古田自身 [13] は、 このフルタ不等式を

$i$ (ロ) $=$ (A $\mathrm{r}_{\coprod}\mathrm{p}$ Ar) $1/\mathrm{q}$

g(ロ) $=$ $(\mathrm{B}^{\mathrm{r}}\coprod \mathrm{n}\mathrm{B}^{r})1/\mathrm{q}$

という関数としてとらえ、 これらが順序保存である、 という解釈を与えている。
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さて、 我々のフルタ不等式についての解釈であるが、 これを久保 $-$ 安藤 [19]

によって確立された作用素平均の立場から見直してみようというものである。

Operator mean
$\mathrm{L}\mathrm{e}\downarrow$

$\mathrm{m}$
$\mathrm{b}\mathrm{e}$ a $\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}$ a $\mathrm{r}\mathrm{y}$ $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}$ a $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ am $0$ ng $\mathrm{p}0\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$

$0\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}$ a $\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}$
$\mathrm{o}\mathrm{n}$ a $\mathrm{H}\mathrm{i}|\mathrm{b}_{\mathrm{G}\mathrm{r}}\iota$

$\mathrm{S}$ [$)$ a $\mathrm{c}\mathrm{e}$ .

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}$
$\mathrm{m}$

$\mathrm{i}\mathrm{s}$
$\mathrm{c}$ a11 $\mathrm{e}\mathrm{d}$ a $\mathrm{n}$ $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}$ a $\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}$

$\mathrm{m}\mathrm{e}$ a $\mathrm{n}$

$\mathrm{i}\mathrm{f}$ $\mathrm{i}\mathrm{t}$
$\mathrm{s}$ a $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}$ $\downarrow \mathrm{h}\mathrm{e}$ $\mathrm{f}\mathrm{o}1[0\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}$ ;

(1) A $\leqq$ $\mathrm{C}$ and $\mathrm{B}$ $\leqq$ $\mathrm{D}$ $\Rightarrow$ A $\mathrm{m}\mathrm{B}$ $\leqq$ $\mathrm{C}\mathrm{m}\mathrm{D}$

(2) $\mathrm{A}_{\mathrm{n}}$ $\downarrow$ A and $\mathrm{B}_{\mathrm{n}}$ $\downarrow$ $\mathrm{B}$ $\Rightarrow$ $\mathrm{A}_{\mathrm{n}}$ $\mathrm{m}\mathrm{B}_{\mathrm{n}}$ $\downarrow$ A $\mathrm{m}\mathrm{B}$

(3) $\mathrm{T}^{*}$ (A $\mathrm{m}\mathrm{B}$ ) $\mathrm{T}$ $\leqq$ $\mathrm{T}^{*}$ AT $\mathrm{m}\mathrm{T}\mathrm{B}\mathrm{T}$ ,

$\mathrm{i}\mathrm{f}$ $\mathrm{T}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\downarrow \mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ , $\mathrm{T}^{*}$ (A $\mathrm{m}\mathrm{B}$ ) $\mathrm{T}$ $=\mathrm{T}^{*}$ AT $\mathrm{m}\mathrm{T}^{*}\mathrm{B}\mathrm{T}$ .

久保 $-$ 安藤の示した最も重要な結果は、

1 $\mathrm{m}\mathrm{x}=$ $\mathrm{f}(\mathrm{x})$ . $\mathrm{x}$ $>$ $0$

としたとき、 この対応で $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}$ a $\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}$ $\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}$ $\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathbb{C}1\mathrm{i}0\mathrm{n}$ と 1対 1 に対応するとい

うことの指摘である。 作用素を使って表すと

A $\mathrm{m}\mathrm{B}=$ A1/2 $\mathrm{f}(\mathrm{A}^{-1/2}\mathrm{B}\mathrm{A}^{-}1/\mathrm{z})$ A $1/2$

となる。 ここで我々の使う作用素平均は、 $\alpha-\mathrm{p}$ owe $\mathrm{r}$ $\mathrm{m}\mathrm{e}$ a $\mathrm{n}$ と呼ばれるもので、 次

のように与えられる平均である。

1 $u_{a}$ $\mathrm{x}=\mathrm{x}^{a}$ , $\alpha\in[0.1]$

すなわち、

A $\#$

。
$\mathrm{B}=$ A1/2 ( $\mathrm{A}^{-1/z}$ BA-l/z) $a$ A1/2

これは、 A. $\mathrm{B}$ が可換のときは、 A $\#$

。
$\mathrm{B}=\mathrm{A}^{\mathrm{l}-a}\mathrm{B}^{a}$ となり、 特に $\alpha$ $=$ $1/2$ のと

き相乗平均となる。

これを用いて、 フルタ不等式を表すと、

A 2 $\mathrm{r}$

$\#(1+I\mathrm{r})/(\mathrm{p}+2t)\mathrm{B}^{\mathrm{p}}\leqq$ A $I$ $r$

$l(1+\mathrm{z}_{\mathrm{r}})/\mathrm{t}\mathrm{n}+2_{\mathrm{f})}\mathrm{A}^{\mathrm{p}}$

for $\mathrm{P}$

$\geqq$ 1 and $\mathrm{r}$
$\geqq$ $0$

となる。
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我々は、 $\alpha-\mathrm{p}0\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}$ mea $\mathrm{n}$ の議論を用いることで次の結果を得た [17] $(\mathrm{c}\mathrm{f}. [2], [12])$
。

$\mathrm{S}$ a $\mathrm{t}\mathrm{e}11\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}$ $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}$ em $\mathrm{o}i$ $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}$ $\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{t}$ a $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}$ a1 $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$

If $A\underline{\geq}B>$ $\mathit{0}$ and $A$ , $B$ are Inrer tible, then

$A^{-\mathit{2}r}$ $\#_{t\mathrm{I}+z}r)/\gamma_{p}+z_{\mathrm{f}}\gamma B^{p}$ $\leqq B\underline{\leq}A\underline{\leq}B^{-}"$ 1 $(\mathit{1}+\mathit{2}r)\nearrow r_{P+Z\mathrm{r}})A^{p}$

for $P\underline{\geq}$ 1 and $r\underline{\geq}$ $\theta$ .

以下、 この定理の結果をも含めてフルタ不等式と呼ぶこととする。 ここで我々は、

$(1+2\mathrm{r})/(\mathrm{p}+2\mathrm{r})\leqq\square \leqq 1$ なる隙間の部分 $\square$ ではどうなるか、 ということについ

て次のような例を計算してみる。

2. Ex $\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}$ .

(1) $\mathrm{B}^{-1}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-1}$ $=$ $\mathrm{A}^{-1}\#_{0}$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-2}u_{1/4}$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-3}$ Jf 2/5
$\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-4}\#_{1/}2$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$

$\Leftrightarrow$

$\mathrm{B}$ $\leqq$ A $=$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{1}$ A $\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{3/4}$ A 2
$\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{3/5}$ A 3

$\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{1/2}$ A 4
$\leqq$

(2) $\mathrm{B}^{-}\mathrm{I}/2$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-1}\Uparrow_{1}/6$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-2}u3/8$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-3}\#_{\mathrm{I}/2}$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-4}\phi_{\tau/1}2$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$

$\Leftrightarrow$

$\mathrm{B}^{1/2}$ $\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}u5/\epsilon$ A $\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\# 5/8$ A 2
$\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\Uparrow 1/2$ A 3

$\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{5/\mathrm{I}}$
$I$ A 4

$\leqq$

(3) 1 $\geqq$ $\mathrm{A}^{-1}\#\mathrm{l}/3$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-2}*_{1/2}$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-3}\#_{3/}.r$, $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-4}\# 2/.$?
$\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$

$\Leftrightarrow$

1 $\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\oint_{2/s}$ A $\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\# 1/2$ A 2
$\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\# 2/\mathrm{s}$ A 3

$\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\#\iota/3$ A 4
$\leqq$

(4) $\mathrm{B}^{\mathrm{I}/\mathrm{z}}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-}1\#_{1/z}$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-2}\phi \mathrm{s}/8$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-3}\#_{7/1}0$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\Lambda^{-4}u_{?/4}$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$

$\Leftrightarrow$

$\mathrm{B}^{-1/2}$ $\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}u1/2$ A $\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{3/8}$ A 2
$\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{3/}10$ A 3

$\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\#|/4$ A 4
$\leqq$
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(5) $\mathrm{B}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-\mathrm{I}}\#_{2}/3\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-2}\#.?/4$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-3}\#_{4}/\mathrm{s}\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-4}\#_{\circ}\ulcorner/6$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$

$\Leftrightarrow$

$\mathrm{B}^{-1}$ $\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\Uparrow_{1}/s$ A $\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{1}/4$ A 2
$\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{1}/5$ A 2

$\underline{\leq}$ $\mathrm{B}^{-2}\#\mathrm{l}/6$ A 4. $\leqq$

(6) $\mathrm{B}^{3/2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-1}u5/6$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-2}\Uparrow 7/8$ $\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$ $\mathrm{A}^{-3}\#_{9}/10\mathrm{B}^{2}$ $\underline{\geq}$ $\mathrm{A}^{-4}\#_{1}1/12\mathrm{B}^{2}$ $\geqq$

$\Leftrightarrow$

$\mathrm{B}^{-3/2}$ $\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}u1/6$ A $\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}u_{1/\epsilon}$ A 2
$\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{1}/10$ A 3

$\leqq$ $\mathrm{B}^{-2}u\mathrm{t}/12$ A 4
$\leqq$

(7) $\mathrm{B}^{2}$ $=$ $\mathrm{A}^{-1}\#_{1}$ $\mathrm{B}^{2}$ $=$ $\mathrm{A}^{-2}\#_{1}$ $\mathrm{B}^{2}$ $=$ $\mathrm{A}^{-?}\#_{1}$ $\mathrm{B}^{2}$ $=$ $\mathrm{A}^{-\not\in}\#_{\mathrm{I}}$ $\mathrm{B}^{2}$ $=$

$\Leftrightarrow$ .
$i$

$\mathrm{B}^{2}$ $=$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{0}$ A $=$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{0}$ A 2 $=$ $\mathrm{B}^{-2}\#_{0}$ A 3
$=$ $\mathrm{B}^{-2}\Uparrow 0$ A 4

$=$

これらの $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}$ において、 アンダーラインのついている不等式の列が、 それ

ぞれフルタ不等式に対応しており、 ここで揚げられている $\mathrm{e}\mathrm{x}$ am $0^{]\mathrm{e}}\mathrm{S}$ は全てフル

タ不等式に支配されていることが解る。 さて、 ここで (1) のアンダーラインをつ

けた $\mathrm{e}\mathrm{x}$ a $\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}$ を用いて、 A と $\mathrm{B}$ が可換な場合について、 図示してみる。

109



3. $\mathrm{G}$ INGKO LEAF. 上記の図のように、 フルタ不等式に我々は 銀杏葉 ( $\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}$ gko

1 $\mathrm{c}$ af) の形を見ることができる。 大雑把な解釈ではあるが、 $\mathrm{B}^{-2\mathrm{r}}$ と Ap とを繋ぐ

$\mathrm{p}$ a1tl (葉脈) として $\mathrm{B}^{-2\mathrm{r}}$ $\#_{a}\Lambda^{\mathrm{r}}$ があり、 $(1+2\mathrm{r})/(\mathrm{p}+2_{\Gamma})$ という内分点における

$0\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\Gamma$ を調べているのが、 フルタ不等式である、 といえよう。 このことを我々は

次のように $-$ 般化した $([8], \mathrm{c}\mathrm{f}. [9])$
。

Therem A.

If $A\geqq B\underline{\geq}$ $\mathit{0}$ and $A$ is inrertible. then

$A^{-}’$ $l,p\star\cdot-\mathrm{r}\sigma+\mathrm{r}’/tp+\cdot)$ $B^{p}$ $\leqq B^{tp*}+-\mathrm{f}\mathrm{l})$ $a-,$ $+n$

for $a\in f\theta$ . $\mathit{1}$ ], $p\geqq l$ and $Il\neq \mathit{1}>$ $s$ $\geqq p$ .

ここで $\alpha=(1+\mathrm{s}-\mathrm{n})/(\mathrm{p}+\mathrm{s}-\mathrm{n})$ と置けばフルタ不等式が得られる。 さらに上で示

した $\mathrm{e}\mathrm{x}$ am $\beta 1\mathrm{e}\mathrm{s}$ の $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}$ は連続性まで含めて $-$般化すると次のような関係になっ

ている。

Theorem B.

If $A\geqq B\geqq$ $\mathit{0}$ and $A$ and $B$ are inrertible, then

$A^{-*}$ $\#_{a}B^{p}$ $\geqq A^{-*-}$ . $\# f(p\star.)a+\cdot’/(p\star*+\epsilon+t)$ $B^{p\star d}$

an $d$

$B^{-}$
.

$l_{a}$ A $p$ $\leqq B^{-}’ l,$ $(p+\cdot)a+e’/(p+*+e+t)$ A $p\star d$

for a, $\delta,$ $\epsilon\in[\mathit{0},\mathit{1}]$ , $p\underline{\geq}l$ and $s\geqq n$ .

これまで我々は、 $\mathrm{A}^{-\mathrm{s}}$ ff $a$
$\mathrm{B}^{\mathrm{r}}$ を作用素平均と見て、 その範囲に限って議論を進めて

きた。 そこで、 $\alpha\geqq 1$ なる範囲にまで拡張し、 $|\mathrm{P}$ a $\mathrm{t}\mathrm{h}$ としてその振る舞いについ

て考察してみる。 まず、 次のような $\mathrm{e}\mathrm{x}$ am $\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}$ を与えることから始める。 これら

は、 先に与えた $\mathrm{e}\mathrm{x}$ am $\mathrm{P}^{[\mathrm{e}}\mathrm{S}$ と同値なものである。 ここで、 $\#$ の拡張として新しい

記号 6を次のように与えてお $<$ $(\mathrm{c}\mathrm{f}. [15])$ 。これは、 $\alpha\in$ $[0,1]$ においては、

$\#$ と $-$ 致する。

A $\mathfrak{h}$

$a$
$\mathrm{B}=$ A1/2 $(\mathrm{A}-1/2\mathrm{B}\mathrm{A}-1/2)\alpha$ A1/2, $\alpha\in \mathrm{R}$ ,
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$\mathrm{E}\mathrm{x}$ a $\mathrm{m}\mathrm{p}[\mathrm{e}$ s.

(1) $\Leftrightarrow$

$\mathrm{B}’.$

,
$\leqq$ $\mathrm{B}^{2}$ AB 2 $=\mathrm{A}^{-1}\mathrm{H}2$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-2}$ fi 7/4

$\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-}.’ \mathfrak{h}\epsilon/.\ulcorner$, $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-\not\in}\mathfrak{h}.\cdot,$ $/2$
$\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$

(2) $\Leftrightarrow$

$\mathrm{B}^{\mathrm{q}/2}$.
$\leqq$ $\mathrm{A}^{-\downarrow}611/6$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-2}\mathfrak{h}13/8$ $\mathrm{B}^{\mathit{2}}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-3}\mathfrak{h}3/2$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-\not\in}\mathfrak{h}17/12$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$

(3) $\Leftrightarrow$

$\mathrm{B}^{4}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-\mathrm{I}}\mathfrak{h}5/3$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-2}$ fi 3/2
$\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-3}\mathfrak{h}7/5$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-4}\mathfrak{h}4/3$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$

(4) $\Leftrightarrow$

$\mathrm{B}^{7/2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-\downarrow}\mathfrak{h}.3/2$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-2}611/8$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-?}613/t0$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-\not\in}6.r,$ $/r$
$\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$

(5) $\Leftrightarrow$

$\mathrm{B}^{3}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-}\mathrm{I}\mathfrak{h}4/3$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-2}\mathrm{H}\epsilon/4$ $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-}’$ $\mathfrak{h}6/.r$, $\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$ $\mathrm{A}^{-4}$ fi 7/6
$\mathrm{B}^{2}$ $\leqq$

(6) $\Leftrightarrow$

$\mathrm{B}^{r/z}’\leqq$ $\mathrm{A}^{-1}57/6\mathrm{B}^{2}\leqq$ $\mathrm{A}^{-2}\mathfrak{y}9/8\mathrm{B}^{2}\leqq \mathrm{A}^{-3}\mathrm{H}11/1\text{。}\mathrm{B}^{2}\leqq$ $\mathrm{A}^{-\not\in}$ り 1 $3/\iota \mathrm{a}\mathrm{B}^{2}\leqq$

4. フルタ型作用素不等式.

上で揚げた $\mathrm{e}\mathrm{x}$ a $\mathrm{m}\mathrm{p}$ I $\mathrm{e}\mathrm{s}$ をもとにフルタ型の不等式を作ってみる。 ここで使う道

具はのは次の古田による $\mathrm{L}\mathrm{e}$ mma であるが、 計算の簡便さのために敢えて $\mathrm{L}\mathrm{e}$ mma

として起こしておく。

$\mathrm{L}$ emma 1. ( $\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{t}$ a[15])

$Let$ $A$ be a $P^{\mathit{0}S\dot{I}}ti\gamma e$ $j_{IlY}ett\mathrm{j}b$ ] $e$ opera $t$ or, and $I$ $et$ $B$ be an inrer $tible$

opera $t0r$ . Then for any real $I\iota$ umbef $\lambda$ .
$(BAB’)^{\lambda}=BA^{1/\mathit{2}}$ (A $\mathrm{r}/$ ’$\mathit{1}/\mathit{2}z_{B}A$) $\lambda-lA\mathit{1}/zB$ .
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Lemma 2.

If $A$ and $B$ are $p\mathit{0}sjtiVe$ inrer $tib$ ] $e$ opera $tors$ , then

(1) $A$ $b$ . $B=B$ $\theta 1-*A$

(I) $A$ $\theta$

。$\beta B=A$ $\theta a$ $(A \theta\beta B)$

(3) $A$ $baB=B(B^{-1}\theta*-\mathit{1}A^{-\mathrm{J}})B$

(4) $A$ $\theta$ . $B=A(A^{-1}\theta-eB^{-\mathrm{J}})A$

$\mathrm{L}\mathrm{c}$ mma 2 (3) より次のことが解る。

フルタ不等式

$\Leftrightarrow$

$\mathrm{A}^{-*}$ $\mathrm{H}\mathrm{t}2\mathrm{p}+\cdot-1)/(\mathrm{p}+*)$ $\mathrm{B}^{\mathrm{p}}$ $\geqq$ $\mathrm{B}^{2\mathrm{p}-1}$ $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ $\mathrm{p}\geqq 1$ , $\mathrm{s}\geqq 0$ .

そこでこれを $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ A. Th $\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{B}$ に対応する形で $-$ 般化すると次のようになる。

Therem 3.

If $A\underline{2}B\underline{2}\mathit{0}$ and $A$ is $\mathrm{j}j1Ve\Gamma tjble$, then for each $\beta\in fl$ . $\mathit{2}$]

$A^{-g}$ $\theta$ , ( $p+\cdot$ -nJ $\beta+\mathrm{r}’/(p+sy$
$B^{\mathrm{p}}$ $\underline{2}B^{rJ}p+S-\mathrm{r}\beta-*+\mathrm{n}$

$ho\mathit{1}ds$ for $p\underline{2}\mathit{1}$ and $Il\neq \mathit{1}>s$ $\underline{2}p$ for some nonnega $tire$ in teger $n$ .

ここで $\beta=(2\mathrm{p}+\mathrm{s}-\mathrm{n}-[)/(\mathrm{p}+\mathrm{s}-\mathrm{n})$ と置けば上記のフルタ不等式と同値な式が得ら

$”.\text{れる}$ 。

Theorem 4.

If $A$ $\underline{\geq}B$ $\geqq$ $\theta$ and $A$ and $B$ are $\mathrm{i}n\mathrm{v}e\Gamma tib$ ] $e,$ $t\Lambda$ en for $e\partial c\Lambda$ $\beta\in \mathrm{f}l,$ $\mathit{2}\mathrm{J}$ and

$\delta,$ $\epsilon\in f\theta$. $\mathit{1}$ ].

$A^{-p}$ $\theta\beta B$
’ $\leqq B^{-\iota}$. $(A^{-\mathrm{p}-d}\theta l(p+_{\theta})\beta\star ? \iota+\prime\prime/(p+i+e\star d) B^{*+e})B^{-\iota}$

holds for $p\geqq l$ and $s\geqq$ $\theta$ .
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Proof of Theorem 4 Let $\alpha$ $\beta-1$ . $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}$ we $\mathrm{c}$ a $\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}$ a 2. (3).

$\mathrm{A}^{-\mathfrak{n}}\mathfrak{h}\beta$ $\mathrm{B}^{\mathrm{s}}$

$=\mathrm{B}^{\mathrm{s}}$ ( $\mathrm{B}^{-\mathrm{s}_{\#}}$

。
$\mathrm{A}^{\mathrm{p}}$ ) $\mathrm{B}^{\mathrm{s}}$

$\leqq \mathrm{B}^{\mathrm{s}}$ ( $\mathrm{B}^{-\mathrm{s}-\epsilon}\#|(\mathrm{p}+\mathrm{s})\alpha+\epsilon|/(\mathrm{p}+\mathrm{s}+\epsilon+\delta)$ A $\mathrm{p}+\delta$ ) $\mathrm{B}^{\mathrm{s}}$ by Th $\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}$ em $\mathrm{B}$

$=\mathrm{B}^{\mathrm{s}}\mathrm{B}^{\mathrm{s}+\mathrm{S}}(\mathrm{B}^{-\mathrm{S}-_{5}}\#\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{o}+$
。$+.\epsilon|/\mathrm{t}\mathrm{o}.+\mathrm{s}+t+\delta$ ) A $\mathrm{n}+\iota$ ) $\mathrm{B}^{\mathrm{s}}+\epsilon \mathrm{B}^{-}\mathrm{r}$

$=\mathrm{B}^{-\epsilon}$ $(\mathrm{A}^{-\mathrm{p}}-\iota \mathfrak{y}\iota.*\mathrm{t}(\mathrm{D}+a+\epsilon|/(v+\mathrm{s}+\epsilon+\phi) \mathrm{B}^{\mathrm{s}+_{\epsilon}})\mathrm{B}^{-\mathrm{g}}$

$*$

$=\mathrm{B}^{-\epsilon}(\mathrm{A}^{-\mathrm{n}}-\iota \mathfrak{y}\{\mathrm{t}\mathfrak{n}+\mathrm{s})\beta+2\mathrm{g}+\iota \mathrm{I}/\mathrm{t}\mathrm{n}+’+*+i)$
$\mathrm{B}^{\mathrm{s}+\mathit{1}}\rangle$ B-g.

5. $\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}$ $1\mathrm{i}\mathrm{c}$ a $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}$ .
上で与えた $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ $3$ 及び 4 は、 先の Th $\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ A 及び $\mathrm{R}$ と同値なものであ

るが、 フルタ不等式に、 より多様な見方を与えることができる。例えば, Th $\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}$ em

3 において、 $\beta$ $=$ $(2 \mathrm{p}+\mathrm{s}-\mathrm{n}-\delta)/(\mathrm{p}+\mathrm{s}\cdot-\mathrm{n})$ , $\delta\in[0,1]$ と置くことで

$\mathrm{A}^{-\}$ fi $(2 \mathrm{p}+\mathrm{s}-\iota)/\mathrm{t}\mathrm{p}+\mathrm{s}-\mathfrak{n})$ $\mathrm{B}^{\mathrm{P}}$ $\geqq$ $\mathrm{B}^{2_{0^{-}}\delta}$ , $i\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{p}\geqq 1$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{s}\geqq 0$

を得ることがで貴る。 これに $\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}$a2 を用いることで、. 次のような結果を得る。

Co $\mathrm{r}\mathrm{o}11$ a $\mathrm{r}\mathrm{y}$ .

If $A$ $\geqq B\geqq$ $\theta$ and $A$ Is $i\mathrm{n}Vert$ Jble, then for each $\delta\in f0,\mathit{1}$ ],

$A^{-}$
.

$. \oint_{(*}d\star J/l\mathrm{p}\star*$ ) $.B^{p}\leqq.B^{d}\underline{g}A^{d}$

Bolds for $p\underline{\geq}l$ and $s\geqq$ $\theta$ .
1

これは、 $\delta$ $=$ ] でフルタ不等式となり、 更に、 $\delta$ $=0$ の時は

$\mathrm{A}^{-\}$ $\Downarrow \mathrm{s}/\mathrm{t}v+$ $\mathrm{B}^{\mathrm{p}}\leqq$ 1, $i\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{p}\geqq 1$ an $\mathrm{d}$

$\mathrm{s}$

$\geqq$ $0$

を得る。 これは、 ’
$\mathrm{c}\mathrm{h}..\mathrm{a}0\downarrow \mathrm{i}\mathrm{c}$ $0\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}:\mathrm{r}$ A $.\gg-$

.
B. ...i. $\mathrm{e}$ . . $1\mathrm{o}\mathrm{g}$ $\mathrm{A}$

.
$\geqq$ 1 $0\mathrm{g},$

.
$\mathrm{B}=’.(.\mathrm{c}_{\mathrm{f}}..\mathrm{f}.\cdot$

. $\cdot[3].|[5]$
.

$\cdot[6]$ ,

[7] $)$ と同値であり、 このことから $\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{u}$ a1 $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}$ A $\geqq$ $\mathrm{B}$ と $\mathrm{c}\mathrm{h}$ a $\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}$ $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{r}$

A $\gg$
$\mathrm{B}\mathfrak{l}\text{と}$ .

$\text{を}$

. $\text{繋}.\text{ぐ_{、}}$ $\mathrm{c}\mathrm{h}\backslash$ a $\mathrm{r}$:a $\mathrm{c}.\mathrm{t}\mathrm{e};\sim$ ’.i $\mathrm{Z}\mathrm{a}$

-.

$:.\mathrm{t}\mathrm{i}0\mathrm{n}$
を次の $\text{よ}$

.
$\text{うに}$

. 与 $:\text{える}..\text{こ}\backslash$

:

とができる。:.
$..,\mathrm{c}$

Th $\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}$ em
$5.\ovalbox{\tt\small REJECT}$

. . $-$

,
$:\cdot.’-$ . : .’.

$=\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ .
$–$
. $.:$ .

Le $t$ $A$ and $B$ be $p\mathit{0}s\mathrm{i}t\mathrm{i}\gamma e$ in $rertible$ and $\delta\in f\theta,$ $\mathit{1}$ ]. Then

A $d$
$\underline{\geq}$ $B^{d}$ if and only If

$A^{-s}$ $\#$ ‘ $d\star*’/(p+\cdot)$ $B^{p}$ $\leqq$ A $d$

, for $p\geqq\delta$ and $s\geqq 0$ .

113



$\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{m}$ a $\mathrm{r}\mathrm{k}$ .

我々は、 [6] において、 $\mathrm{s}\mathrm{t}_{\mathrm{f}}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y}$ $\mathrm{c}\mathrm{h}$ a $\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$ $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}$ (1 $\mathrm{o}\mathrm{g}$ A $>$ 1 $\mathrm{o}\mathrm{g}$ B) について、 次

のような $\mathrm{c}\mathrm{h}$ a $\mathrm{r}$ a $\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{Z}$ a $\downarrow \mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ を得た。

$\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{t}$ A a $\mathrm{n}\mathrm{d}$ $\mathrm{B}$ $\mathrm{b}\mathrm{e}$ $\mathrm{p}_{0S}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\bm{\mathrm{e}}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{b}[\bm{\mathrm{e}}$ . $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}$

1og A $>$ 1 og $\mathrm{B}$ $\mathrm{i}\mathrm{f}$ and $0\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y}$ $\mathrm{i}\mathrm{f}$ A $a>$ $\mathrm{B}^{0}$ $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$
$\grave{\mathrm{s}}$ ome $\alpha>0$ .

しかしながら、 $\mathrm{c}\mathrm{h}$ a $\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$ $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 1 $\mathrm{o}\mathrm{g}$ A $\geqq$ 1 $\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{B}$ については、 一般にこのような特

徴付けは、 与えられないことが棚橋によって指摘された。
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