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[概要]grand 古田不等式の best possibility の問題と log-majorization に関する
問題を考える。
ヒルベルト空間上の可逆な有界線形作用素 $A,$ $B$ と実数 $p,$ $r,$ $s,$

$t$ が $O\leq B\leq A,$ $1<$

$s,$ $0<t<1,$ $t\leq r,$ $1\leq p$ を満たすとする。 このとき

(1) $0< \alpha\leq\frac{1-t+r}{(p-t)_{S+r}}$

ならば

(2) $\{A^{\frac{r}{2}}(A^{-\frac{t}{2}}B^{p}A^{-\angle}2)^{s_{A}}\frac{r}{2}\}\alpha\leq A\{(p-t)_{S+}r\}\alpha$

が成り立つというのが grand 古田不等式 ([4]) であった。 ここでは 2行 2列の行列
を用いて grand 古田不等式を満たす $\alpha$ の範囲 (1) は次の意味で best possible であ
ること、つまり

$\frac{1-t+r}{(p-t)_{S+r}}<\alpha$

ならば (2) を満たさない 2行 2列の行列 $A,$ $B$ が存在することを示す。 .

次に $O\leq A-B$ で $A-B$ が可逆のとき $B<A$ とかくことにする。最近藤井氏
([2]) が可逆な正作用素 $A,$ $B$ に対して

(3) $\log B<\log A\Leftrightarrow\exists\alpha\in(0,1):B^{\alpha}<A^{\alpha}$

を証明した。藤井氏の予想では

(4) $\log B\leq\log A\Leftrightarrow\exists\alpha\in(\mathrm{O}, 1):B^{\alpha}\leq A^{\alpha}$

は成立しないだろうとのことだったが、ここでは 2行 2列の行列を用いて藤井氏
の予想が正しいこと、つまり (4) は成立しないことを示す。また、次にではいっ
(4) が成立するか考える。 $\log B<\log A$ のときは $\exists\alpha>0$ : $B^{\alpha}<A^{\alpha}$ なので、

$\log B\leq\log A,$ $\log Bi\log A$ の場合が問題になるが、 このとき 2行 2列の場合には
$AB=BA$ が $\exists\alpha>0$ : $B^{\alpha}\leq A^{\alpha}$ となる必要十分条件であることを示す。

数理解析研究所講究録
979巻 1997年 1-14 1



[1. grand 古田不等式の best possibility]

$A,$ $B$ をヒルベルト空間上の有界線形作用素とする。次の不等式はハインツの不等
式としてよく知られている。

[命題 1.1 ([5], |6] $)]$

(1.1) $O\leq B\leq A,$ $0<p<1\Rightarrow B^{p}\leq A^{p}$

この不等式の面白い拡張として次の古田不等式がある。
[命題 12([3])] $O\leq B\leq A$ とする。正数 $p,$ $q,$ $r$ が

(1.2) $p+2r\leq(1+2r)q$ かっ $1\leq q$

を満たすなら

(1.3) $(A^{r}B^{p}A’)q1\leq A^{R\pm_{q}}\underline{2r},$ $B^{R\pm_{q}\underline{2\mathrm{r}}}\leq(B^{f}A^{\mathrm{p}}B^{r})^{\frac{1}{q}}$

が成立する。

前に筆者 ([7]) は 2行 2列の行列を用いて古田不等式が成立する範囲 (1.2) は次
の意味で best possible であること、つまり

(1.4) $0<q<1$ または $(1+2r)q<p+2r$

ならば (1.3) を満たさない行列 $A,$ $B$ が存在することを証明した。
さて古田不等式はいろんな方面に応用され議論が活発にされているが、特に安藤 $-$

日合の log-majorization の不等式を含んだ拡張として grand 古田不等式が得られて
いる。

[命題 13([4])] ヒルベルト空間上の可逆な有界線形作用素 $A,$ $B$ と実数 $p,$ $r,$ $s,$ $t$

が $O\leq B\leq A,$ $1<s,$ $0<t<1,$ $t\leq r,$ $1\leq p$ を満たすとする。 このとき

(1.5) $0< \alpha\leq\frac{1-t+r}{(p-l)s+r}$

ならば

(1.6) $\{A^{L}2(A^{-_{2}^{\iota_{BA^{-_{2}^{\iota}}}}}p)^{\iota}A^{L}2\}^{\alpha}\leq A^{\{(p-t})S+f\}\alpha$

が成り立つ。

2



ここでは ([7]) と同じような議論で 2行 2列の行列を用いて grand 古田不等式が
成立する範囲 (1.5) は次の意味で best possible であることを証明する。

[定理 14] 実数 $p,$ $r,$ $s,$ $t$ は $1<s,$ $0<t<1,$ $t\leq r,$ $1\leq p$ を満たすとする。 この

とき

(17) $\frac{1-t+r}{(p-t)S+r}<\alpha$

ならば

(1.8) $\{A^{\frac{r}{2}}(A^{-\frac{t}{2}}B^{p}A-\frac{t}{2})\mathit{8}A^{\frac{r}{2}\}}\alpha\leq A^{\{(p-t)r\}\alpha}s+$

を満たさない行列 $A,$ $B$ が存在する。

[証明]

(1.9) $A=(_{\sqrt{\epsilon(a-b-\delta)}}a$ $\sqrt{\epsilon(a-b-\delta)}b+\epsilon+\delta),$ $B=_{r}$

ただし

(110) $0<b<1<a,$ $0<\epsilon,$ $0<\delta,$ $\epsilon(1-b)\leq\delta(a-1+\epsilon)$

とおこう。 このとき $O\leq B\leq A$ は容易に示せる。 ここでは $a,$ $b,$ $\epsilon,$

$\delta$ を適当にとれ
ば $A,$ $B$ は (1.8) を満たさないことを示せばよい。後で

$\delta=\frac{1-b}{a-1}\epsilon,$ $\epsilonarrow+0$

として (1.8) が満たされないことを示すのだが、当面 $\epsilon,$

$\delta$ はこのままにしておいて

(1.8) が成立するならどのような条件がでてくるか調べる。次の補題を準備しておく。

[補題 15] $\gamma=a-b+\epsilon-\delta$ として

$U= \frac{1}{\sqrt{\gamma}}(^{\sqrt{a-b-\delta}}\sqrt{\epsilon}$ $-\sqrt{a-b-\delta}\sqrt{\epsilon})$

とおくと $U$ はユニタリで

$U^{*}AU=$

である。
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補題 15より $U,$ $U^{*}$ を (1.8) の左右にかけて

$U^{*}A^{\{(p-}t)s+r\}\alpha U\geq\{U^{*}A^{L}2U(U^{*}A^{-1}2UU^{*}BpUU^{*}A-2)\iota_{U}U^{*}A2U\}^{\alpha}sL$

より

(1.11)

$\geq[\{$
$U^{*}U\}^{s}]^{\alpha}$

が得られる。 ここで

$U^{*}U$
$= \frac{1}{\gamma}=\frac{1}{\gamma}D$

ただし

$A_{1}=(a+\mathcal{E})^{-t}(a-b-\delta+b^{p}\epsilon)$

$A_{2}=(b+\delta)-t(\mathcal{E}+bp(a-b-\delta))$

$A_{3}=(a+\epsilon)^{-\frac{t}{2}}(b+\delta)^{-\frac{t}{2}}(1-b^{p})\sqrt{\epsilon}\sqrt{a-b-\delta}$

とおく。 さて $\epsilon,$
$\delta,$ $barrow+0$ のとき

$A_{1}arrow a^{1-i},$ $A_{2}arrow 0$

となるので

$0<A_{2}<A_{1}$

と考えてよい。 $D$ を対角化しよう。

$V= \frac{1}{\sqrt{A_{1^{-}}A_{2}+2\epsilon_{1}}}$ (
$\sqrt{\epsilon_{1}}$

$-\sqrt{A_{1}-A_{2}+\mathcal{E}_{1}}\sqrt{\epsilon_{1}}$),
ただし

$2\epsilon_{1}=-A_{1}+A_{2}+\sqrt{(A_{1}-A2)2+4A_{3}2}$

とおくと $V$ はユニタリで

$V^{*}DV=V^{*}V=$
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である。 (1.11) に戻って次のように変形する。

(1.12)

$\geq\{VV^{*}(\frac{1}{\gamma}D)^{S}VV^{*}\}^{\alpha}$

$= \{V\frac{1}{\gamma^{s}}V^{*}\}^{\alpha}$

$=\gamma^{-s\alpha_{\frac{1}{(A_{1}-A_{2}+2\epsilon 1)^{\alpha}}}}$ ,

ただし

$B_{1}=(a+\epsilon)^{r}\{(A_{1}+\epsilon_{1})^{s}(A1-A_{2}+\epsilon_{1})+..(A_{2}-\mathcal{E}_{1})\epsilon\epsilon_{1}\}$

$B_{2}=(b+\delta)^{t}\{(A_{1}+\mathcal{E}_{1})^{s}\mathcal{E}_{1}+(A_{2}-\epsilon_{1})^{s}(A_{1}+A_{2}-\epsilon_{1})\}$

$B_{3}=(a+\epsilon)^{\mathrm{L}}2(b+\delta)L2\sqrt{\epsilon_{1}}\sqrt{A_{1}-A_{2}+\mathcal{E}_{1}}\{(A_{1}+\epsilon_{1})^{\theta}-(A2^{-\mathcal{E}_{1})^{s}}\}$

とおく。 ここで $\epsilon,$
$\delta,$ $barrow+0$ のとき

$B_{1}arrow a^{r+(1-t)},$$B(1+S)2arrow 0$

となるので

$0<B_{2}<B_{1}$

と考えてよい。 このときも同じように

$W= \frac{1}{\sqrt{B_{1}-B_{2}+2\epsilon_{2}}}$ (
$\sqrt{\epsilon_{2}}$

$-\sqrt{B_{1}-B_{2}+\mathcal{E}_{2}}\sqrt{\epsilon_{2}}$),
ただし

$2\epsilon_{2}=-B_{1}+B_{2}+\sqrt{(B_{1}}-B_{2})^{2}+4B_{3}^{2}$

とおくと $W$ はユニタリで

$W^{*}W=$
となるから (1.12) に $W^{*},$ $W$ をかけて次のように変形する。

(1.13) $\gamma^{-\theta\alpha}(A1-A_{2}+2\epsilon_{1})-\alpha$

$\leq W^{*}W$
$= \frac{1}{B_{1}-B_{2}+2\epsilon_{2}}$ ,
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ただし

$\tilde{\alpha}=\{(p-t)_{S}+r\}\alpha$

$C_{1}=(a+\epsilon)^{\tilde{\alpha}}(B_{1}-B2+\epsilon_{2})+(b+\delta)^{\tilde{\alpha}}\mathcal{E}_{2}$

$c_{2}=(a+\epsilon)^{\overline{\alpha}_{\mathcal{E}_{2}+}}(b+\delta)\tilde{\alpha}(B1^{-B_{2}\epsilon_{2})}+$

$C_{3}=\{(a+\epsilon)\tilde{\alpha}-(b+\delta)^{\tilde{\alpha}}\}\sqrt{\epsilon_{2}}\sqrt{B_{1}-B_{2}+\mathcal{E}_{2}}$

とおく。従って
$\tilde{\gamma}=\gamma^{\theta\alpha}(A1^{-}A2+2\epsilon 1)^{\alpha}$

とおくと$O\leq$となる。 よって行列式をとって

$0\leq\tilde{\gamma}^{2}C_{1}c_{2\tilde{\gamma}1}-c(B1-B_{2}+2\epsilon_{2})(B_{2}-\mathcal{E}_{2})^{\alpha}-\tilde{\gamma}c2(B_{1}-B_{2}+2\epsilon_{2})(B_{1}+\epsilon_{2})^{\alpha}$

$+(B_{1}-B_{2}+2\mathcal{E}2)^{2}(B1+\mathcal{E}2)\alpha(B_{2}-\epsilon 2)^{\alpha}-\tilde{\gamma}^{2}C_{3}2$

である。 ここで右辺の $c_{\iota},$ $c_{2},$ $c_{3}$ を展開して整理すると

$0\leq(B_{1}-B_{2}+2\epsilon_{2})\{\tilde{\gamma}^{2}(\alpha+\epsilon)^{\tilde{\alpha}}(b+\epsilon)^{\tilde{\alpha}}(B_{1}-B_{2}+2\epsilon_{2})$

$-\tilde{\gamma}(\alpha+\epsilon)^{\tilde{\alpha}}(B1-B_{2}+2\epsilon 2)(B2^{-}\epsilon_{2})^{\alpha}$

$-\tilde{\gamma}(b+\epsilon)\tilde{\alpha}(B2-\mathcal{E}_{2})^{\alpha}-\tilde{\gamma}(\alpha+\mathcal{E})\tilde{\alpha}\mathcal{E}_{2}(B_{1}+\epsilon 2)\alpha$

$-\tilde{\gamma}(b+\epsilon)\tilde{\alpha}(B_{1}-B_{2}+\mathcal{E}2)(B_{1}+\epsilon_{2})\alpha$

$+(B_{1}-B_{2}+2_{\mathcal{E}_{2}})(B1+\mathcal{E}2)\alpha(B_{2}-\mathcal{E}2)^{\tilde{\alpha}}\}$

が得られる。 ここで
$0<B_{1^{-}}B2+2_{\mathcal{E}_{2}}$

と考えてよいので

(1.14) $-\epsilon_{2}\{\tilde{\gamma}(a+\epsilon)^{\tilde{\alpha}}-(B_{2}-\mathcal{E}_{2})^{\alpha}\}\{\tilde{\gamma}(b+\delta)^{\tilde{\alpha}}-(B_{1}+\epsilon_{2})^{\alpha}\}$

$\leq(B_{1}-B_{2}+\epsilon_{2})\{\tilde{\gamma}(a+\epsilon)\tilde{\alpha}-(B1+C_{2})^{\alpha}\}\{\tilde{\gamma}(b+\delta)\tilde{\alpha}-(B_{2}-\mathcal{E}_{2})^{\alpha}\}$

となる。 ここでこの式を $\epsilon,$

$\delta$ について 1次の項まで評価する。 $\mathit{0}$ は $o(\epsilon),$ $o(\delta)\text{、}\prime\supset$

まり
$\frac{o}{\epsilon},$ $\frac{o}{\delta}arrow 0$ $(\epsilon, \deltaarrow+0)$

とする。すると

$A_{1}=a^{-t}(a-b)(1- \frac{t}{a}\epsilon-\frac{1}{a-b}\delta+\frac{b^{\mathrm{p}}}{a-b}\epsilon+\mathit{0})$

$A_{2}=b^{p-t}(a-b)(1- \frac{t}{b}\delta-\frac{1}{a-b}\delta+\frac{1}{b^{p}(a-b)}\mathcal{E}+\mathit{0})$

$A_{3^{-}}^{2t}-a^{-}b^{-\iota}$ (1 –,) $(a-b) \epsilon(1-\frac{t}{a}\epsilon-\frac{t}{b}\delta-\frac{1}{a-b}\delta+\mathit{0})$

$\epsilon_{1}=\frac{a^{-t}b^{-t}(1-bp)2}{a^{-t}-b^{p-t}}\epsilon(1+\frac{o}{\epsilon})$
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である。 また

$A_{1}-A_{2}+2\epsilon_{1}=(a-b)(a^{-t} - b^{\mathrm{p}-t})(1+c_{1}\epsilon+c_{2}\delta+\mathit{0})$

$c_{1}= \frac{1}{(a-b)(a^{-}t-b^{p}-l)}(\frac{-t(a-b)a^{-t}}{a}+a^{-t}b^{p}-b^{-}t+\frac{2a^{-t}b-t(1-bp)2}{a^{-t}-b^{pt}-}\mathrm{I}$

$c_{2}= \frac{1}{(a-b)(a^{-\mathrm{f}}-b^{p-t})}(-a^{-t}+\frac{t(a-b)bp-t}{b}+bp-t)$

$\tilde{\gamma}=(a-b)S\alpha+\alpha(a^{-}-tbp-t)^{\alpha}(1+\frac{s\alpha}{a-b}\epsilon-\frac{s\alpha}{a-b}\delta+\alpha C_{1^{\mathcal{E}}}+\alpha c_{2}\delta+\mathit{0})$

$A_{1}-A_{2}+\epsilon_{1}=(a-b)(a-t-bp-t)(1+c_{3}\epsilon+c_{4}\delta+\mathit{0})$

$c_{3}=c_{1}- \frac{a^{-\iota}b^{-t}(1-bp)2}{(a-b)(a-t-bp-t)2}$

$\mathrm{c}_{4}=c_{2}$

となるので

$B_{1}=a^{r-St}(a-b)1+s(a^{-}-tbp-t)(1+$ $\frac{r-st}{a}\epsilon+\mathrm{c}3\epsilon+\mathrm{C}4\delta-\frac{s}{a-b}\delta+\frac{sb^{p}}{a-b}\epsilon$

$+ \frac{sb^{-t}(1-b^{p})^{2}}{(a-b)(a^{-}-tb^{p}-t)}\epsilon+\frac{a^{S\iota-t}b^{-l+}sp-st(1-b^{p})^{2}}{(a-b)(a-t-bp-t)2}\epsilon+\mathit{0})$

$B_{2}=b^{r+sp-S}t(a-b)^{1s}+(a-t-b^{p-}t)(1+ \frac{r-st}{b}\delta+c_{3}\epsilon+c_{4}\delta-\frac{s}{a-b}\delta$

$+ \frac{s}{b^{p}(a-b)}\epsilon+\frac{a^{-\theta t-t}b^{-}t-sp+st(1-b^{p})^{2}}{(a-b)(a^{-t}-bp-t)2}\epsilon-\frac{sa^{-l}(1-b^{p})^{2}}{b^{p}(a-b)(a^{-t}-b^{pt}-)}\mathcal{E}+\mathit{0})$

$B_{3}^{2}=a^{T-t}br-t(a-b)1+2_{S}(a-St-b^{s}p-St)2(1-b^{p})^{2} \epsilon(1+\frac{o}{\epsilon})$

$\epsilon_{2}=\frac{a^{f}-tb’-i(a-b)^{s}(a^{-}-Stbsp-s\iota)2(1-b^{p})^{2}}{(a^{-t}-bp-t)(a^{r-Sl}-b’+Sp-s\iota)}\epsilon(1+\frac{o}{\epsilon}\mathrm{I}$

$\tilde{\gamma}(b+\delta)\tilde{\alpha}-(B_{2^{-}}\mathcal{E}_{2})^{\alpha}=b\alpha(r+s_{\mathrm{P}}-\theta t)(a-b)^{\alpha}(1+s)(a^{-t}-b^{p}-t)^{\alpha_{\mathcal{E}}}(c_{5}+\frac{\alpha(r+sp)}{b}\frac{\delta}{\epsilon}+\frac{o}{\epsilon})$

$c_{5}=- \frac{\alpha s(1-bp)(a^{-t}-b-t)}{(a-b)(a^{-t}-b\mathrm{P}^{-t})}-\frac{\alpha sa^{-t}b-t(1-bp)^{2}(a^{r}-b^{r})(a^{-st}-bS\mathrm{p}-st)}{(a-b)(a^{-t}-b\mathrm{P}-t)2(ar-st-br+\theta p-\theta t)}$

$\tilde{\gamma}(a+\epsilon)^{\tilde{\alpha}}-(B2-\mathcal{E}_{2})^{\alpha}=(a^{\alpha(s}-t)-r+spb\alpha(r+\epsilon p-St))(a-b)^{\alpha}(1+S)(a-t-bp-t)^{\alpha}(1+\frac{o}{\epsilon})$
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$\tilde{\gamma}(b+\delta)\tilde{\alpha}-(B_{1}+\mathcal{E}2)\alpha-(=a-s\iota-\alpha(t)b\alpha(r+\theta p-St))(a-b)\alpha(1+s)(a^{-}-tb^{p\iota}-)^{\alpha}(1+\frac{o}{\epsilon})$

$B_{1}+B_{2}+ \epsilon_{2}=(a-b)^{1S}+(a^{-t}-bp-t)(a-st-fb’+sp-s\iota)(1+\frac{o}{\epsilon})$

$\tilde{\gamma}(a+\epsilon)^{\tilde{\alpha}}-(B_{1}+\mathcal{E}_{2})\alpha=a\alpha(\Gamma-st)(a^{\alpha}-1)sp(a-b)^{\alpha}(1+s)(a^{-t}-bp-t)^{\alpha}(1+\frac{o}{\epsilon})$

が得られる。 よって (1.14) より

$(a-st-b^{S}p-st)^{2}(a-\alpha(_{\Gamma+p-}Sst)b^{\alpha(p)}r+S-st)(a-St)-b\alpha(r+sp-st))\alpha(r(1-b^{p})^{2}$

$\leq a^{\alpha(}-st)+t-rb^{\alpha(s}rr+S\mathrm{p}-t)+t-r(a-b)(a-t-b^{pt}-)^{2}(a^{r-St}-br+sp-S\iota)^{2}(a-\alpha Sp1)$

$\mathrm{x}(c_{5}+\frac{\alpha(r+sp)}{b}\frac{\delta}{\epsilon}+\frac{o}{\epsilon})$

となる。 この式を見ると $\frac{\delta}{\epsilon}$ が小さい方が矛盾が出やすいように見えるので

$\underline{1-b}\underline{\delta}\leq$

$a-1+\epsilon$ $\epsilon$

に注意して

$\frac{1-b}{a-1}=\frac{\delta}{\epsilon’}\delta=\frac{1-b}{a-1}\epsilon$

とおくことにする。 こうして
$\epsilonarrow+0$

とすると

$(a-1)(a^{-\theta t}-b^{s}p-St)^{2}(1-bp)^{2}(a^{\alpha(+p}-st)-rsb^{\alpha(f}+sp-st))(a-st)-\alpha(rb^{\alpha}(r+sp-st))$

$\leq a^{\alpha(r-s}t)+t-\prime b^{\alpha}(\Gamma+sp-st)-1+\iota-r(a^{r}-st-br+sp-s\iota)(a^{\alpha}-sp1)$

$\mathrm{x}\{-\alpha sb(1-b^{\mathrm{p}})(a-t-b-t)(a^{-}-tb^{p-}t)(a-St-rbr+sp-st)(a-1)$

$-\alpha sa^{-t1-t}b(1-bp)^{2}(a-\prime br)(a^{-}-bs-)stpst(a-1)$

$+\alpha(r+sp)(1-b)(a-b)(a^{-}\iota-b^{p-t})2(a-Si-rb^{r+p}s-s\iota)\}$

が得られる。 もし

$\frac{1-t+r}{(p-t)s+r}<\alpha$

なら

$0<\alpha(r+sp-St)-1+t-r$

なので $barrow+0$ として

$0<(a-1)a-2S\iota+\alpha(2t+Sp-2_{St})\leq 0$

となって矛盾である。

8



[2. $\log\sim$ majorization に関する注意]

$A,$ $B$ はヒルベルト空間上の有界線形作用素とする。 さて $O\leq A-B$ で $A-B$ が
可逆のとき $B<A$ とかくことにする。最近藤井氏 ([2]) が可逆な正作用素 $A,$ $B$ に

対して

(2.1) $\log B<\log A\Leftrightarrow\exists\alpha\in(\mathrm{O}, 1):B^{\alpha}<A^{\alpha}$

を証明した。 この結果は古田不等式と安藤、 日合、藤井ら ([1]) による不等式を結び
つける面白い結果であることを説明しよう。

$p,$ $q,$ $r$ を正の実数とする。古田不等式は $O\leq B\leq A$ である作用素に対して

$1\leq q,$
$p+2r\leq q(1+2r)\Rightarrow(A^{r}B^{p}A^{r})^{\frac{1}{q}}\leq A^{R\pm_{q}}\underline{2r}$

という不等式であった。 また安藤、 日合、藤井ら ([1]) による不等式は可逆な正作用
素 $A,$ $B$ が $\log B\leq\log A$ を満たすならば

$p+2r \leq 2qr\Rightarrow(A^{r}B^{p}A^{r})\frac{1}{q}\leq A^{R\pm_{q}}\underline{2r}$

という不等式であった。 .

さて $\alpha$ を正の実数として $O\leq B^{\alpha}\leq A^{\alpha}$ と仮定しよう。 このとき古田不等式から

$1\leq q,p+2r\leq q(1+2r)$

ならば
$(A^{r\alpha}B^{p}\alpha A\gamma\alpha)^{q}1\leq A^{\mathrm{z}A^{\underline{2r\alpha}}}\alpha q$

となるが、 ここで改めて
$\tilde{r}=r\alpha,\tilde{p}=p\alpha,\tilde{q}=q$

とおけばこの結果は

$1\leq\tilde{q},\tilde{p}+2\tilde{r}\leq\tilde{q}(\alpha+2\tilde{r})\Rightarrow(A^{\tilde{r}}B^{\tilde{p}}A^{\tilde{r}})^{q}1\leq A^{\text{早}}$

と書き直すことができる。つまり作用素 $A,$ $B$ が $O\leq B^{\alpha}\leq A^{\alpha}$ とするとき

$1 \leq q,p+2r\leq q(\alpha+2r\rangle\Rightarrow(A^{r}B^{p}A^{r})\frac{1}{q}\leq A^{\mathrm{g}\pm_{q}}\underline{2r}$

が成立する。 またこの範囲の best possibility も同じように分かるわけでちょうど
$\alpha=1$ が古田不等式になっている。
このように見ていくと安藤、日合、藤井らの不等式は作用素 $A,$ $B$ が $\log B\leq\log A$

ならば $(A^{r}B^{p}A^{r})^{q}\iota\leq A^{R\mathrm{L}^{2\underline{r}}}q$ を満たす正数 $p,$ $q,$ $r$ の範囲は

$p+2r\leq 2qr$

となることを示しているわけである。

9



さて藤井の結果を用いると安藤、 日合、藤井らの不等式は古田不等式からでてく
る。 なぜなら可逆な正作用素 $A,$ $B$ が $\log B<\log A$ を満たしているとしよう。 この

とき藤井の結果から
$\exists\alpha\in(0,1)$ : $B^{\alpha}\leq A^{\alpha}$

となる。従って

$1\leq q,$ $p+2r\leq q(\alpha+2r)\Rightarrow(A^{r}B^{p}A^{r})^{q}1\leq A^{R\pm_{q}\underline{2r}}$

となるのでもちろん

$p+2r\leq 2qr\Rightarrow(A^{f}B^{p}Ar)^{\frac{1}{q}}\leq A^{R\pm_{q}\underline{2\Gamma}}$

が成立している。 $\log B\leq\log A$ のときは小さな正数 $0<\epsilon$ をとって

$\log B<\log A+\epsilon=\log(eAe)$

としてでてくる不等式

$p+2r\leq 2qr\Rightarrow((e^{e}A)^{r_{B^{p}(A}}e\text{\’{e}})r)^{q}\iota\leq(e^{\text{\’{e}}}A)^{\frac{+2r}{q}}$

で\epsilon \rightarrow +0として目的の安藤、 日曝、藤井らの不等式が得られる。
従って藤井の結果は今までの理論に新しい視点をもたらす面白い結果であると思

われる。 さてここでは藤井の結果から当然予想される次の式

(2.2) $\log B\leq\log A\Leftrightarrow\exists\alpha\in(\mathrm{O}, 1):B^{\alpha}\leq A^{\alpha}$

を考える。藤井氏の予想ではこの式は成立しないとのことだったが、確かに成立し
ない反例を次に与えよう。

[反例 2.1]

$B=>O,$ $\log B=,$ $\log A=(_{\sqrt{\frac{3}{2}}}^{1}$ $\frac{\sqrt{\frac{3}{2}}1}{2}1$

とおく。 このとき

$\log A-\log B=(_{\sqrt{\frac{3}{2}}}^{1}$ $\sqrt{\frac{3}{2}}\frac{3}{2}1$

の固有方程式は

$\Delta_{\log \mathrm{o}}A-\mathrm{l}\mathrm{g}B(t)=t^{2}-\frac{5}{2}t=0$
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なので
$O\leq\log A-\log B,$ $oi\log A-\log B$

である。 ここで

$U= \frac{1}{\sqrt{5}}(_{\sqrt{2}}^{\sqrt{3}}$ $-\sqrt{3}\sqrt{2})$

とおくと $U$ はユニタリで

$U^{*}(\log A)U=$

となる。従って

$A=UeU$
$A^{\alpha}=UU$

$= \frac{1}{5}(_{\sqrt{6}e-}^{3+2}e^{2\frac{\alpha}{2}}2\alpha\alpha\sqrt{6}ee--\frac{\alpha}{2}$ $\sqrt{6}e^{2\alpha}-\sqrt{6}e^{-\text{号}}2e^{2\alpha}+3e-\frac{\alpha}{2})$

である。 さて

$B^{\alpha}=$

なので $A^{\alpha}-B^{\alpha}$ の行列式を $\alpha$ でテーラー展開すると

$|A^{\alpha}-B^{\alpha}|=|^{\frac{3e^{2\alpha}+2e^{-\frac{\alpha}{2}}}{\frac{\sqrt{6}e^{2\alpha}-\sqrt{6}e^{-\alpha}521}{5}}-}$ $\frac{2e\frac{\sqrt{6}e^{2\alpha}-\sqrt{6}e}{2\alpha+3e^{-\infty}52e^{-}}}{5}--\frac{\alpha}{2}\alpha|$

$=- \frac{2}{5}e^{2\alpha}+e^{2}-\frac{3}{5}e\mathrm{z}_{\alpha}\alpha-\frac{3}{5}e-_{2}\perp\alpha+e^{-\alpha}-\frac{2}{5}e-_{2^{\alpha}}\mathrm{g}$

14
$=-_{8}\alpha+\cdots$

となる。 もし $B^{\alpha_{0}}\leq A^{\alpha_{0}}$ となる $0<\alpha 0$ が存在するならハイ ンツの不等式から
$0<\alpha\leq\alpha_{0}$ であるすべての $\alpha$ に対して $B^{\alpha}\leq A^{\alpha}\text{、}$ よって $0\leq|A^{\alpha}-B^{\alpha}|$ となる

はずである。 しかし上の式から $0<\alpha$ が十分小さいとき

$|A^{\alpha}-B^{\alpha}|<0$

であるからこれは矛盾である。よってこの $A,$ $B$ に対しては $B^{\alpha_{0}}\leq A^{\alpha_{0}}$ となる $0<\alpha_{0}$

は存在しない。
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次にいつ $(2,2)$ が成立するか考えよう。 (2.1) から $\log B<\log A$ のときは $\exists\alpha>$

$0$ : $B^{\alpha}<A^{\alpha}’-$ なので、 $\log B\leq\log A,$ $\log B\#\log A$ の場合が問題になるが、面白い
ことに 2行 2列の場合には $AB=BA$ が $\exists\alpha>0$ : $B^{\alpha}\leq A^{\alpha}$ となる必要十分条件で
あることが示せる。

[定理 22] $A,$ $B$ は 2行 2列の可逆な正行列で $\log B\leq\log A$ であるが $\log B<$

$\log A$ は満たさないとする。 このとき次が成り立つ。

$\exists\alpha>0:B^{\alpha}\leq A^{\alpha}\Leftrightarrow AB=BA$

[証明] $(\Rightarrow)$ を示せばよい。 $B^{\alpha}\leq A^{\alpha_{0}}$ となる $0<\alpha_{0}$ が存在するとしよう。す
るとハインツの不等式から $0<\alpha\leq\alpha_{0}$ であるすべての $\alpha$ に対して $B^{\alpha}\leq A^{\alpha}$ が成
り立つ。 さて $A,$ $B$ を $kA,$ $kB$ $(0<k)$ でおきかえても

$\log B\leq\log A,$ $\log B<\log A,$ $B^{\alpha}\leq A^{\alpha},$ $AB=BA$

の条件は同じなので

$B=,$$0\leq b,\log A=$

とおいて–般性を失わない。 ここで $b=0$ なら $B=I$ となって $AB=BA$ となる
ので $0<b$ としてよい。
さて $\log A$ の固有方程式は

$\Delta_{\log A}(t)=t2-(a_{1}+a2)t+a1a_{2^{-}}a_{3}=02$

なので $\log A$ の固有値は
$a_{1}+\epsilon,$ $a_{2^{-}}\epsilon(0\leq\epsilon)$

とおける。 ここで $\epsilon=0$ なら $a_{3}=0_{\backslash }$ よって $\log A=$ であるから $\log A$

は $B$ と可換、 よって $A$ は $B$ と可換になる。従って $0<\epsilon,$ $0\neq a_{3}$ としてよい。
さてこのとき

$(a_{1}+\epsilon)(a_{2}-\epsilon)=a1a_{2}-a_{3}^{2}$

よって

$a_{3}^{2}=\epsilon(\epsilon+a_{1^{-}2}a)$

である。 また

$O\leq\log A-\log B=$

の固有方程式は

$\Delta_{\mathrm{l}A-\mathrm{l}\mathrm{o}}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{g}B(t)=t^{2}-(a_{1}+a_{2}+b)t+a_{1}(a_{2}+b)-a_{3}^{2}=0$
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なので $\log B\leq\log A,$ $\log B\not\simeq\log A$ より

$0\leq a_{1}+a_{2}+b,$ $a_{3}=a21(a2+b)$

となる。 よって
$0<a_{1},0<a_{2}+b$

である。 ここで
$0<a=a_{1},0<\delta=a_{2}+b$

とおく と $a_{3}^{2_{=}}\epsilon(\epsilon+a1-a_{2})=a_{1}(a2+b)$ より

$\delta=\frac{(a+b+\mathcal{E})\epsilon}{a+\epsilon}$

である。 さて

$\log A=(_{\sqrt{\epsilon}\sqrt{a+b+\epsilon-\delta}}a$ $\sqrt{\epsilon}\sqrt{a+b+\epsilon-\delta}\delta-b)$

をユニタリ行列

$V= \frac{1}{\sqrt{a+b+2_{\mathcal{E}}-\delta}}$

で対角化すると

$V^{*}(\log A)V=$

なので

$A^{\alpha}$

$=VV^{*}$
1

$a+b+2_{\mathcal{E}}-\delta$

$\cross(\sqrt{\epsilon}\sqrt{a+b+\epsilon-\delta}(e(a)(a+b+\mathcal{E}-\delta)e^{\alpha(a+}+6\epsilon e(\alpha\delta-b-)\alpha+\text{\’{e}}-e(\alpha\delta-b-\epsilon)))\text{\’{e}}$ $\sqrt{\epsilon}\sqrt{a+b+\epsilon-\delta}\epsilon e^{\alpha(}+a+e)(a+b+\epsilon-\delta)(e^{\alpha(\text{\’{e}})}-a+e\alpha(-b-\text{\’{e}} e-b)\alpha_{\delta}(\delta-\text{\’{e}})))$

となる。 ここで

$B^{\alpha}=$

なので $A^{\alpha}-B^{\alpha}$ の行列式を $\alpha$ でテーラー展開すると

$|A^{\alpha}-B^{\alpha}|=- \frac{1}{12}b(a+b+2\epsilon-\delta)(a+b+\epsilon-\delta)(a+\epsilon)(\delta-\epsilon)\alpha^{4}+\cdots$
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となる。 ここで

$0<b,$ $0<\epsilon,$ $0<a+b+\epsilon-\delta,$ $0< \delta-\epsilon=\frac{b\epsilon}{a+\epsilon}$

であるがこれは反例 (2.1) の時と同じ議論で $O\leq A^{\alpha}-B^{\alpha}$ に反する。
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