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Abstract. 与えられた実係数の 2変数多項式 $F(x, y)$ に対し、 $F(x, y)=0$ の根とし
て定まる代数関数の実特異点の検出には様々な方法が知られているが、厳密な計算を
行う場合、計算効率の点で問題になることがある。本論では、近似計算を用いて、あ
る精度で実特異点を検出する方法を考察する。

1. はじめに
本論では与えられた既約な実係数の 2変数多項式 $F(x, y)$ に対し、 $F(x, y)=0$ の根と
して定まる代数関数の実平面上の特異点、すなわち実特異点を、近似計算を用いて検出す
ることを考える。
代数関数の特異点の計算は数学や工学など様々な分野において重要である。特に、実記
面上では孤立零点の検出が欠かせない。これまで、代数関数の特異点の計算には種々の算
法が考え出され、いくつかは広く用いられているが、それらのほとんどは厳密計算を用い
る。 しかし、厳密計算を用いると、一般に計算の過程で代数的数の導入が必要になり、計
算量が増大する。 また、算法によっては、多項式の終結式や多項式系の Gr\"obner base を計
算することによって計算量が増大するものもある。
計算量が増大する問題を解決する方法の–つとして、多項式の係数を浮動小数で近似し、
浮動小数演算を行うことによって計算の効率化を図ることが考えられる。 しかし、 このよ

うな近似計算を行うと、計算結果には誤差が含まれるので、特異点が正しく計算されない
心配がある。特に、孤立零点の検出が困難になる。
本論では、近似計算を用いて、誤差を考慮しながらある精度で代数関数の実特異点を計

算する方法を述べる。 1変数代数方程式の数値解法では、得られた近似根の誤差上界を厳
密にかっかなりよい精度で見積もる方法 (3. 参照) が知られており、特異点の計算の過程
でその誤差を見積もりながら計算を行うことによって、ある精度での特異点を計算するこ
とができる。以下、 2. では、実特異点を厳密計算を用いて検出する方法を述べ、 3. では、
実特異点を近似計算を用いて検出する方法を述べる。

1) 本研究は部分的に文部省科研費 (課題番号 O6558037:近似代数計算システムの開発) および日本学術振
興会・日中科学協力事業 (課題:近似的代数算法の研究と応用) の援助を受けた。
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2. 実特異点の検出法
実多項式 $F(x, y)$ に対し、複素平面上の点 $(\hat{x},\hat{y.})$ が $F(.\hat{x},\hat{y})=F_{x}(\hat{X},\hat{y})=F.(y.\hat{y})\hat{X},=0$ を

満たすとき、 $(\hat{x}\hat{y}:.)$ を $F$ の特異点という。本論では実平面上の特異点、すなわち実特異点
のみを考 $\grave{\lambda}$ る。 .

実特異点は、以下の手順で計算する。

1. $F$ と盈の $x$ に関する終結式 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{x}(F, F_{x})$ を計算する。 $R(y)=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}x(F, F_{x})$ とおく。
2. 方程式 $R(y)=0$ の実根を計算する。得られた根を $\tilde{y}_{1},$ $\ldots,\overline{y}_{S}$ とおく。
3. 章 $\tilde{y}_{i}(i=1, \ldots, s)$ に対し、方程式 $F(x,\tilde{y}_{i})=0$ の実重根を計算する。得られた実重
根を $\tilde{x}_{t,\mathit{1}}$ , . .. , $\tilde{x}_{i,t_{i}}$ (ただし $\tilde{x}_{i.1,\prime}<\cdots$ <x\tilde 緊かつ $t_{i}$ は押部異なる重根の個数)、各 $\tilde{x}_{i.j\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

の多重度を $m_{i,j}$ とする。
. ..

4. $F_{y}(x, y)$ を計算し、 $(\tilde{x}_{i.j},\tilde{y}_{i})$ を代入して $0$ になるかどうかを調べる。もし $F_{y}$ ( $\overline{x}_{i,j}$ , Di) $=0$

ならば、 $(\tilde{x}_{i_{J}}.j,\tilde{y}_{i})$ は実特異点である。 :.. :.. $=$

上の手順によって得られる実特異点の集合を $\{(\hat{x}_{i,j,\hat{y}_{i}})|i=1, \ldots, s, .j=1.’\ldots, t_{i}\}$ とし、
$(\hat{x}_{i_{:}j},\hat{y}_{i})$ の $x$ に関する多重度を $m\text{吻}$ とする。

次に、孤立零点について説明する。例として、次の多項式 $F(x, y)$ を考える。

$F(x, y)=x^{5}-x^{4}-y^{2}$ (1)

方程式 $F(x, y)=0$ の空転面上の根として、 $y=\pm x^{2}\sqrt{x-1}$ があるが、 これらは実平面
上の (原点を通らない) 連続曲線である。-方、原点 $(0,0)$ も $F(x, y)=0$ の根である
ことがわかるが、 この根は実平面上では孤立している。この例に見られるように、方程式
$F(x, y)=0$ の根の中には時としそ、実平面上で連続曲線にならず、孤立した点となるもの
が現われるが、 このような点を本論では孤立零点と呼ぶ。
孤立零点が特異点であることは、以下の命題によって示される。

命題 1 $F(x, y)$ の孤立零点 $(\hat{x},\hat{y})$ は、 $F(x, y)$ の特異点である。

証明 $F(x, y)$ を実 2変数関数 $z=F(x$ ,のとして考える。$F(x, y)$ は実多項式であるから、
$z=F(x, y)$ は実平面上で連続かつ微分可能な関数である。 $(\hat{x},\hat{y})$ が孤立零点であるから、
その点の近傍 (ただし $(\hat{x},\hat{y})$ 自身を除く) では $F(x, y)\neq 0$ でなければならない。 したがっ
て、 $z=F(x, y)$ は $(\hat{x},\hat{y})$ において極値をとり、 $F_{x}(\hat{x}\hat{y}\})=F_{y}(\hat{x},\hat{y})=0$ が成り立つので、
$(\hat{x},\hat{y})$ は特異点である。 $\square$

$F(x, y)=0$ の根 x=g(のは $y$ の代数関数で、複素 Riemann 面上では連続した–価曲
線になる。ゆえに、 $(\hat{x},\hat{y})$ は実子面上では孤立しているように見えるが、複素平面上では
実平面を貫く連続曲線上の 1点であり、 $x=g(y)$

.
は $(\hat{x},\hat{y})$ の近傍で Taylor級数もしくは

Puiseux級数に展開される。
$F(x, y)$ が式 (1) のとき、$y=0$ の近傍で $x=g(y)$ は次のように Puiseux 級数展開さ

れる。 ..
( $1+y^{2}-4y+246y^{6}+\cdots$

$\pm\frac{1}{\sqrt{2}}(1+i)y1/2\pm\frac{i}{4}y\pm\frac{7}{32\sqrt{2}}(-1+i)y^{3/2}+\cdots$ (2)

$\pm\frac{1}{\sqrt{2}}(1-i)y1/2\mp\frac{i}{4}y\pm\frac{7}{32\sqrt{2}}(-1-i)y^{3/2}+\cdots$
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式 (2) の中の–番上の根は、 $(1, 0)$ が通常の零点であることを表す。 -方、残りの 4つ
の根は、原点 $(0,0)$ が特異点で、根が Puiseux級数展開されたことを表す。このことから、
これら 4つの根 $x=g(y)$ は $y=0$ のときのみ $x$ が実数値をとり (すなわち $(0,0)$ は孤立
零点) 、 かつ $y$ が $0$ に近づくにつれて $x$ の虚部 ${\rm Im} x$ も $0$ に近づくことがわかる。

孤立零点は、引続き以下の手順で計算する。

5. 上の手順で計算される $F(x, y)$ の実特異点を $(\hat{x}_{i.j\ovalbox{\tt\small REJECT}},\hat{y}i)(i=1,$

$\ldots,$ $s,$ $j=1,$ $\ldots,$
$t_{i},\hat{y}_{i}<$

$\hat{y}_{i+1})$ とする。

6. $F(x, y)$ が $(\hat{x}_{i,j},\hat{y}_{i})$ で極値をとるかどうか調べる。もし $F$ ( $\hat{x}_{i,j}$ , yyyi) が $F.(x.’ y)$ の極値な
らば、 $(\hat{x}_{i,j},\hat{y}_{i})$ .は孤立零点である。

3. 近似計算による実特異点の検出法
本章では、特異点を検出する際に必要な 1変数多項式の根の近似値の計算に Durand-

Kerner 法 [Dur60, Ker66] を用いる $\circ$ また、Durand-Kerner法で得られた根の近似値の誤差
上界として Smith の誤差上界 [Smi70] が知られており、Durand-Kerner 法とともに広く用
いられている。本章では、まず Durand-Kerner 法と Smith の誤差上界について簡単に説明
し、 次に、 これらの算法を用いて実特異点を検出する方法を述べる。最後に、その方法に
基づいて行った実験結果を示す。

3.1. DKA 法と Smith の誤差上界

Durand-Kerner 法 (以下 $\mathrm{D}\mathrm{K}$ 法と略す) は、 一般に複素係数の 1変数多項式の根の近似
値を同時に求める反復算法である。複素係数の 1変数多項式 $P(z)$ を次式とする。

$P(z)=a_{0}z^{n}+a_{1}z^{n-1}+\cdots+a_{n-1^{Z}}+a_{n}$, ただし $a_{0}\neq 0$ (3)

2次 $\mathrm{D}\mathrm{K}$ 法では、根の $n$ 個の初期値 $z_{1}(0),$ $z_{2}(0),$
$\ldots,$

$z,(0)$ を適当に与え、以下の反復式に
よって $n$ 個の数値 $z_{1}(\nu),$

$\ldots,$
$z_{n}(\nu)$ を同時に求める。

$z_{i}^{(\nu+1)}=z_{i}^{()}- \nu\frac{P(z_{i}^{(\nu)})}{a_{0}Q(Z_{i}^{(})\nu)},$ , $i=1,$ $\cdots,$ $n$ ,
(4)

ただし, $Q(z)=\Pi_{j=}n(1z - z_{j}^{(\nu)})$

このとき、 $n$ 個の計算値 $z_{1}(\nu),$
$\ldots,$

$z_{n}(\nu\rangle$ は方程式 $P(z)=0$ の根に 2次収束する。初期値
$z_{1}(0),$

$\ldots,$
$z_{n}(0)$ としては、Aberth の初期値 [Abe73] を修正したものがよく使われている。

$\mathrm{D}\mathrm{K}$ 法と Aberth の初期値を合わせて DKA 法とも呼ばれる。 .

DKA 法で計算した近似値の、真の根からの誤差を見積もることは重要である。方程式
$P(z)=0$ の根の存在範囲について、Smith による次の定理が知られている。

定理 2複素平面上の $n$ 個の異なる点を $z_{1},$ $\ldots$ , z、とするとき、方程式 $P(z)=0$ のすべて
の根は、 中心 $z_{i}$ , 半径

$r_{i}= \frac{nP(z_{i})}{a_{0}\prod_{j\neq i}|z_{i}-Z_{j}|}.$

, (5)
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の閉円盤 $D_{i}$ の合併の中に存在する。 さらに、 $m$ 個の閉円盤が連結成分をなし、かつその
他の閉円盤と連結でないならば、その連結成分の中に $m$ 個の根が存在する。 口

系 3方程式 $P(z)=0$ の根を $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{n}$ とし、 それらに対する DKA法の近似値をそれぞ
れ $z_{1}.(\nu),$

$\ldots,$
$z_{n}(\nu)$ とする。 $\alpha_{i}$ が単根で上記円盤がすべて非連結のとき、 $z_{i}^{(\nu)}$

.
の誤差上界は

次式で与えられる。

$|z_{i}^{(\nu})- \alpha_{i}|\leq n|\frac{P(z_{i}^{(\nu)})}{a_{0}Q’(_{Z_{i}^{(})}\nu)}|$ (6)

口

碑 (6) の誤差上界は Smith の誤差上界と呼ばれる。式 (6) は DKA 法とは独立に求められ
るが、その右辺は式 (4) の「補正項」に比例するので、DKA法で根の近似値を計算すると
きは Smith の誤差上界も効率的に計算することができる。

32. 近似計算による実特異点の検出法
以下では、$F(x, y)$ の係数は整数または有理数で与えられているものとし、$R(y)=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{x}(F, Fx)$

も厳密計算で得られているものとする。
方程式 $R(y)=0$ の根を DKA 法で計算した近似値は、一般に前章の $\tilde{y}_{1},$ $\ldots,\tilde{y}_{s}$ ではな

$\langle_{\text{、}}\overline{y}_{1},$ $\ldots,\overline{y}_{S}(\overline{y}_{i}=\tilde{y}_{i}+\delta\tilde{y}_{i}, 0\leq|\delta\overline{y}_{i}|\ll 1)$ となる。 ゆえに、 $\overline{y}_{i}$ を $F(x, y)$ に代入して得

られる多項式 $F(x$ ,幻の係数も、 $F(x,\tilde{y}_{i})$ の係数からの誤差を持つことになる。 さらに、
DKA 法で計算した方程式 $F(x,\overline{y}_{i})=0$ の根の近似値も、前章の $\tilde{x}_{i,1},$

$\ldots$ , x\tilde 痢ではなく、
$\overline{x}_{i,1,\ldots,i,t_{j}}\overline{x}$

$(\overline{x}_{i.j}=\tilde{x}_{i_{:}j}+\delta\tilde{x}_{i,j}, 0\leq|\delta\tilde{x},.j|’ \ll 1)$ となる。 これに、重篤もしくは近接根の

存在による根の計算精度の低下が加わると、 $\overline{x}_{i,1}$ , ... , $\overline{x}_{i,t_{i}}$ は–般には重根として計算され
ないばかりか、微小な虚部を持つ場合も考えられ、実根かどうかの判定すら困難になる。
しかし、上の筋や $\overline{x}_{i_{:}j}$ の真の根との誤差 $|\delta\tilde{y}_{i}|$ や $|\delta x:_{i,j}|$ は大抵の場合において極めて小

さいため、 ある精度の下で点 ( $\overline{x}_{i.j\prime}$ ,動が「近似的な」重根であると考えることができる。
特にグラフ描画などの場合には、描画単位 (ピクセル) よりも細かな関数の振舞いを 1つ
のピクセルで表すので、誤差がある精度より小さい近接根を近似的な重根とみなすのが妥
当である。計算された根の近似値の、真の根との誤差上界は、 Smith の誤差上界 (6) によっ

て見積もることができる。
以上の要領で、「近似実重根」 と「近似孤立零点」を以下のように定義する。なお、以下

において、 $P(x)$ は $n$ 次の実多項式であるとし、方程式の根の近似値 $x_{j}$ とその誤差上界

$\delta x_{j}$ はそれぞれ DKA 法と Smith の誤差上界によって計算されるものとする。

定義 1(誤差近傍) 方程式 $P(x)=0$ の根の近似値を $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{n}$ とし、誤差上界をそれぞ

れ $\delta x_{1},$

$\ldots,$
$\delta x_{n}$ とする。 このとき、 $x_{j}$ の近傍 $B_{j}=\{z\in \mathrm{C}||z-X_{j}|\leq\delta x_{j}\}$ を $x_{j}$ の誤差

近傍という。

定義 2(近似実重根) 方程式 $P(x)=0$ の根の近似値を $x_{1},$ $\ldots,$
$x_{n}$ とし、誤差上界をそれ

ぞれ $\delta x_{1},$

$\ldots,$
$\delta x_{n}$ とする。 $x_{j}$ の誤差近傍をそれぞれ $B_{j}$ とし、 $m$ 個の近似値 $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{m}$

$(m\leq n)$ が次の条件を満たしているとする。 . .

1. $B_{1},$
$\ldots,$

$B_{m}$ が連結であり、かつ他の $B_{j}(j>m)$ とは連結でない。
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2. $B_{1}\cup\cdots\cup B_{m}$ が実軸と交わる。

$B_{1}\cup\cdots$ \cup B。を覆う最小の閉円盤を $B_{\text{、}}$ その直径を $\delta_{B}$ とするとき、 $x_{1},$ $\ldots$ , $x_{m}$ は解像度
$\delta_{B}$ の近似実 $m$ 重根であるという。

定義 3(近似孤立零点) $F(x, y)$ を実 2変数多項式とする。方程式 $R(y)=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{x}(F, F)x=0$ の

実根の近似値の 1つを $\overline{y}$ とし、方程式 $F(x,\overline{y})=0$ に解像度 $\delta_{B}$ の近似実 $m$ 重根 $\overline{x}_{1,\ldots,n}\overline{x}$,
が存在するとする $0\overline{x}_{j}$ の誤差近傍を $B_{j}$ とし、 $B_{1}\cup\cdots\cup B_{m}$ を含む最小の閉円盤を $B$ と

する。 $B$ の外近傍に方程式 $F(x, y)=0$ の実根が存在しないとき、点 $(\overline{x}_{1},\overline{y}),$

$\ldots,$
$(\overline{x}_{m},\overline{y})$

は解像度 $\delta_{B}$ の近似孤立零点であるという。

以上の定義に基づいて、近似的な実特異点の候補となる近似実重根を次の手順で計算
する。

1. $F$ と凡の $x$ に関する終結式 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{x}(F, F)x$ を計算する。 $R(y)=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{x}(F, Fx)$ とおく。
2. 方程式 $R(y)=0$ の実根を計算する。得られた近似値を $\overline{.}y_{1},$ $\ldots$ , $\overline{y}_{s}$ (ただし $\overline{y}_{1}<\cdots<\overline{y}_{s}$ )
とし、誤差上界をそれぞれ $\delta\overline{y}_{1},$

$\ldots,$
$\delta\overline{y}_{s}$ とおく。 .

3. 各 $\overline{y}_{i}(i=1, \ldots, s)$ に対し、方程式 $F(x,\overline{y}_{i})=0$ の近似突重根を次の手順で計算する。
(a) 方程式 $F(x,\overline{y}_{i})=0$ の根の近似値 $\overline{x},,$’ と誤差上界 $\delta\overline{x}_{i_{:}j}$ を計算する。それらの中で、

$|{\rm Im}\overline{X}_{i,j}|<$ l\mbox{\boldmath $\delta$}x-耐を満たすものを $\overline{x}_{\mathrm{i},1}$ , . . . , $\tilde{x}_{i,n_{i}}$ (ただし ${\rm Re}\overline{x}_{i,1}\leq\cdots\leq{\rm Re}\overline{x}_{i,n_{i}}$ ) と

し、誤差上界をそれぞれ $\delta\overline{x}_{i_{\mathit{1}}1}.,$

$\ldots,$
$\delta\overline{x}_{i,n}i$ とおく。

(b) $| \overline{x}_{i,j}-\overline{x}_{i.k,\ovalbox{\tt\small REJECT}}|<\min\{\delta\overline{x}_{i,j}, \delta_{\overline{X}}i.k\}(1\leq j<k\leq n_{i})$ を満たすような $\overline{x}_{i_{:}j}$ , $\overline{x}_{i_{:}k}$ が存在す
れば、それらは近似実重根である。

近似孤立零点は、引き続いて次の手順で計算する。

4. $y=\overline{y}_{i}$ における近似実重根の–つを $\overline{x}_{i,1},$ $\ldots,\overline{x}_{i,n_{i}}$ とし、誤差上界をそれぞれ $\delta\overline{x}_{i_{:}1},$
$\ldots$ ,

$\delta\overline{x}_{i,n_{i}}$ とおく。 $\delta_{i}$ を、 $0< \delta_{i}\ll\min\{|\overline{y}_{i1}+-\overline{y}i|.’|\overline{y}_{i}-\overline{y}_{i1}-|\}$ を満たすようにとる。
5. 方程式 $F(x,\overline{y}_{i^{\pm}}\delta i)=0$ の根を計算する。方程式 $F(x,\overline{y}_{i}+\delta_{i})=0$ の根の近似値で $\overline{x},,$,
に–番近いものをそれぞれ鳩、方程式 $F(x,\overline{y}_{i^{-}}\delta_{i})=0$ の根の近似値で $\overline{x}_{i,j}$ に–番
近いものをそれぞれ $\overline{x}_{i,j}^{-}$ ($j=1,$ $\ldots$ , ni) とおく。 また、 これらの根の誤差上界をそれ
ぞれ $\delta\overline{x}_{i,j}^{\pm}$ とおく。

6. $j=1,$ $\ldots$ , $n_{i}$ に対して、 $|{\rm Im}\overline{x}_{i_{:}j}^{\pm}|>|\delta\overline{x}_{i.j}^{\pm}|$ かつ $|\overline{x}_{i,j}-\overline{x}_{i}^{\pm},|j>\delta\overline{x}_{i_{:}j}+\delta\overline{x}_{i,j}^{\pm}$ ならば、点
$(\overline{X}_{i,1},\overline{y}_{i}),$

$\ldots,$
$(\overline{x}_{1.n_{i}} ,\overline{y}_{i})$ は近似孤立零点である。

33. 近似計算による実特異点の検出の実験例

本節では、上に述べた方法を用いて、実特異点を検出した実験例を示す。本節の実験に
は、数式処理システム GAL を用いた。 また、浮動小数は倍精度で計算した。

例 1 $F(x, y)=93392896/15625X^{6}+(94359552/625y^{2}+91521024/625y-249088/125)X^{4}+$

$(1032192/25y^{4}-36864y^{3}-7732224/25y^{2}-20736\mathrm{o}y+770048/25)_{X^{2}}+(65536y^{6}+49152y^{5}-$

$135168y-472704y3+101376y^{2}+27648y-27648)$ .
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上の $F(x$ ,のは、次の孤立零点を持つことに注意されたい。

$(x, y)=\{\{$
$\pm 35\sqrt{14}/351,$ -380/351)
$\pm 35\sqrt{14}/76,$ -41/76) (7)

まず、 $R(y)=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{x}(F, Fx)$ を計算し、方程式 $R(y)=0$ の実根の近似値を計算した。以下
では、方程式の根の近似値とその誤差上界の組を $(x, \delta_{X})$ と表す。方程式 $R(y)=0$ の実根
の近似値とその誤差上界儀, \mbox{\boldmath $\delta$}幻は、表 1の通りになった。. .. $.i\sim$. $.s$

近似値 誤差上界

Table 1 方程式 $R(y)=0$ の実根とその誤差上界

本稿では、 $y=\overline{y}_{1}$ における特異点のみを掲載する。方程式 $F(x,\overline{y}_{1})=0$ の根の近似値と
その誤差上界 $(\overline{x}_{1,j}, \delta\overline{X}_{1.j}.)(j=1, \ldots, 6)$ は表 2の通りになった。表 2の結果の中で、 $\overline{x}_{1,3}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\iota\underline{\mathrm{F}}\mathrm{t}\mathrm{t}I\mathfrak{l}\S\llcorner\overline{\mathrm{p}}_{/\backslash }---\mathrm{h}\mathfrak{o}\#=\mathrm{i}\lrcorner_{\mathrm{i}}F$

Table 2 方程式 $F(x,\overline{y}_{1})=0$ の根と誤差上界

と $\overline{x}_{1,4}$ は、 $|{\rm Im}\overline{x}_{1_{:}}3|\gg|\delta_{\overline{X}_{1_{:^{3}}}}|,$ $|{\rm Im}\overline{X}_{1,4}|\gg|\delta\overline{X}_{1_{\mathit{1}}}.4|$ により、明らかに実根でないと判定され
る。 -方、 $\overline{x}_{1,1},\overline{x}_{1_{J}2}.,\overline{x}_{1.5},\overline{x}_{1.6}$ は、 $|\mathrm{I}\mathrm{n}1\overline{x}_{1,j}|<|\delta\overline{x}_{1,j}|$ より近似的に実根と判定された。 さ

らに、 $|\overline{x}_{1,1}-\overline{x}_{1.2}|<\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\{\delta\overline{X}1,1, \delta\overline{x}_{1,2}\},$ $| \overline{X}_{1,5^{-}}\overline{X}_{1.6,\ovalbox{\tt\small REJECT}}|<\min\{\delta\overline{x}_{1.5,\ovalbox{\tt\small REJECT}}, \delta\overline{x}_{1},6\}$ より、 $\overline{x}_{1_{:}1},\overline{x}_{1},2$ と

$\overline{x}_{1_{:}5},\overline{x}1_{:}6$ がそれぞれ近似実 2重根と判定された。 .$\cdot$

. $\cdot$

次に、 $y=\overline{y}_{1}$ の近傍で、上の近似実重根がどのような振舞をするかを調べた。$y=\overline{y}_{1^{\pm\delta}}1$

$(\delta_{1}=1.0\cross 10^{6}\delta\overline{y}_{1})$ に対して方程式 $F(x,\overline{y}_{1}\pm\delta_{1})=0$ の根の近似値を計算し、方程式
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Table 3 方程式 $F(x,\overline{y}_{1}\pm L\delta\overline{y}1)=0$ の根と誤差上界 $(j=1,2,5,6)$

$F(x,\overline{y}_{1}+\delta_{1})=0$ の根の近似値で $\overline{x}_{1},$’ に–番近いものを $\overline{x}_{1,’\text{、}^{}+}\text{方程式}$ $F(x,\overline{y}_{1^{-}}\delta_{1})=0$ の

根の近似値で $\overline{x}_{1,\dot{\gamma}}$ に–番近いものを $\overline{x}_{1}^{-},$’ とした。計算結果は表 3の通りである。表 3の
結果から、 $|\delta\overline{x}_{1,j}^{\pm}|<|\mathrm{I}\mathrm{n}1\overline{x}_{1.j\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{\pm}|,$ $|\overline{x}_{1_{:^{j}}}^{\pm}-\overline{x}_{1},j|>|\delta_{\overline{X}_{1_{:}j}}\pm|+|\delta\overline{x}_{1,j}|$ (複号同順) であることがわか
る。 これより、点 $(\overline{x}_{1,1},\overline{y}_{1}),$ $(\overline{x}_{\mathrm{i}^{2}},,\overline{y}_{1})$ と $(\overline{x}_{1,5},\overline{y}1)_{)}(\overline{x}_{1,6},\overline{y}_{1})$ がそれぞれ近似孤立零点と判定
された。

4. まとめ
本論では、数値解法で得た近似根の誤差上界を見積もることにより、 ある精度で代数関

数の特異点を近似計算を用いて計算する方法を示した。特に、上で述べた Smith の誤差上
界は、DKA法の近似根の誤差上界を厳密に、 しかもかなり高い精度で与えるので、ある精
度での特異点を精密かつ効率的に検出することができる。
方程式 $R(y)=0$ の根の近似値 $\overline{y}_{i}$ は真の根からの誤差を含むので、 $\overline{y}_{i}$ を $F.(x, y)$ に代入
した方程式 $F(x,\overline{y}_{i})=0$ の係数も誤差を含むことになり、結果として方程式 $F(x,\overline{y}_{i})=0$

の根の近似値 $\overline{x}_{i,j}$ の誤差が大きくなり得るが、その誤差上界も、上記と同様に Smith の誤
差上界によって厳密に見積もることができる。

.
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