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要旨

有限メモリ一オートマトンは, 通常の有限オートマトンを, 無数の要素を持つアル
ファベット上に拡張することによって得られる, 文字列受理系である. 本研究では, 有
限メモリーオートマトンの部分族である, 単純決定性有限メモリーオートマトンの族が,
所属性質問と等価性質問によって多項式時間学習可能であることを示す.

1 準備

ここでは, 基本的な定義を与える. 文字の集合をアルファベットという. 自然数全体の集
合を $\mathrm{N}$ と表すとき, $\hat{\Sigma}=\{a_{i}|i\in \mathrm{N}\}$ を加算無限なアルファベットという. $\Sigma$ で, $\hat{\Sigma}$ の有限

部分集合を表す.- $\hat{\Sigma}$ 上の文字列とは, $w=w_{1}w_{2}\cdots w_{n}(w_{i}\in\hat{\Sigma})$ のことである. $\hat{\Sigma}$ 上の文

字列全体の集合を $\hat{\Sigma}^{*}$ と表し, $\hat{\Sigma}^{+}$ で, $\hat{\Sigma}^{*}\backslash \{\epsilon\}$ を表す. ただし, $\epsilon$ は空の文字列である.

いま, :
$\hat{\Sigma}$ に含まれない特別な文字 $\#$ を導入し, $\hat{\Sigma}\cup\{\neq\}$ 上の文字列 $w$ が $\hat{\Sigma}$ のすべての要

素を高々 –つしか含まないとき, $w$ を $\Sigma\cup\{\#\}$ 上のアサイメントとい $\grave{\eta}$ : $w\in\hat{\Sigma}^{*}$ に対し

て, $|w|$ でその長さを表す. $[w]$ で $w$ に含まれる文字の集合を表す. また, $w[i]$ で, $w$ の

$i$ 番目の文字を表す. 集合 $S$ に対して, $||S||$ で $S$ の要素数を表す.

定義 1 $j\mathit{6}J$有険メモリ $-$オートマトンとぽ, $A^{\mathrm{t}}=\langle S, u, q0, \rho, \mu, F\rangle \text{のことであ^{る}}$ . $S$ ぽ有

限集合であり, その要素を状態という. $u$ は, $\hat{\Sigma}\cup\{\#\}$ 上のアサイメントである. $q_{0}\in S$

は, 初期状態である. $\rho$ は, $S\cross\{1,2, \ldots, k\}$ の部分集合である $(k=|u|)$ . $\mu$ は, $S\cross$

$\{1,2,-. . , k\}\cross S$ の部分集合である. $F\subseteq S$ の要素は最終状態という. . . . $\cdot$ .

$A=\langle S, u, q_{0}, \rho, \mu, F\rangle$ の動作は, つぎのように定義される. $(p, u_{i})$ を現在の状態と現在
のアサイメントの組とするとき, $(p, u_{i})$ を現在の計算状況という. このとき, ある入力文

字 $a\in\hat{\Sigma}$ に対して, .
$\cdot$ .

1. $a=u_{i}[i]$ である場合, もし $(p, j, q)\in\mu$ であるならば状態を $q$ に変える.

2. $a\not\in[u_{i}|$ である場合, もし $\rho(p)=i$ でかつ $(p, j, q)\in\mu$ であるならば un $[j]:=a$ とし

て状態を $q$ に変える.
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つぎの計算状況を $(q, u_{i+1})$ と表すと入力文字 $a$ に対して, $(p, u_{i})$ 憶 $(q, u_{i+1})$ という関係
を定義する. $(q_{0}, u)$ を初期計算状況といい, $P\in F$ に対して, $\cdot$ $(p, u_{i})$ を受理計算状況とい
う. $w\in\hat{\Sigma}^{*}$ に対して, $(q_{0}, u)\vdash*(p, u’)$ かつ $P\in F$ であるとき, $A$ は, $w$ を受理すると
いう. ただし, $\vdash*$ は, $\vdash$ の反射的推移閉包である.

定義 2 [6]有限メモリーオートマトン $A=\langle S, u, q_{0}, \rho, \mu, F\rangle$ について, $\rho$ が写像であり,
すべての $P\in S$ と $i\in\{1,2, .. . , k\}$ に対してただひとつの $q\in S$ が存在して, $(p, i, q)\in\mu$

であるとき, $A$ は, 決定性であるという. . $\cdot$

定義 3有限メモリーオートマトン $A$

. .
$=\langle S,.\cdot u, q_{0}.’\beta, \mu, F\rangle$ について, $u\in\{\#\}^{*}$ であると

き, $A$ は, 単純であるという.

以下では, 単純決定性有限メモリーオートマトンを dfma#, 決定性有限オートマトンを
$\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{a}$ と表す.

2.. 決定問題

ここでは, 学習アルゴリズムの構築のために, $\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{a}$ と dfma# に関する二つの決定問題が,
いずれも可解であることを示す.

2.1 有限オートマトンに関する決定問題

$M=\langle Q, \Sigma, q_{0}, \delta, F\rangle$ を, dfa とする. $\ell$ : $\Sigma\mapsto\Sigma$ を, $\Sigma$ 上の自己同型写像とする.
$\ell(L(M))=\bigcup_{w\in L(M})\ell(w)$ と定義する. すべての $\ell$ に対して, $L(M)=\ell(L(M))$ であると
き, $M$ は, 自己同型写像について閉じているという. $\cdot$ .

定義 4 $M$ と $a,$ $b\in\Sigma$ に対して, ある $dfaM_{a|b}=\langle Q, \Sigma, q0, \delta a|b, F\rangle$ を以下のように定義す
る.

$\delta_{a|b}(p, C)=\{$

$\delta(p, a)$ , $c=b$

$\delta(p, b)$ , $c=a$
$\delta(p, c)$ , $c\in\Sigma\backslash \{a, b\}$

定義 5 $M$ に対して, $M^{1}=\{M_{a|b}|a, b\in\Sigma\}$ および $M^{K+1}=\{M_{a|b}|M\in M^{k}, a, b\in\Sigma\}$ と

定義する.

定義 6 $\Sigma$ 上の代入の集合瓜 $(k\geq 1)$ を次のように定義する. $\Pi_{1}=\{a\mapsto b,$ $brightarrow a|a,$ $b\in$

$\Sigma\},$ $\Pi_{k+1}=\{_{T_{i}T_{j}|}\pi_{i}\in\square _{1}, \pi_{j}\in\Pi_{k}\}$ .

補題 1 すべての $k\geq 1$ に対して, つぎの条件は同等である.

1. $L(M)=L(M’),$ $M’\in M^{k}$

2. $L(M)=\pi(L(M)),$ $\pi\in\Pi_{k}$ .
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補題 2すべての $k\geq 1$ に対して, つぎの条件は同等である.

1. $L(M)=L(M’),$ $M’\in M^{1}$

2. $L(M)=L(M’),$ $M’\in M^{k}$ .

ここで, 任意に与えられた $\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{a}M_{1},$ $M_{2}$ に対して, $L(M_{1})=L(M_{2})$ であるか否かを $k=$

$\max(siZe(M_{1}), size(M_{2}))$ に関する多項式時間で決定できるアルゴリズムが存在することに
注意する. ただし, size$(M).=||Q||\cdot||\Sigma||$ である. したがって, つぎの定理が成立する.

定理 1 $dfaM$ が, アルファベット上の自己同型写像について閉じているか否かという問題
は, 多項式時間で決定可能である. さらに, ある $\ell$ : $\Sigma\mapsto\Sigma$ に対して, $L(M)\neq\ell(L(M))$

であるならば, ある文字列 $w\in L(M)\oplus\ell(L(M))$ を, やはり多項式時間で発見することが
できる. ただし, $\oplus$ は排他的論理和を表す.

22 単純決定性有限メモリーオートマトンの等価性

dfma# $A_{1},$ $A_{2}$ に関する等価性とは, $\hat{\Sigma}$ 上で $L(A_{1})=L(A_{2})$ であるか否かという問題の
ことである.

定義 7 $A=\langle S, u, q_{0}, \rho, \mu, F\rangle$ を dfma# とする. $\Sigma=\{a_{0}, a_{1}, \ldots, a_{k}\}$ を $k\underline{>}|u|$ であるよ

うな有限なアルファベットとする. 文字列 $w\in\hat{\Sigma}^{+}$ に対して, 集合 $w_{\Sigma}^{A}\subseteq\Sigma^{|w|}$ を以下のよ

うに定義する. $:\sim$ .

$a_{\Sigma}^{A}$ $=$ $\Sigma$ $a\in\hat{\Sigma}$

$(w.a)_{\Sigma}^{A}$
$=$ $\bigcup_{w’\in(w)_{\Sigma}}A\{w^{J\prime}a\}\{$

$a’=u_{w’}[i]$ , $a=u_{w}[i]$

$a’\in\Sigma\backslash [u]w’$
’

$a\not\in[u_{w}]$

ただし, $u_{w}$ は, $A$ が $w$ を読み終えたときのアサイメンとを表す.

補題 3すべての $w\in\hat{\Sigma}^{+}$ と $w’\in w_{\Sigma}^{A}$ に対して, $A(w)=A(w’)$ である. ただし, $A(w)=$

$A(w’)$ であるとは, $(q0, u)\vdash w(p, u_{i})$ かつ $(q_{0}, u)\vdash w’(p, u_{j})$ であることを表す.

補題 4 $A$ と $B$ を砺ma# とし, $\Sigma$ を $||\Sigma||>|u^{A}|+|u^{B}|$ であるような $\hat{\Sigma}$ の有限部分集合と
する. すべての $w\in\hat{\Sigma}^{+}$ に対して, $w_{\Sigma}^{A_{\bigcap_{W_{\Sigma}^{B}}}}\neq\emptyset$ である.

上の二つの補題により, つぎの定理が成立する.

定理 2 $A$ と $B$ を dfma# とし, $\Sigma$ を」$|\Sigma||>|u^{A}|+$ $|u^{B}|$ であるような $\hat{\Sigma.,}$ の有限部分集合と
する. このときつぎの条件は同等である.

1. $\hat{\Sigma}$ 上で $L(A)=L(B)$

2. $\Sigma$ 上で $L(A)=L(B)$ .

任意の dfma $A$ と任意の有限な $\Sigma\subset\hat{\Sigma}$ に対して, $L=\Sigma^{*}\cap L(A)$ は正則であり, $L=$

$L(M)$ であるオートマトンは計算可能である. したがって, つぎの系を得る.

系 1dfma# に関する等価性問題は決定可能である.
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3 dfam# の学習

3.1 問題設定

任意の dfma# $A$ が学習対象である. あるアルゴリズムが存在して, その出力 $B$ に対し
て, $L(A)=L(B)$ となるとき, dfma# の族は学習可能であるという. また, そのアルゴ
リズムの計算時間が, 学習対象 $A$ のサイズの多項式で抑えられるとき, dfma# の族は, 多
項式時間学習可能であるという. ここで, アルゴリズムには, つぎの 2種類の質問を使用す
ることが許されているものとする.

1. 所属性質問 : 任意の文字列 $w\in\hat{\Sigma}^{*}$ に対して, $w\in L(A)$ であるか否か.

2. 等価性質問 : 任意の dfma# $B$ に対して, $L(A)=L(B)$ であるか否か. もし, $L(A.)\neq$

$L(B)$ であるならば, ある文字列 $w\in L(A).\cdot\oplus.\cdot.L(.B)$ を受けとる. この文字列を $A$ の $B$

に対する反例と呼ぶ.

アルゴリズムが, 上の 2種類の質問を用いて $A$ を多項式時間学習するとき, dfma# の族
は, 所属性質問と等価性質問から, 多項式時間学習可能であるという.

32 学習アルゴリズム

以下に, 学習アルゴリズムの概要を示す. $A_{*}$ を学習対象とする. $E$ をそれまでに受け
とった反例の集合とし, $\Sigma=\bigcup_{w\in E}[w]$ と定義する.

Step4. サブルーチン Mini によって,
$\Sigma^{*}\cap L(A..)=\Sigma^{*}\cap L(B)$ であるようなアサイメント

の長さが最小な dfma# $B$ を計算する.
Step5. 等価性質問によって, $L(B)=L(A_{*})$ であるならば, $B$ を出力して停止. $L(B)\neq$
$L(A_{*})$ ならば, $E:=E\cup\{w\},$ $\Sigma=\bigcup_{w\in E}[W]$ として Stepl に戻る.
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定義 8 $dfaM=\langle Q, \Sigma, q_{0}, \delta, F\rangle$ に対して, $W_{P}=\{w\in\Sigma^{*}|\delta(q_{0}, w)=p\}$ と定義する.

$p,$ $q\in Q$ に対して, $P\equiv\ell q\Leftrightarrow^{def}$ある自己同型写像 $\ell$ : $\Sigma\mapsto\Sigma$ が存在して $W_{q}..\cdot...=P(W_{p})$
で

ある. ただし, $\ell(W_{p})=\bigcup_{w\in}.W_{p}\{\ell(w)\}$ である.

Step4において, ある $\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{a}M=\langle Q, \Sigma, q_{0}, \delta, F\rangle$ と dfma# $A=\langle S, u, q_{0}, \rho, \mu, F^{A}A\rangle$ に対し

て, サブルーチン Mini は, つぎのように動作する. まず, すべての $p,$ $q\in Q$ に対して,

$p\equiv_{i}q$ であるか否かを判定する. もし, そうでなければ $A$ を出力する. loop: $\rho(p)=k$ で

あるようなすべての $p\in S$ に対して, ある $q\in S$ が存在して, $(p, k, q’),$ $(p, i, q)\in\mu,$ $i<k$
かつ $q’\equiv\ell q$ であるか否かを判定する. もし, $q’\not\equiv\ell q$ ならば, $A$ を出力する. そうでなけ

れば, $\rho(p)=i,$ $u:=\#^{k-1}$ として loop にもどる.

33 アルゴリズムの解析

補題 5 $dfaM$ を $L=L(M)$ であるもののうち, 状態数最小のものとする. このとき, $M$

の任意の状態 $p,$ $q$ に対してつぎのうちどちらかが成立する.

1 . $p\equiv\ell q$

2. $W_{q}\cap\ell(W)p=\emptyset$ .

Angluin [1] の結果によって, Step2で得られる $\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{a}$ は, 状態数最小のものである. した

がって, 上の補題からつぎの補題を導く.

補題 6Stepl で得られる任意の $dfa$ に対して, 関係 $\equiv\ell$ は, 判定可能である.

さらに, 関係 $\equiv\ell$ が成立しないとき, その反例を発見することができる. また, $\Sigma$ は有限
であるので, その反例もまた有限個しか存在しない. したがって, 有阪個の反例を発見する
ことによって, -SteP3に進むことができる.

補題 7任意の $dfaM$ に対して, ある顧ma# $A$ が存在して, $L(M)=\Sigma^{*}\cap L(A)$ であるな

らば, Cons の出力は, その中の–つである.

補題 8 Mini の出力は, アサイメントの長さが最小のものである.

前節の定理 2によって, $\Sigma$ のサイズが十分に大きいとき, dfma# の等価性は $\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{a}$ の等価
性と同等であることがわかった. したがって, 障め 2つの補題によって, Mini で出力され
る dfma# は, いっかは目標とされる dfma# と同等となることがわかる. 以上により, つ

ぎの定理を得る.
.

定理 3 dfma# の族は, 所属性と等価性質問によって学習可能である.

つぎに, 計算時間を評価する. -dfa $M$ に対して, $L(M)=P(L(M))$ であるか否かと,
$p\equiv\ell q$ であるか否かを多項式時間で判定できることを示せば十分である. $L(M)=\ell(L(M))$

に対しては, 前節の定理 1によって多項式時間で判定可能である. さらに,
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補題 9 $dfaM=\langle Q,$ $\Sigma,$
$q_{0},$

$\delta,\cdot F$) を状態数最小のものとするとき, 任意の $p,$ $q\in Q$ に対し
て, $p\equiv\ell q$ であるか否かは, $||Q||$ と $||\Sigma||$ の多項式時間で判定可能である.

したがって, アルゴリズムの Stepl から Step5に到達するためにかかる時間は, $k$ と $n$ に

関する多項式時間である. ただし, $k$ は $A_{*}$ のアサイメントの長さであり, $n$ は, $||\Sigma||=$

$2k+1$ に対して, $L(M)=\Sigma^{*}\cap L(A)$ を満たすオートマトンの最小の状態数である. さ

らに, 定理 2によって, 高々 $2k$ 個の反例を受けとることによって, 目標とする dfma# と

等価な dfma# を計算することができる. したがって, 計算時間全体は, $k,$ $n$ および $m$ に

関する多項式時間で抑えられる. ただし, $m$ は, 受けとった最長の反例の長さである. 以
上により, 本研究の結果として定理 4を得る.

定理 4dfma# の族は, 所属性と等価性質問によって多項式時間学習可能である.
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