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Abstract.
連立代数方程式の数値解法において、非常に近接した根が多数現れる場合がある

が、そのような近接根を数値的に分離することは難しい。 そこで、筆者らは-次分数
変換を利用し近接根の分離と減次を行った。 ここでは、 連立代数方程式に-次分数変
換を適用し、近接根が分離できることと減次における誤差について報告する。

1. はじめに
連立代数方程式の数値解法において、非常に近接した根が多数現れる場合がある [1], [2],

[3]。そのような近接根を数値的に分離することは難しい。そこで、筆者らは –次分数変換

を利用し近接根の分離を行なう方法を考え、この方法が多変数の場合にも適用可能である
ことを示した $[4],[5]$ 。 -次分数変換は、近接根付近を拡大し、しかも近接根から十分離れ
ている根については、ある特定の超平面に近づくという性質がある。前者は、連立代数方
程式の数値解を重根、近接根も含めて高精度で計算できることを表している [6]。後者は、
近接根を含むより低次の多項式を得る減次の可能性を表している。
ここでは、連立代数方程式に –次分数変換を適用し、近接根が分離できることと累次に

おける誤差について報告する。

2. -次分数変換
$n$次元複素射影空間 $P^{n}(C)$ の斉次座標系 $(X_{0}$ : $x_{1}$ :. . . : $X_{n})$ を用いて表現された $m$ 次斉

次多項式 $F(X_{0}, X_{1}, \cdots , X_{n})$ を、 $n+1$ 次正則行列 $A=(a_{ij})_{0\leq j\leq n}i$, に対応する射影変換 $P_{A}$

$P_{A}$ : $(x_{0}$ : $x_{1}$ :. . . : $X_{n})arrow$

($\sum_{i=0}^{n}a0iXi:\sum^{n}i=0a_{1}iXi$ : . . . : $\sum_{0i=}^{n}a_{ni}X_{i}$) (1)

により変換する。行列 $A$ の逆行列 $A^{-1}$ を考えることにより、逆変換 $P_{AA^{-}}^{-1}=P1$ も同様に

定義できる。
このとき、連比にアフィン空間 $C^{n}$ の点

$(x_{1}, x_{\mathit{2}}, \cdots, x_{n})=(X_{1}/X_{0}, X_{2}/X_{0}, \cdots, X_{n}/X_{0})$ (2)
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を対応させることで射影空間の点とアフィン空間の点とが対応付けられる。すなわち、ア
フィン空間での各座標は–次分数変換の形で与えられる。
超平面 $U_{0}=\Sigma_{i}n==0a\mathit{0}iXi0$ が元の方程式の根を含まないように射影変換を選んで、 こ

の超平面を新たな無限遠超平面とするとき有限部分での方程式の根が元の方程式の根と重
複度も含めて 1対 1に対応する。

3. -次分数変換の型
適当な複素数 $\alpha$ と実数 $\epsilon$ に対し $W(\alpha;\epsilon)=\{z\in C||z-\alpha|<\epsilon\}$ とするとき、複素数

$\alpha_{j}$ と十分小さい正の実数 $\epsilon_{j},j=1,$ $\cdots,$ $n$ に対し

$W(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n};\epsilon 1, \cdots, \epsilon n)=W(\alpha_{1}; \epsilon 1)\cross\cdots \mathrm{x}W(\alpha_{nn} ; \epsilon)$ (3)

とし、 この範囲にある根を分離する。ただし、近接根以外の根は近接根から十分離れてい
るものとする。
行列 $A$ の選び方により様々な型の–次分数変換が存在するが、 ここでは–次分数変換の

具体的な型として

$\sum_{j\in I}X_{j}+(\sum_{j\in I}\gamma j-\sum_{j\in I}\alpha j)X_{0}=0$ (4)

を新たな無限遠超平面に変換するような射影変換を考える。 ただし、 この超平面上に解は
存在しないものとする。 ここで、 Eよ添字の集合であり、 $\gamma_{j}=k_{j}\epsilon_{j}(k_{j}\geq 1)$ である。集合
$I$ の選び方により、種々の無限遠超平面を決めることができる。
逆に、 もとの無限遠超平面 $X_{0}=0$ は、 この射影変換により

$\sum_{j\in I}U_{j}-U_{0}=0$
(5)

と変換される。具体的には $n+1$ 次正則行列を

(6)

と選べばよい。 ここに、 $\delta_{i}=1(i\in I),$ $\delta i=0(i\not\in I)$ である。

4. 根の移動
領域 $W$ に含まれる点については、その要素が $x_{j}=\alpha_{j}+c_{j}\epsilon_{j}(|c_{j}|\leq 1)$ と書けるから

$u_{j}= \frac{c_{j}\epsilon_{j}}{\sum_{l\in I}(k+C_{l})\epsilon l}$

(7)
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となる。 $|c_{l}|\leq 1,$ $\epsilon<<1$ であるから $k$ の値をある程度大きくしても、各 $u_{j}$ は元の空間での値
に比べ分離されていることが分かる。とくに $\epsilon_{1}=\epsilon_{2}=\cdot\cdot:=\epsilon$のときは $u_{j}=c_{j}/ \sum_{l\in I}(k+C_{l})$

となり $\epsilon$ に関係しない。 また領域 $W$ に含まれない点については

$\sum_{j\in I}u_{j}=\frac{1}{1+\sum_{Il\in}\gamma\iota/\sum_{j\in I}(X_{j}-\alpha_{j})}$

(8)

となり、 $O( \sum\gamma\iota/\sum(x_{j}-\alpha_{j}))$ の割合で右辺の値は 1へ近づくことが分かる。したがって
領域 $W$ に含まれない点は、領域から離れるほど、あるいは $\epsilon$ が小さくなるほど超平面
$\sum_{j\in I}$ $uj– l=0$ に近づくことになる。

5. -次分数変換による誤差
次分数変換された連立代数方程式 $g(u)=0$ を数値計算で解いた場合の誤差について

は、次が成り立つ。
命題 1
$g(u)=0$の近似解を $u=(u_{1}, \cdots, u_{n})$ とし、厳密解 $\tilde{u}=(\tilde{u}_{1}, \cdots,\tilde{u}_{n})$ との差を $\triangle u_{j}=u_{j^{-}}\tilde{u}_{j}$

とする。 また、 $u$ をもとの空間へ逆変換したときの誤差を $\triangle x_{j}=x_{j}-$亀とおくとき、次が
成り立つ。

$| \triangle x_{j}|\sim\sum_{\iota\in I}\gamma\iota|\triangle u_{j}|$
(9)

口

したがって、 $\sum\gamma\iota<<1$ となるように勉を選べば、変換された方程式を解いて、その近似
解を元の空間へ戻しても精度が保証される。

6. 減次による誤差
次分数変換によって、領域 $W$から離れている根は、ある特定の超平面に近づく。この

性質を利用すれば、近接根を含む低次の多項式が得られる。このような操作を減次といい、
減次をするためには、元の連立代数方程式の解は必要なく、近接根領域と近接根以外の根
がそれら近接根から十分離れていれば良い。例えば $1\in I$ で $u_{1}$ についての減次は

$g_{j}(u_{1}, \cdots, u_{n})=.hj(u_{1}, \cdots, u_{n})(\sum u_{\iota}-1)+r_{j}(u_{2}, \cdots, u_{n})$ (10)

により行われ、 このような操作を繰り返して適用することによりさらに次数を減らすこと
が出来る。そして、減次に関して次の命題が成り立つ。
命題 2
連立代数方程式の交点は、非特異点とする。このとき近接根に対応する $(\tilde{\alpha}_{1}, \cdots,\tilde{\alpha}_{n})$ に対し

て $g_{1}(\tilde{\alpha}_{1}, \cdots,\tilde{\alpha}_{n})=0,$
$\cdot*\cdot,$

$g_{n}(\tilde{\alpha}1, \cdot\cdot*,\tilde{\alpha}_{n})=0$ が成り立ち $g_{j}(u_{1}, \cdot*\cdot, u_{n})$ について減次を行っ
た多項式を $h_{j}$ ($u_{1,}\ldots,$ u) とし、$g_{1}(\tilde{\alpha}_{1}+\triangle 1, \cdots,\tilde{\alpha}_{n}+\triangle_{n})=0,$

$\cdots,$ $hj(\tilde{\alpha}_{1}+\triangle 1, \cdots,\tilde{\alpha}n+\triangle)n=$

$0,$
$\cdot\wedge\cdot,$

$g_{n}(\tilde{\alpha}_{1}+\triangle_{1}, \cdots,\tilde{\alpha}_{n}+\triangle_{n})=0$が成り立つとき

$| \triangle_{j}|\sim L|\epsilon^{n_{p}-}r_{\mathrm{p}}/\prod^{s}\lambda_{i})i=p1(p|$ (11)
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という関係式が成り立つ。ここで $\lambda_{i}^{(p)}$ は $f_{p}(x_{1},0, \cdots, 0)=i\prod_{=1}r_{p}(X1^{-}\mu_{i}^{(\mathrm{p}}))\prod^{s_{p}}(x1-\lambda(p)i=1)i’ nP=$

$r_{p}+s_{p}$ .と因数分解したときの近接根から十分離れた根に対応するものであり、 $L$ は逆に近
接根 (正確には $|c_{i}|<1$ ) により決まる定数である。 口

この命題より $\epsilon$ が十分小さく $r_{p}\ll s_{p}$ であり、 $\lambda_{i}^{(p)}$

. が近接根から離れるほど減次に伴う誤
差が小さくなることがわかる。
より簡単に誤差を評価するために、実用上の誤差として原点 $(0, \cdots, 0)_{\text{、}}$ または近似点

$(1/k, \cdots, 1/k(k))$ での誤差を考えることにする。例えば、原点のときは多項式の係数を使用し
て $q_{k1}=-a_{0\cdots 0}m_{1}+a10^{\cdot}\cdot 0(k)..\gamma(k=1, \cdots,n),$

$qk(j)l=a_{0}^{(k.)}..1\cdots 0\gamma(k=1,$ $\cdots,j-1,j+1,$ $\cdots,$ $n;\iota=$

$2,$ $\cdots,$ $n;1$ は-l 番目), $q_{jl}=a_{0\cdots 1}^{(j)}\ldots\gamma 0-a_{m_{j^{-1.0\cdots 1}}}\ldots 0\gamma^{m_{j}}.$ ( $l=2,$ $\cdots$ , $n;1$ は $l$ 番目) として、係
数行列の行列式の値が $0$ でなければ

$\cross=$ (12)

を解くことにより誤差を評価できる。
また減次可能であるかどうかの簡単な評価として残差多項式 $r_{j}(u_{2}, \cdots, u_{n})$ を計算し、近

接根領域内 $W$ での残差多項式の絶対値最大の値を $r_{\max}$ とする。このとき $r_{\max}\ll 1$ ならば
減次が可能であり、 $r_{\max}\sim 1$ ならば減次が不可であるとする。また、 この rma詠誤差評価
の近似として採用することも考えられる。残差多項式を原点で近似すれば

$r_{j}(0, \cdots, 0)\sim\gamma^{S}\overline{Sj}rightarrow j$ (13)
$\prod_{i=1}\lambda_{i}^{(j)}$

となり、 これより $r_{j}(\mathrm{o}, \cdots, \mathrm{o})\ll 1$ であれば減次可能、 $r_{j}(0, \cdots, \mathrm{o})\sim 1$ であれば減次不可。
さらに、多変数の場合に、 もし

$f_{j}(X1, \cdots, X)nX_{i}^{n}+a1x^{n-1}i+\cdots+a_{?\iota-}1^{X}i+a.==0n$ (14)

において $a_{1}(X_{1}, \cdots, X_{i1}-, Xi+1, \cdots, X)n=0$ となるような $i$ があればそれを利用して減次を
行 $>$

行えば減次による誤差が保証されることを示すこともできる。

7. 数値例
例 1 次の 2変数連立代数方程式を考える。

$f_{1}=x^{3}+x- \underline{99999997}2\frac{199999997}{100\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}000\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}0}x-y^{2}-\frac{1}{5000000}y$

10000000
89999999$+-$1000000000000000000000

$f_{2}=x^{5}-y^{2}+ \frac{1}{1000\mathrm{o}\mathrm{o}00000\mathrm{o}\mathrm{o}}$
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の交点を計算する。 $\gamma^{=0.00}001$ , $k=10$ として $f1,$ $f_{2}$ を –次分数変換したものを $g_{1}^{(0)},$ $g^{(}20$
) で

表し、 $g_{2}^{(0.)}$ を $i$ 飛白寓した多項式を $g_{2}^{(i)}$ で表す。 $g_{1}^{(0)},$ $g_{2}^{(0)}$ の $r_{j}^{(0)}$ を計算すると $r_{1}^{(0)}=0.98e-$

$6,$ $r_{2}^{(0)}=0.1e-14$ であるから $g_{2}^{(0)}$ を減次するのが妥当である。$g_{2}^{(1)}$ について $r_{2}^{(1)}$ を計算す

ると $r_{2}^{(1)}=0.5e-14$ であるから引言を行う。同様に $g_{2}^{(2)}$ について 1ま $r_{2}^{(2)}=0.1\mathrm{e}-13$ とな

り、 さらに減次が可能である。しかし、 $g_{2}^{(3)}$ については $r_{2}^{(3)}=0.1e1$ となり、 これ以上減次

が行えないことを意味している。
表 1,2に数値計算結果の –部を示した。

表 2–次分数変襖と瀕次による藪 1旧 \sim 件

注意 : 計算時間は追跡する総パス数 (カッコ内の本数) に費やされた時間である

例 2次の 10変数連立代数方程式を考える。

$f_{1}=x_{1}^{4}-$ $10x_{1}+x_{10^{-}}^{4}1\mathrm{o}x_{10}+x_{2}^{4}-1\mathrm{o}X_{2}+x_{3^{-}}^{4}1\mathrm{o}x_{3}+x_{4}^{4}-10X_{4}+x_{5}^{4}$

$-10X_{5}+x_{6^{-}}^{4}1\mathrm{o}X6+x_{7}^{4}-10X_{7}+x_{8^{-}}^{4}10X8+x_{9}^{4}-10X_{9}+$ 1/100000

$f_{2}=x_{1^{-x^{2}X}}^{4}2+x_{2}-1X_{23}^{22}24x+x_{3}^{4}$

$f_{3}=x_{2}^{2}-x_{2}X_{3}+x_{3}^{2}-X_{3^{X}4}-1\mathrm{o}x_{3}+x_{4}^{2}$

$f_{4}=x_{3}^{2}-x_{3}X_{4}+x_{4}^{2}-x_{4}X_{5^{-}}1\mathrm{o}x4+X_{5}^{2}$

$f_{5}=x_{4}^{2}-X4X5+x_{5}^{2}-x_{5^{X}}6^{-}10x_{5}+x_{6}^{2}$

$f_{6}=x_{5}^{2}-x_{5}X_{6}+x_{6}^{2}-X6x7-10X6+x_{7}^{2}$
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$f_{7}=x_{6}^{2}-X_{6}X_{7}+x_{7}^{2}-x_{7^{X}8}-10x_{7}+x_{8}^{2}$

$f_{8}=x_{7}^{2}-x_{7}X_{8}+x_{8}^{2}-x_{8^{X}9}-10x_{8}+x_{9}^{\mathit{2}}$

$f_{9}=x_{1}^{2}-0X_{10}x_{9}+x_{8}^{2}-X_{8}X_{9}+x_{9}^{2}-10x_{9}$

$f_{10}=x_{1}^{4}-x_{1}x_{10}+x_{10}^{4}-x10x9+x_{9}^{4}$

$\gamma=0.00001$ , $k=10$ として–次分数変換を適用すると次のようになる。

$g_{1}=u_{1}^{4}+0.9090909091u^{3}1u_{10}+0.9090909091u^{3}u_{2}1+0.9090909091u_{1}3u_{3}$

+0$.9090909091u_{1}3u_{4}+0.9090909091u_{1}3u_{5}+0.9090909091u^{3}u_{6}1$

+0.9090909091$u_{1}^{3}u_{7}+0.9090909091u_{1}3u_{8}+0.9090909091u_{1}3u_{9}$

$-3.090909091u_{1}^{3}-2.727272727u^{2}u110-2.727272727u_{1}^{2}u_{2}$

$-2.727272727u_{1}^{2}u_{3}-2.727272727u_{1}u24^{-}2.727272727u_{1}^{\mathit{2}}u_{5}$

$-2.727272727u_{1}^{2}u_{6}-2.727272727u_{1}u27^{-}2.727272727u_{1}^{2}u_{8}$

$-2.727272727u_{1}^{2}u_{9}+3.272727273u^{2}1+2.727272727u$lulo

+2$.727272727u_{1}u_{2}+2.727272727u1u3+2..727272727u_{1}u_{4}$

+2$.727272727u_{1}u_{5}+2.727272727u1u6+2.727272727u_{1}u_{7}$

+2$.727272727u1u8+2.727272727u_{19^{-}}u1.272727273u1$

$+9.090909091e-17u^{4}-100.9090909091u_{10}+9.090909091e-17u_{2}4$

$-0.9090909091u_{2}+9.090909091e-17u_{3^{-\mathrm{o}.9}}^{4}090909091u_{3}$

+9$.090909091e-17u^{4}4^{-}0.9090909091u_{4}+9.090909091e-17u_{5}4$

$-0.9090909091u_{5}+9.090909091e-17u^{4}-60.9090909091u6$

+9$.090909091e-17u_{7}^{4}-\mathrm{o}.9090909091u_{7}+9.090909091e-17u_{8}4$

$-0.9090909091u_{8}+9.090909091e-17u^{4}-90.9090909091u9$

+009090909091
$g_{2}=u_{1}^{4}-u_{1}u_{2^{++}}u^{4}-22u_{2}^{2}u^{2}23u_{3}4$

$g_{3}=u_{1}u_{3}+0.000001u_{2^{-}}02.\mathrm{o}\mathrm{o}0\mathrm{o}\mathrm{o}1u2u_{3}+0.000001u_{3}-20.0\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}1u_{34^{-}}uu_{3}$

+0000001$u_{4}^{2}$

$g_{4}=u_{1}u_{4}+0.000001u_{3^{-}}02.000\mathrm{o}\mathrm{o}1u3u_{4}+0.000001u_{4}-20.000001u4u5^{-}u_{4}$

+0$.000001u_{5}^{2}$

$g_{5}=u_{1}u_{5}+0.000001u_{4^{-}}^{2}\mathrm{o}.000001u4u5+0.000001u^{2}5-0.0\mathrm{o}\mathrm{o}001u5u_{6}-u_{5}$

+0000001 $u_{6}^{2}$

$g_{6}=u_{1}u_{6}+0.000001u_{5^{-}}02.\mathrm{o}\mathrm{o}0\mathrm{o}\mathrm{o}1u5u_{6}+0.000001u^{2}-\mathrm{o}.06\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}01u_{67^{-}}uu_{6}$

+0$.000001u_{7}^{2}$

$g_{7}=u_{1}u_{7}+0.000001u^{2}6-0.000001u_{6}u_{7}+0.000001u^{2}0.\mathrm{o}\mathrm{o}007^{-}01u7u8-u_{7}$

+0$.000001u_{8}^{2}$

$g_{8}=u_{1}u_{8}+0.000001u_{7}^{2}-\mathrm{o}.000\mathrm{o}\mathrm{o}1u7u_{8}+0.000001u_{8}-20.000001u_{89^{-}}uu_{8}$
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+0000001 $u_{9}^{2}$

$g_{9}=u_{19}u+0.000001u^{2}10-\mathrm{o}.000001u_{1}0u_{9}+0.000001u_{8}^{2}-\mathrm{o}.0\mathrm{o}\mathrm{o}001u8u9$

+0000001$u_{9}^{2}-u_{9}$

$g_{10=}u_{1}^{4}-10000000\mathrm{o}\mathrm{o}0u^{3}u10^{-10}0010000000u_{1}u_{10}u_{9}2+200\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}000\mathrm{o}\mathrm{o}_{u}2u110$

$+200\mathrm{o}\mathrm{o}000000u1u_{1}0u_{9^{-}}10000\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}0\mathrm{o}\mathrm{o}_{u}1u10+u_{10^{-}10}^{4}100\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}0uu_{9}$

$+u_{9}^{4}$

また、
$r_{1}^{(0)}=1.\mathrm{O}\mathrm{e}-16$

であるから減次が可能である。減次した多項式は次のようになる。

$g_{1}^{(1)}=u_{1}^{3}+0.9090909091u^{2}1u_{10}+0.9090909091u_{1}2u_{2}+0.9090909091u_{1}2u_{3}$

+0$.9090909091u_{1}2u_{4}+0.9090909091u_{1}2u_{5}+0.9090909091u_{1}2u_{6}$

+09090909091$u_{1}^{2}u_{7}+0.9090909091u_{1}2u_{8}+0.909.0909091u_{1}2u_{9}$

$-2.090909091u_{1}^{2}-1.818181818u_{1}u10-1.818181818u_{1}u_{2}$

$-1.818181818u_{1}u_{3^{-1}}.818181818u_{1}u_{4^{-}}1.818181818u_{15}u$

$-1.818181818u1u_{6}-1.818181818u_{1}u_{7}-1.818181818u1u_{8}$

$-1.818181818u1u_{9}+1.181818182u_{1}+0.9090909091u10$

+0$.9090909091u_{2}+0.9090909091u3+0.9090909091u4$

+0$.9090909091u_{5}+0.9090909091u_{6}+0.9090909091u_{7}$

+0$.9090909091u_{8}+0.9090909091u9-0.09090909091$

さらに、
$r_{1}^{(1)}=3.6e-16$

であるからさらに減次が可能である。解明した多項式は次のようになる。

$g_{1}^{(2)}=u_{1}^{2}+0.9090909091u1u10+0.9090909091u_{1}u2+0.9090909091u_{1}u3$

+0$.9090909091u_{1}u_{4}+0.9090909091u_{1}u5+0.9090909091u_{1}u_{6}$

+0$.9090909091u_{1}u7+0.9090909091u_{1}u8+0.9090909091u_{1}u9$

$-1.090909091u_{1}-0.9090909091u_{10}-0.9090909091u_{2}$

-0.9090909091$u_{3}-0.9090909091u_{4^{-}}0.9090909091u_{5}$

-0.9090909091$u_{6}-0.9090909091u7^{-}0.9090909091u8$

-0.9090909091$u_{9}+0.09090909091$

さらに、
$r_{1}^{(2)}=5.5e-16$
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であるからもう -度減次が可能である。減次した多項式は次のようになる。

$g_{1}^{(3)}=u_{1}+0.9090909091u10+0.9090909091u_{2}+0.9090909091u3$

+0$.9090909091u_{4}+0.9090909091u5+0.9090909091u6$

+0$.9090909091u_{7}+\mathrm{o}.90909090.91u_{8}+0.9090909091u_{9}$

-0.09090909091

ここで

$r_{1}^{(3)}=0.91$

となるので、 これ以上減次ができない事になる。計算時間と数値結果は、表 3\sim 7のように
なる。
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8. おわりに
連立代数方程式に –次分数変換を適用することにより、近接根付近が拡大されるだけで
はなく、近接根以外の根がある特定の超平面に近づく。この性質を利用し、減次の操作が
行え、 さらにここで述べたように減次における誤差の評価を与えることもできた。
以上のことから

$\bullet$ 連立代数方程式の場合の減次における誤差評価が可能

$\bullet$ 連立代数方程式の近接根の範囲のみで減次が可能

$\bullet$ 減次により精度を落とさずに計算時間の短縮が可能

$\bullet$ 連立代数方程式の場合における簡単な減次判定が可能

$\bullet$ 係数 $a_{1}$
$(x_{1}, \cdots , x_{i}\vee, \cdot\cdot. , x_{n})$ が $0$ のときは精度が保存される

であることが確認できた。
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