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1 序

完全WKB 解析 (exact WKB analysis), は, Fuchs 型方程式のモノドロミー群の具

体的計算等, 2階の線型常微分方程式の大域的な解析に顕著な威力を発揮した. そこ

で主役を演じたのがWKB 解と呼ばれる発散級数解であり, 実際の解析にあたっては,

Stokes 曲線の幾何, 各 Stokes 曲線において WKB 解 (の Borel 和) が満たすべき接続

公式, 特異点における WKB 解の挙動, の 3つの性質が重要であった ([AKTI]) . こ

の方法を非線型方程式に拡張すべく, 河合隆裕氏や青木貴史氏ど共同で大きいパラメー

タを含んだ Painlev\’e 方程式の WKB 解析的な研究に取り組み, これまでに Stokes 曲

線の幾何および各 Stokes 曲線における接続公式に関してはかなり満足すべき結果が

得られた ([KT1], [AKT2], [KT2], [T1], [T2]) . そこで本稿では, 第 3の性質 –

Painlev\’e方程式の動かない特異点における形式解の挙動 – について WKB 解析の視

点から考察してみたい. 特に, Painlev\’e 方程式の動かない特異点のうちでも, 確定型

(あるいは第 1種) の特異点における解の挙動を調べることが主な目的である.

2 線型方程式の特異点における WKB 解の挙動

本論に入る前に, 2階線型常微分方程式の特異点における WKB 解の挙動について簡

単に復習しておこう. 次の形をした 1次元 Schr\"odinger 方程式

(1) $\frac{d^{2}\psi}{dx^{2}}=\eta^{2}Q(x)\psi$ ( $\eta$ は大きいパラメータ)

数理解析研究所講究録
1056巻 1998年 5-18 5



の WKB 解とは, (1) に付随する Riccati 方程式

(2) $S^{2}+ \frac{dS}{dx}=\eta^{2}Q(x)$

の ( $\eta^{-1}$ に関する) 形式巾級数解 $S^{\pm}(x, \eta)=\sum_{j\geq-1\eta^{-}}j(\pm 1)js_{j}(x)$ (但し $S_{-1}(X)=$

$\sqrt{Q(x)})$ を用いて, $\psi_{\pm}=\exp\int^{x}S^{\pm}(X, \eta)d_{X}$ と表される解のことであった. ここで

各 $S_{j}(x)$ は, 方程式 (2) により帰納的に求まる. この WKB 解の特異点での挙動を調
べると, 次が得られる.

命題 1(i) $x=x_{0}$ を (1) の不確定特異点 (即ち $x_{0}$ は $Q(x)$ の 3次以上の pole) とす

る時, $S_{j}(x)$ の $x_{0}$ における特異性は $j$ が大きくなるほど弱くなる.

(ii) $x=x_{0}$ が (1) の確定特異点, 特に $Q(x)$ の 2次の pole ならば, 任意の $j$ に対し

て $S_{j}(x)$ は $x_{0}$ において 1次の pole をもつ.

(iii) $x=x_{0}$ が (1) の確定特異点であり, 更に $Q(x)$ の 1次の pole ならば, $S_{j}(x)$ の

$x_{0}$ における特異性は $j$ が大きくなるにつれ強くなる.

この意味では, WKB 解の構造は不確定特異点よりも確定特異点における方が難しい
と言えよう. 実際, 最近の小池達也 (京大数理研, 院生) 氏の研究によれば, $Q(x)$

.,

の 1次の pole は変わり点とよく似た性質をもっており, 例えばWKB 解の Borel 和を

考えれば, 変わり点から出る通常の Stokes 曲線だけでなく 「$Q(x)$ の 1次の pole から

出る Stokes 曲線」 においてもある種の Stokes 現象が起こる.

以下では, Painlev\’e 方程式の形式解の特異点における挙動について, 線型方程式

の WKB 解の場合と同様な状況が見られるかどうかを論じる.

3 Painleve 方程式の形式解について

ここで, 大きいパラメータ $\eta$ を含んだ Painlev\’e 方程式 $(P_{J})$ ( $J=\mathrm{I},$
$arrow$ . . $,$

$\mathrm{V}\mathrm{I}$ , それぞ

れの具体形については表 1を参照) の形式解の構成を振り返っておこう.

表 1

$(P_{\mathrm{I}})$
$\frac{d^{2}\lambda}{dt^{2}}$

$=$ $\eta^{2}(6\lambda^{2}+i)$ .

$(P_{\mathrm{I}\mathrm{I}})$
$\frac{d^{2}\lambda}{dt^{2}}$

$=$ $\eta^{2}(2\lambda^{3}+t\lambda+C)$ .
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$(P_{\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}})$

$(P_{\mathrm{I}\mathrm{V}})$

$(P_{\mathrm{V}})$

$(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$

$\frac{d^{2}\lambda}{dt^{2}}$

$=$ $\frac{1}{\lambda}(..\frac{d\lambda}{dt}\mathrm{I}^{2}-\frac{1}{t}\frac{d\lambda}{dt}+\eta 2[16c_{\infty^{\lambda^{3}+\frac{8d_{\infty}\lambda^{2}}{t}}}-\frac{8c_{0}’}{t}-\frac{16c_{0}}{\lambda}]$ .

$\frac{d^{2}\lambda}{dt^{2}}$

$=$
$\frac{1}{2\lambda}(\frac{d\lambda}{dl})^{2}.-\frac{2}{\lambda}+\eta^{2}[\frac{3}{2}\lambda 3+4t\lambda 2(+2t+8c_{1})\lambda-\frac{8c_{0}}{\lambda}2]$ .

$\frac{d^{2}\lambda}{dt^{2}}$

$=$ $( \frac{1}{2\lambda}+\frac{1}{\lambda-1})(\frac{d\lambda}{dt})^{2}-\frac{1}{t}\frac{d\lambda}{dt}+\frac{(\lambda-1)^{2}}{t^{2}}(2\lambda-\frac{1}{2\lambda})$

$+ \eta^{2}\frac{2\lambda(\lambda-1)2}{t^{2}}[(C0+c\infty.)-\frac{c_{0}}{\lambda^{2}}-\frac{c_{2}t}{(\lambda-1)^{2}}-\frac{c_{1}t^{2}(\wedge+1)}{(\lambda-1)^{3}}]$ .

$\frac{d^{2}\lambda}{dt^{2}}$

$=$ $\frac{1}{2}(\frac{1}{\lambda}+\frac{1}{\lambda-1}+\frac{1}{\lambda-t})(\frac{d\lambda}{dt})^{2}-(\frac{1}{t}+\frac{1}{t-1}+\frac{1}{\lambda-t})\frac{d\lambda}{dt}$

$+ \frac{2\lambda(\lambda-1)(\lambda-t)}{t^{2}(t-1)^{2}}[1-\frac{\lambda^{2}-2t\lambda+t}{4\lambda^{2}(\lambda-1)2}$

$+ \eta^{2}\{(c_{0}+c1+c_{t}+c\infty)-\frac{c_{0}t}{\lambda^{2}}+\frac{c_{1}(t-1)}{(\lambda-1)^{2}}-\frac{c_{t}t(t-1)}{(\lambda-t)^{2}}\}]$ .

いずれの Painlev\’e 方程式 $(P_{J})$ も

$\frac{d^{2}\lambda}{dt^{2}}=G_{J}(\lambda,$ $\frac{d\lambda}{dt},$ $t)+\eta^{2}F_{J}(\lambda, t)$ ,

(但し $F_{J}$ と $G_{J}$ は適当な有理函数) という形をしているので, $(P_{J})$ は次のような

$\eta^{-1}$ の形式巾級数解 $\lambda_{J}^{(0)}(t)$ をもつ.

$\lambda_{J}^{(0)}(t)=\lambda_{0}(t)+\eta^{-1}\lambda_{1}(t)+\eta^{-2}\lambda 2(t)+\cdots$ .

但し, 初項 $\lambda_{0}(t)$ は

$F_{J}(\lambda_{0}(t), t)=0$

を満たす代数函数であり, また他の $\lambda_{j}(t)(j\geq 1)$ は方程式と $\lambda_{0}(t)$ から帰納的に定

まる. つまり, この解は任意定数を全く含んでいない解であり, そこでこの $\lambda_{J}^{(0)}(t)$ を

「 $0$ パラメータ解」 と呼ぶ. 更に我々は, 2つの任意定数 $(\alpha, \beta)$ を含んだ次のような

「 $2$ パラメータ解」 $\lambda_{J}(t;\alpha, \beta)$ も構成することができる.

(3) $\lambda_{J}(t,\cdot\alpha, \beta)=\lambda_{0}(t)+\eta^{-}\lambda_{1/2}(1/2t, \eta)+\eta\lambda_{1}-1(t, \eta)+\cdots$ .

ここで $\lambda_{0}.(t)$ は上と同じ代数函数, また $\lambda_{j/2}(t.’\eta)(j\geq 1)$ は次の形をしている.

(4) $\lambda_{1/2}(t, \eta)$ $=$ $\mu_{J}(t)(\alpha\exp\Phi_{J}+\beta\exp(-\Phi J))$ ,

(5) $\lambda_{j/2}(t, \eta)$ $=$ $\sum_{k=0}^{j}b_{j2}^{(j/2)}-k(t)\exp((j-2k)\Phi J)$ $(j\geq 2)’$.
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但し

$\exp\Phi_{J}=\exp(\eta\int^{t}\sqrt{\frac{\partial F_{J}}{\partial\lambda}(\lambda_{0}(s),S)}d_{S})(\theta_{J}(t)\eta)^{\alpha\beta}2$

とおいた. ( $\mu_{J}(i)$ と $\theta_{J}(t)$ は適当な $t$ の函数. 具体形については [T2] を参照. )

この $\lambda_{J}(t;\alpha, \beta)$ が $(P_{J})$ の (形式的な意味での) 一般解であり, 線型方程式の場合の

WKB 解 (の–次結合) に相当するものと考えられる.

2 パラメータ解の実際の構成は, 例えば以下のように行われる. 良く知られたよ

うに, Painlev\’e 方程式 $(P_{J})$ は Hamilton 系

$(H_{J})$ $d\lambda/dt.=\eta\partial K_{J}/\partial\nu$, $d\iota \text{ノ}/dt=-\eta\partial K_{J}/\partial\lambda$

と同値である ( $K_{J}$ の具体形は [KT2] を参照) . この Hamilton 系 $(H_{J})$ も特異摂動の

形をしているので, $(P_{J})$ と同様に $0$ パラメータ解 $(\lambda_{J}^{(0)(}(t), \mathcal{U}_{J}0)(t))$ をもつ. そこで,

任意定数を含んだ解を構成するために, $(H_{J})$ を $(\lambda_{J}^{(0)}(t))\mathcal{U}_{J}(0)(t))$ のまわりで

(6) $\lambda=\lambda_{J}^{()-1/2}0(t)+\eta U$ , $\nu=\nu_{J}^{(0)-1/2}(t)+\eta V$

と局所化すると, $(U, V)$ は再び次のような Hamilton 系を満たさねばならないことが

わかる.

(7) $dU/dt–\eta\partial \mathcal{K}_{J}/\partial V$, $dV/dt=-\eta\partial \mathcal{K}_{J}/\partial U$ .

この Hamilton 系 (7) を, いわゆる 「 $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}$の標準形」 に特異摂動の意味で簡約化す

ることができる. すなわち,

命題 2次の形をした $(U, V)$ から $(\tilde{U},\overline{V})$ へのシンプレクティック変換

(8) $\{$

$U$ $=$ $u_{0}(\overline{U},\overline{V})+\eta^{-1/2}u_{1}(\tilde{U},\overline{V})+\cdots$ ,

$V$ $=$ $v_{0}(\overline{U},\overline{V})+\eta^{-1/2}v_{1}(\overline{U},\overline{V}.)+\cdots$ ,

(但し $u_{j},$ $v_{j}$ は, .
$(\tilde{U},\tilde{V})$ については $(j+1)$ 次の多項式であり, その各係数は, . $t$ の

函数を係数とする $\eta^{-1/2}$ の形式巾級数) が存在して, Hamilton 系 (7) は

(9) $\tilde{\mathcal{K}}_{J}=\sum_{l=0}\eta^{-}f^{()}l\iota(t, \eta\infty)(\tilde{U}\overline{V})^{l1}+$

$(f^{(l)}(t, \eta)=\sum_{j\geq 0}\eta-j/2fj(\iota/2)(t)$ は, $t$ の函数を係数とする $\eta^{-1/2}$ の形式巾級数) とい

う Hamiltonian をもった Hamilton 系に変換される. 特に,

$f_{0}^{(0)}(t)=\sqrt{\frac{\partial F_{J}}{\partial\lambda}(\lambda_{0}(t),t)}$ , $f_{1/2}^{(0)}(t)=0$
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である.

簡約化された Hamiltonian $\tilde{\mathcal{K}}_{J}$ は積 $\overline{U}\overline{V}$ の関数という形に書けているので, 対応する

Hamilton 系

(10) $d\overline{U}/dt=\eta\partial\overline{\mathcal{K}}J/\partial\tilde{V}$ , $d\tilde{V}/dt=-\eta\partial\overline{\mathcal{K}}_{J}/\partial\overline{U}$ ,

については $d(\overline{U}\tilde{V})/dt=0$ が成り立つ. この $\tilde{U}\tilde{V}$ が $t$ に依らないという性質を利用す

れば, (10) は容易に解くことができて, 実際

(11) $\{$

$\tilde{U}$

$=$ $\alpha\exp(\eta\int^{t}\sum\eta^{-l}(l+1)f^{()}\iota(s, \eta)(-\alpha\beta)^{\iota}dS)$

$\overline{V}$

$=$ $- \beta\exp(-\eta\int^{t}\sum\eta^{-l}(l+1)f^{(\iota})(S, \eta)(-\alpha\beta)\iota d_{S})$

が (10) の解を与える. ここで $\alpha$ および $\beta$ は任意定数 (もしくは任意定数を係数とす

る $\eta^{-1/2}$ の形式巾級数) である. (11) をシンプレクティック変換 (8) そして更に (6)

に代入すれば, 2 パラメータ解 (3) が得られる.

この 2 パラメータ解の構成法は, .動かない特異点における局所解の存在を論じた
[Tkal], [Tka2] で使われた方法の, いわば特異摂動版である. 命題 2の証明をはじめ議

論の詳細に関しては, [T3] を参照されたい.

4 動かない特異点における 2 パラメータ解の挙動

4.1 予備的考察

前節では, Painleve 方程式 $(P_{J})$ の 2 パラメ $-$ タ解 $\lambda_{J}(t;\alpha, \beta)$ の構成を復習した. こ

の 2 パラメータ解の動かない特異点における挙動を調べることが, 本節そして本稿の

目標である.

表 1からわかるように, $(P_{J})$ の動かない特異点の集合は次の通りである.

$J=\mathrm{I},$ $\mathrm{I}\mathrm{I},$
$\mathrm{I}\mathrm{V}^{\cdot}$ : $\{\infty\}$ ,

$J=\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I},$
$\mathrm{V}$ : $\{0, \infty\}$ ,

$J=\mathrm{V}\mathrm{I}$ : $\{0,1, \infty\}$ .

このうち, $J=\mathrm{I},$
$\ldots,$

$\mathrm{V}$ の場合の $t=\infty$ は不確定型の特異点であり, 残りの特異点

(つまり $J=\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I},$
$\mathrm{V}$ の場合の $t=0$ , および $J=\mathrm{V}\mathrm{I}$ の 3つの特異点) が確定型であ
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る. 不確定型の特異点においては, 例えば $J=\mathrm{I}$ や II の場合の 2 パラメータ解の最初

の数項の形 ([AKT2] 参照) を見れば容易に想像されるように, 解の特異性は $\eta$ の負

巾が大きくなるにつれ次第に弱くなることが期待される. そこで本稿では議論を確定

型の特異点に限ることにし, 以下では特にその代表的な場合である $(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の $t=0$ を

考えることにしよう (いくつかの場合を調べた結果から判断すると, 他の確定型の

特異点についても以下に述べるのとほぼ同様な事実が成立すると思われるが, まだ完

全に確かめた訳ではない. すべての確定型の特異点を論じること, および不確定型の

特異点での挙動を厳密に論じることは別の機会に譲ることにしたい. )

まず, $\lambda(t;\alpha, \beta)$ の初項 $\lambda_{0}(t)$ の挙動を調べる. (以下, 議論は $(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ に限定され

ているので, しばしば添字 VI を省略する. ) $(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の場合, 有理関数 $F_{\mathrm{V}\mathrm{I}}(\lambda, t)$ を多

項式の比の形で表した時, その分子は (generic には) $\lambda$ に関する 6次の多項式とな
る. つまり $F_{1}=0$ により定まる $\lambda_{0}(t)$ は 6個存在する. 特に $t=0$ での挙動を考え

れば, $F_{\mathrm{V}\mathrm{I}}$ の具体的な形 (表 1参照) より, それらは次の 3つのグル’- $\text{フ^{}\mathrm{o}}$に分類され

る.

(A) $\lambda_{0}(t)=a_{0}+a_{1}t+\cdots,$ $a_{0}\neq 0$ と展開される場合. ここで $a_{0}$ は $(a_{0}-1)^{2}=$

$c_{1}/c_{\infty}\sim$ の解である (但し $\sim c_{\infty}=C_{0}+c_{1}+c_{t}+c_{\infty}$). この時,

(12) $\sqrt{\frac{\partial F_{\mathrm{V}\mathrm{I}}}{\partial\lambda}(\lambda_{0}(t),t)}=-\frac{2}{t}(\sqrt{\sim c_{\infty}}\pm\sqrt{c_{1}})+\mathcal{O}(t^{0})$.

(B) $\lambda_{0}(t)=a_{1}t+\cdots$ , つまり定数項が $0$ の展開をもつ場合. ここで $a_{1}$ は

$((1/a_{1})-1)^{2}=C_{t}/c_{0}$ の解であり, また

(13) $\sqrt{\frac{\partial F_{\mathrm{V}\mathrm{I}}}{\partial\lambda}(\lambda_{0}(t),t)}=-\frac{2}{t}(\sqrt{c_{0}}\pm\sqrt{c_{t}})+\mathcal{O}(t^{0})$ .

(C) $\lambda_{0}(t)=a_{1/2}t^{1/2}+a_{1}t+\cdots$ と $t^{1/2}$ で展開される場合. ここで $a_{1/2}$ は $a_{1/2}^{2}=$

$(c_{t}-c_{0})/(c_{1}-C\infty)\sim$ により定まる. この場合は,

(14) $\sqrt{\frac{\partial F_{\mathrm{V}\mathrm{I}}}{\partial\lambda}(\lambda_{0}(t),t)}=\frac{2}{t^{3/4}}\sqrt{\pm 1}\sqrt[4]{(ct-c0)(c1^{-\overline{C})}\infty}+\mathcal{O}(t-1/2)$ .

線型方程式の WKB 解の場合, 最も重要だったのはその位相因子 $s_{-1}(x)=\sqrt{Q(x)}$ で

あった. 2 パラメータ解の表示式 (3) $-(5)$ から推察される通り, Painlev\’e 方程式の

場合は $\sqrt{(\partial F/\partial\lambda)(\lambda_{0}(t),t)}$ がその役割を担っている. 従って, 線型方程式との対比
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で言えば, 上記の 3つのグループのうち (A) と (B) が, $Q(x)$ が 2次の pole をもつ

ような線型方程式 (1) の確定特異点に対応し, また (C) が, $Q(x)$ が 1次の pole で

あるような (1) の確定特異点に対応している. そこで, ここでは (A) と (B) を $\mathrm{r}_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{u}}-$

$\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ pole 型」 , (C) を rsimple pole 型」 と呼ぶことにしよう. 線型方程式の場合と同

様, Painlev\’e 方程式についても double pole 型と simple pole 型とでは解の挙動が完

全に異なる. 以下では double pole 型と simple pole 型を別々に論じる.

$.\tau$ 意注意 (C) の場合, $\sqrt{(\partial F/\partial\lambda)(\lambda 0(t),t)}$ の $t=0$ での挙動 (14) は, 一見した所, 線

型方程式の simple pole 型の確定特異点での $\sqrt{Q(x)}$ の挙動とは違っているように見え
.

る. しかし, WKB 解析の視点から Painlev\’e方程式を考察する際には, t- 平面では

なく代数函数 $\lambda_{0}(t)$ の Riemann 面の上で考えるのが自然である. (C) の場合 $\lambda_{0}(t)$ は

$t=0$ で分岐 (2価) しており, 従って自然な局所変数は $t$ ではなく $t=t^{1/2}\sim$ と考えら

れる. この『を変数として用いれば, $t=0\sim$ の近傍で

$\sqrt{\frac{\partial F_{\mathrm{V}\mathrm{I}}}{\partial\lambda}(\lambda_{0}(t),t)}dt=(\frac{4}{t^{1/2}\sim}\sqrt{\pm 1}\sqrt[4]{(c_{t}-c\mathrm{o})(_{C}1^{-\overline{C})}\infty}+\mathcal{O}(^{\sim}t)0\mathrm{I}dt\sim$

となり, 確かに線型方程式の simple pole 型の確定特異点での挙動に–致する.

4.2 double pole 型の場合

この場合, 2 パラメータ解 $\lambda(t;\alpha, \beta)$ は, $t=0$ において線型方程式の WKB 解と同

様な挙動を示す. 例えば上記 (B) の場合, 命題 1(ii) に対応して次が成り立つ.

定理 12 パラメータ解 $\lambda(t;\alpha, \beta)$ の初項 $\lambda_{0}(t)$ は $t=0$ で (B) の挙動を示すとする.

この時, 解の構成において用いられた Birkhoffの標準形の各係数 $f^{(\iota)}(t, \eta)$ は $t=0$ に

おいて 1次の pole をもち, 更に次が成立する.

(15) $\{$

${\rm Res}_{t=0}f^{(0)}(t, \eta)$ $=$ $-(\sqrt{4C_{0}+\eta^{-2}}\pm\sqrt{4c_{t}+\eta^{-2}})$ ,

${\rm Res}_{t=0}f(1)(t, \eta)$ $=$ 1,

${\rm Res}_{t=0}f^{(\iota)}(t, \eta)$ $=$ $0$ $(l\geq 2)$ .

証明については [T3] を参照されたい.
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4.3 simple pole 型の場合

-.\llcornerで見た double pole 型の場合と異なり, simple pole 型の (C) の場合は, $f^{(l)}(t, \eta)$

の特異性は $\eta$ の負巾が大きくなるほど強くなる. この事実は線型方程式に関する命題

1(iii) に対応しており, 線型方程式の時と同様, (C) の場合の $t=0$ は変わり点と良

く似た性質をもっている.

定義 1次式で定義される $t=0$ から出る (実 1次元) 曲線を, 「$t=0$ を始点とする

$(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の Stokes 曲線」 と呼ぶ.

(16) ${\rm Im} \int_{0}^{t}\sqrt{\frac{\partial F_{\mathrm{V}\mathrm{I}}}{\partial\lambda}(\lambda_{0}(S),S)}dS=0$ .

この式の中に現れた $\lambda_{0}$ は, もちろん $t=0$ で (C) の挙動を示すものとする. $((14)$

により, (16) の被積分函数は $s=0$ で可積分であることに注意. )

換言すれば, simple pole 型の確定特異点 $t=0$ を始点とするこの Stokes 曲線の上で
も, ある種の Stokes 現象が起こるのである. この新しい Stokes 曲線は, 変わり点か

ら出る通常の Stokes 曲線とは違う種類のものであり, 例えばその上で起こる Stokes
現象を記述する接続公式も, 通常の ( $(P_{\mathrm{I}})$ 型の) 接続公式とは異なる. 本稿の残りの

部分では, Painlev\’e 方程式とモノドロミー保存変形との関係を利用して, この新しい

Stokes 曲線上で成立する接続公式の具体形を考えることにしよう.

モノドロミー保存変形を介して $(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ に付随する線型方程式を $(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ で表す.

$(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ $(- \frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}+\eta^{2}Q\mathrm{v}\mathrm{I}(X, t, \lambda, \mathcal{U}, \eta))\psi=0$ .

すなわち, $(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ のモノドロミー保存変形を記述する非線型方程式が $(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ である

([JMU], [O] 等. なお $Q_{\mathrm{V}\mathrm{I}}$ の具体的な形については例えば [KT2] を参照) . 但し,

ポテンシャル $Q_{\mathrm{V}\mathrm{I}}(x, t, \lambda, \nu, \eta)$ の $(\lambda, \nu)$ には, $(H_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の 2 パラメータ解が既に代入さ

れているものとする. この時, $Q\mathrm{v}\mathrm{I}$ の ( $\eta$ についての) 主要部 $Q\mathrm{v}\mathrm{I},0$ は

$Q_{\mathrm{V}\mathrm{I}},0= \overline{c}_{\infty}\frac{(x-\lambda_{0})2(x-a1)(x-a_{2})}{(x(_{X-}1)(X-t))^{2}}$

という形をもつ. ここで $\lambda_{0}$ は 2重変わり点, $a_{j}(j=1,2)$ は単純変わり点であり,

$tarrow \mathrm{O}$ の時それらはそれぞれ次のような挙動を示す.

$\lambda_{0}=\mathcal{O}(t^{1/2})$ , $a_{1}=\mathcal{O}(t)$ , $a_{2}=\mathcal{O}(t^{0})$ .
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架

$0$

Figure 1: $t=0$ を始点とする $(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の Stokes 曲線と, そこで起こる $(SL_{\mathrm{v}\mathrm{I}})$ の Stokes

曲線の退化

.

さて, (16) で定義された Stokes 曲線においてある種の Stokes 現象が起こるので

あれば, $t=t_{*}$ がこの新しい Stokes 曲線の上にある時, 線型方程式 $(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の (x- 空

間での) Stokes 曲線にも何らかの特別な (退化した) 状況が生じているはずである.

実際, 次が成り立つ.

命題 3 $t=t_{*}$ を (16) で定義された $t=0$ を始点とする $(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の Stokes 曲線上の点と

する時, モノドロミー保存変形を介して対応する線型方程式 $(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の方では, 2重

変わり点 $\lambda_{0}$ から出たある Stokes 曲線が $x=0,$ $t_{*}$ という 2つの確定特異点を回った

後ふたたび $\lambda_{0}$ に戻ってくるという状況が現われる (図 1参照) .

証明は, $\lambda_{0}$ を始点とし $x=0,$ $t_{*}$ を回って $\lambda_{0}$ に戻る閉曲線を $\gamma$ とした時,

(17) $\int_{0}^{t_{*}}\sqrt{\frac{\partial F_{\mathrm{V}\mathrm{I}}}{\partial\lambda}(\lambda_{0}(S).’ s)}d_{S}=\int_{\gamma}\sqrt{Q_{\mathrm{V}\mathrm{I}0}(x,t_{*})}dx$

という等式を解析的に示すことによりなされる.

命題 3により, $t=0$ を始点とする $(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の Stokes 曲線の左下側の領域を 「領域

火, 右上側の領域を 「領域 $\mathrm{I}\mathrm{I}$」 とすれば, $t$ がそれぞれの領域にある時, 対応する

$(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の Stokes 曲線の形状は異なったものとなることがわかる (図 2, 図 3) . こ

の $(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の Stokes 曲線の形状の違いとモノドロミー保存変形の理論を組み合わせれ

ば, $t=0$ を始点とする Stokes 曲線上での $(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の接続公式の具体形を (第 1項に

限ってではあるが) 次のようにして求めることができる.

13



Figure 2: $t$ が領域 I にある時の $(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の Stokes 曲線

Figure 3: $t$ が領域 II にある時の $(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の Stokes 曲線
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$(SL\mathrm{v}\mathrm{I})$ のモノドロミーを具体的に論じるための解の基本系として, 次の 2つのも

のを考える. .

(18) $\psi_{\pm}^{(j)}=\frac{1}{\sqrt{S_{\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}}}}\exp\pm\int_{a_{j}}^{x_{S_{\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}}dX}}$ $(j=1,2)$ .

( $S_{\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}}$ は $(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ に付随する Riccati 方程式 (2) の解 $S^{\pm}$ の奇部分. ) 但し, $\psi_{\pm}^{(j)}$ はそ

れぞれの基点 $x^{(j)}$ の近傍で与えられているものとする (図 2, 図 3) . [AKT2, (2.14)]

で示されたように $\partial s_{\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}}./\partial t=\partial(A_{\mathrm{v}\mathrm{I}}S\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d})/\partial X$が成立するので, この 2つの基本解系

はいずれも変形方程式

$\frac{\partial}{\partial t}\psi_{\pm \mathrm{V}}^{(j)}=A\mathrm{I}\frac{\partial}{\partial x}\psi^{(j}\pm-\frac{1}{2})\frac{\partial A_{\mathrm{V}\mathrm{I}}}{\partial x}\psi_{\pm}^{(j)}$

(ここで $A_{\mathrm{V}\mathrm{I}}= \frac{\lambda-t}{t(t-1)}\frac{x(x-1)}{x-\lambda}$ ) を満足する. しかも, $\psi_{\pm}^{(j)}$ の定義式 (18) の中の

積分路 ( $a_{j}$ と $x^{(j)}$ の近傍内の点 $x$ を結ぶ路) は, 上述の Stokes 曲線の形状の不連

続な変化に関して安定な (つまり, 不連続にではなく連続的に変化する) 領域のみを

通っているゆえ, $\psi_{\pm}^{(j)}$ の Borel和はそれぞれ $(x^{(j)}, t_{*})$ の近傍で解析的となる. 従っ

て, モノドロミー保存変形の理論により, $\psi_{\pm}^{(j)}$ (の Borel 和) を基本解系とした時の

モノドロミー行列や接続行列は $t$ によらない. 特に, $x^{(1)}$ から出て $x=0$ を回って

$x^{(1)}$ に戻る閉曲線 $C_{1}$ , および $x^{(1)}$ と $x^{(2)}$ を結ぶ曲線 $C_{2}$ を図 2, 図 3のように取れ

ば,
$(\psi_{+}^{(}, \psi_{-}(1))1)$

$\underline{c_{1}\iota_{\sim}^{\wedge}j_{\grave{\mathrm{D}}\grave{\eta}}\prime.}.\Re ffi\mathrm{g}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$(\psi_{+}^{(1)}, \psi_{-)M_{1}}(1)$

$C_{2}$ に沿う解析接続
$(\psi_{+}^{()},$$\psi_{-})1(1)$– $(\psi_{+}^{(2)},$ $\psi_{-}^{(2)})M_{2}$

で定義されるモノドロミー行列 $M_{1}$ および接続行列 $M_{2}$ は保存される. 実際, 今の場

合は, この 2つの行列 $M_{j}$ が保存されるというのが, $(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ のモノドロミー群が保

存されるための必要十分条件である. ( $\psi_{\pm}^{(j)}$ はそれぞれ $x=t$ および $x=1$ における

「良い」基本解系であることに注意. 例えば, $\psi_{\pm}^{(1)}$ を基本解系とした時, $x=t$ を 1

回りする閉曲線に沿うモノドロミー行列は

そこで, まず $t$ が領域 I にある時に, $(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の 2 パラメータ解 $\lambda(t; \alpha, \beta)$ を取って

きたとしよう. この解を $Q\mathrm{v}\mathrm{I}$ の係数に代入して $(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ のモノドロミーを考える. 線

型方程式に対する WKB 解析を適用すれば, 上で定義した行列 $\mathrm{J}/I_{j}$ $(j=1,2)$ の具

体的な形を (少なくともその第 1項については) 計算することができる. 結果はノ $\backslash ^{\mathrm{o}}\text{フ}-$

メータ $(\alpha, \beta)$ の関数になるので, それを $lI_{j}(\alpha, \beta)$ で表そう. 次に, $t$ が領域 II にあ
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る時に 2 パラメータ解 $\lambda(t;\tilde{\alpha},\tilde{\beta})$ を取り, 同様にして $M_{j}$ $(j=1,2)$ を計算する. 結

果は再びパラメータ $(\tilde{\alpha},\tilde{\beta})$ の関数 $\overline{M}_{j}(\tilde{\alpha},\tilde{\beta})$ として表される. ところが, 領域 I と領

域 II で $(SL_{\mathrm{V}\mathrm{I}})$ の Stokes 曲線の形状が異なるために, $M_{j}(\alpha, \beta)$ と $\overline{M}_{j}(\tilde{\alpha},\tilde{\beta})$ の関数形

は同じではない. -方, 上で述べたことから, 領域 I での解 $\lambda(t;\alpha, \beta)$ と領域 II での

解 $\lambda(t;\tilde{\alpha},\tilde{\beta})|$ が $(P_{\mathrm{V}\mathrm{I}}.)$ の同 $-$の解析的な解を表しているのであれば, 対応する行列 $lVI_{j}$

$(j=1,2)$ は–致するはずである. すなわち, $M_{j}(\alpha, \beta)=\overline{M}_{j}(\tilde{\alpha},\tilde{\beta})$ $(j=1,2)$ が

成り立たねばならない. こうして, $t=0$ を始点とする Stokes 曲線をはさんで隣合う

2つの領域における 2 パラメータ解 $\lambda(t;\alpha, \beta)$ と $\lambda(t\cdot;\tilde{\alpha},\tilde{\beta})$ が同じ解である (つまり,

解析接続でお互いに移り合う) ための条件が求まったことになる. この条件が, まさ

しくこの新しい Stokes 曲線における接続公式に他ならない.

本稿では, $M_{j}(\alpha, \beta)$ と $\overline{M}_{j}(\tilde{\alpha},\tilde{\beta})$ の具体的な計算は省略することにし, 結果とし

て得られる接続公式 (第 1項に限ってではあるが) のみ紹介することにしよう.

定理 2 $t=0$ を始点とする Stokes 曲線の左下側の領域 (領域 I) での 2 パラメータ解

$\lambda(t;\alpha, \beta)$ が, 右上側の領域 (領域 II) での解 $\lambda(t;\tilde{\alpha},\overline{\beta})$ に解析接続される時, $\alpha,$
$\beta$

の ( $\eta^{-1/2}$ の形式巾級数と見た場合の) 第 1項 $\alpha_{0},$
$\beta 0$ 達の間には, 次の関係式が成り

立つ.

(19) $\theta_{\beta_{0}}$ $=$ $\theta_{\overline{\beta}_{0}}$ ,

(20) $ie^{-i\pi\dot{E}_{0/}}\theta_{\beta}4\theta_{\alpha_{0}}0+$ $=$ $-ie^{i\pi\overline{E}0/4}\theta\overline{\beta}0+\theta_{\overline{\alpha}0}$ .

但し, $E0=-8\alpha 0\beta 0$ とし, また $\theta_{\alpha_{0}},$ $\theta\beta 0$ は次式で定義される.

$\theta_{\alpha_{0}}$ $–$ $\frac{\alpha_{0}}{\Gamma(E_{0}/4+1)}2^{5E_{0}/4}e^{-}i\pi E0/4$ ,

$\theta_{\beta_{0}}$ $=$ $\frac{\beta_{0}}{\Gamma(-E_{0}/4+1)}2^{-5E\mathrm{o}/i\pi E}4e0/4$ .

( $\tilde{E}_{0},$
$\theta_{\overline{\alpha}}\theta 0’\overline{\beta}0$ の定義も同様. )
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