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複素球面内の領域 $G$ 上高四点 $\zeta$ を除いて正則単葉な函

数 $f\mathrm{o}$ に対して次の族

$Q_{0}=$ { $f$ : $f$ は境界近傍で有界な単葉函数で, f-fo が $G$ 上正則}

を考える。 $f\in Q_{0}$ に対して $\mathrm{A}(f)$ で f。が極を持つ時は $f$

の像の補集合の面積を表わし、 $f_{0}$ が極を持たない時は $f$ の

像の面積を絶対値とする非正数を表わす。次の補題に注意

する。

補題 1. $f_{)}g\in Q\mathrm{o}$ に対して

$\lim_{narrow\infty}Im\int_{\partial G_{n}}f\overline{dg}=A(f)+A(g)+\frac{1}{2}||df-dg||^{2}$ .
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但し、 $\{G_{n}\}$ を $G$ の正則近似列とし、

$||df-dg||^{2}= \int\int_{G}(df-dg)$ $\wedge*\overline{(df-dg)}$

とする。

証明 $D_{\rho}=\{z:|z-\zeta|<\rho\}\subset G_{n}$ として

$=i \int_{\partial(G_{n^{-}}}D_{\rho})-(f-g)d(fg)$
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従って、

$2Im \int_{\partial G_{n}}f\overline{dg}=$

2 $\int\int_{\mathrm{C}-f(c_{n})}dudv+2\int\int_{\mathrm{C}-g(}c_{n}$ ) $dudv+||df-dg||^{l}Gn$

foが極を持つ

$-2 \int\int_{f()}c_{?1}$ dudv–2 $\int\int_{g(G_{n})}dudv+||df-dg||lc_{n}$

$|$ foが極を持たない

よって結論を得る。

補題 2. $f_{)}g\in Q\mathrm{o}$ に対して

$n arrow\infty \mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{m}Re\int_{\partial G_{n}}f\overline{dg}$

$=A(f)+A(g)+ \frac{1}{\mathit{2}}||df+idg||_{c_{-D_{\rho}}}^{2}+\frac{i}{\mathit{2}}\int_{\partial D_{\rho}}(f+ig)d(f+ig)$.

証明

$||df+idg||^{2}Gn-D_{\rho}= \int\int_{G_{n^{-}}D_{\rho}}(df+idg)\wedge*(df+id\mathit{9})$

$=i \int\int_{G_{n^{-}}D_{\rho}}(df+idg)\wedge(df+idg)$
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$=i \int_{\partial(D)}c_{n^{-}})\rho(f+ig)d(f+ig$

$=i \int_{\partial G_{n}}f\overline{df}+i\int_{\partial G_{n}}ig\overline{idg}+i\int_{\partial G_{n}}f\overline{idg}+i\int_{\partial G_{n}}ig\overline{df}$

$-i \int_{\partial D_{\rho}}(f+ig)d(f+ig)$

$+ \int_{\partial G_{n}}\overline{f}dg-i\int_{\partial D_{\rho}}(f+ig)d(f+ig)$ .

従って、

$+i \int_{\partial D_{\rho}}(f+ig)d(f+tg)$ .

これらの極限は正則近似列の取り方に依存せず存在する

ことが示されたので

$Im \int_{\partial G}f\overline{dg}=\lim_{n\primearrow\infty}Im\int_{\partial G_{n}}f\overline{dg}$ ,

$Re \int_{\partial G}f\overline{dg}=\lim Renarrow\infty\int_{\partial G_{n}}f\overline{dg}$

と置いてまとめれば,
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命題 1. $\int_{\partial G}f\overline{dg}=(1+i)(\mathrm{A}(f)+A(g))$

また、

$0=Re \int_{\partial G_{n}}d(f\overline{g})=Re\int_{\partial G_{n}}f\overline{dg}+Re\int_{\partial G_{n}}\overline{g}df$

故、

$Re \int_{\partial G}f\overline{df}=0$ ,

$A(f)=- \frac{1}{2}||df||2c-D_{\rho}-\frac{i}{2}\int_{\partial D_{\rho}}f\overline{df}=\frac{1}{2}Im\int_{\partial G}f\overline{df}$.

さて、 $Q_{0}$ 内の函数列 $\{f_{k}\}_{k\in I}$ に対して

$s_{k\ell=}Re \int_{\partial G}f_{k}\overline{df\ell}_{)}t_{k\ell=}Im\int_{\partial G}f_{k}\overline{df_{\ell}}$

と置く $\circ s_{\ell k}=-s_{k\ell}$ , $s_{kk}=0$ , $t\ell k=tkP\geq 0$ , $t_{kk}=2A(f_{k})$

である。 ここで複素数列 $\{\lambda_{k}\}_{k\in I}$ が $\sum_{k\in I}\lambda_{k}=1$ を満たす

とする。今 $f_{0}$ が極を持つとして、 $F= \sum_{k\in I}\lambda_{k}fk\in Q0$

ならば補題 1より次の命題を得る。
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命題 2. 任意の $n\in$ 垣こ対して、

$0 \leq\sum_{k\in I}(Re\lambda ktkn+Im\lambda kS_{kn})$
.

更に、

$0 \leq\sum_{k\in I}A(f_{k})|\lambda_{k}|^{2}+\sum sk\ell Im(\lambda k\overline{\lambda\ell})+\sum_{kk<\ell<\ell}t_{k}\ell Re(\lambda_{k}\overline{\lambda\ell})$
.

証明 補題 1より

$=Im \sum_{\in kI}\lambda_{k}\int_{\partial G}f_{k}\overline{dfn}=\sum_{\in kI}(Re\lambda_{k}tkn+Im\lambda_{k}Skn)$
.

そして、

$0 \underline{<}Im\int_{\partial G}F\overline{dF}=Im\int_{\partial G}(\sum_{k\in I}\lambda_{k}f_{k})d(\sum_{\in pI}\lambda\ell f\ell)$

$=Im \sum_{k\in I}\sum_{I\ell\in}\lambda_{k}\overline{\lambda_{\ell}}\int_{\partial G}f_{k}\overline{df\ell}=Im\sum_{k\in I}\sum_{l\in I}\lambda k\overline{\lambda\ell}(skp+it_{k}\ell)$

$= \sum_{k\in I}|\lambda_{k}|^{2}t_{kk}+\mathit{2}\sum s_{k}pIm(\lambda_{k\ell}\overline{\lambda})+2\sum t_{k\ell}Rk<\ell k<\ell e(\lambda k\overline{\lambda_{l}})$

.

特に、

系 1. $\lambda_{1}+\lambda_{2}=1,$ $F=\lambda_{1}f_{1}+\lambda_{2}f_{2}\in Q_{0},$ $(f_{1}\neq f_{2})$ の時、

$Re(\lambda_{1}t_{11}+\lambda 2t21)+Im\lambda 2s21\geq 0$ ,
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$Re(\lambda_{1}t_{12}+\lambda_{2}t_{22})+Im\lambda_{1^{S_{12}}}\geq 0$ ,

$| \lambda_{1}-\frac{A(f_{1})-A(f_{2})+iS\iota 2}{||df1-df_{2}||2}-\frac{1}{2}|$

$\leq\sqrt\overline{\frac{(A(f_{1})-A(f_{2}))^{2}+||df1-df2||^{2}(\underline{A}(f_{1})+A(f_{2}))+s_{1}^{2}2}{||df1-df_{2}||4}+\frac{1}{4}}$.

更に、 $t_{11}=t_{2}2=s12=0,$ $t_{12}>0$ ならば、

$| \lambda_{1^{-}}\frac{1}{\mathit{2}}|\underline{<}\frac{1}{2}$ .

証明 最初の 2不等式は命題より従う。 また、

$0\leq|\lambda_{1}|^{2}t_{11}+|\lambda_{2}|^{2}t_{22}+\mathit{2}_{S_{12}}Im(\lambda_{12}\overline{\lambda})+2t_{12}Re(\lambda_{1}\overline{\lambda 2})$

$=|\lambda_{1}|^{2}t_{11}+|1-\lambda_{1}|2t_{22}+2S_{12}Im(\lambda_{1^{-}}|\lambda_{1}|^{2})+2t_{12}Re(\lambda_{1}-|\lambda_{1}|^{2})$

$=|\lambda_{1}|^{2}(t_{11}+t_{22}-\mathit{2}t_{12})-iS_{1}2(\lambda_{1^{-}}\overline{\lambda 1})+(t_{1}2-t22)(\lambda 1+\overline{\lambda_{1}})+t_{22}$.

ここで、

$t_{11}+t_{22}-2t12$

$=2A(f_{1})+2A(f_{2})-(\mathit{2}A(f_{1})+2A(f_{2})+||dfi-df2||^{2})$

$=-||df_{1}-df_{2}||^{2}$ ,

$t_{12}-t_{22}+is_{12}=A(f_{1})-A(f_{2})+ \frac{1}{2}||df_{1}-df_{2}||^{2})+is_{12}$ .
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従って、

$||df1^{-}df2||^{2}|\lambda_{1}|2-(t_{1}2-t22+iS12)\lambda_{1}-(t_{1}2-t_{22}+is12)\overline{\lambda 1}\leq t22$ ,

$| \lambda_{1}-\frac{A(f_{1})-A(f2)+i_{S}12}{||df1-df_{2}||2}-\frac{1}{2}|^{2}$

$\leq\frac{(A(f_{1})-A(f2))2+||df1^{-}df_{2}||^{2}(A(f_{1})+A(f_{2}))+s_{1}^{2}2}{||df_{1}-df2||4}+\frac{1}{4}$

より結論を得る。

$G$ を複素球面上の無限遠点を含む有限連結領域として $\beta_{j}$

でその境界成分を表わす。Koebe の定理によって、実数の

組 $=\{\theta_{j}\}$ に対して、 $G$ 上の無限遠点を無限遠点に写す

等角写像で $\beta_{j}$ は実軸となす角が $\theta_{j}$ ラジアンである線分に

対応し無限遠点近傍で次のように正規化されている写像が

唯–つある。

$\zeta+\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}\zeta^{-}n$ .

これを $f$で表わす。 簡便の為 $(t)= \{\theta_{j}+\frac{\pi l}{2}\}$ として

$P_{\iota}=f_{()}t$ と表わす。写像の–意性から

$P_{t}= \exp(\frac{i\pi t}{2})\{P0\cos\frac{\pi t}{\mathit{2}}-iP_{1}\sin\frac{\pi t}{2}\}$ .
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各 $\beta_{j}$ 上

$Re \{\exp i(\frac{\pi t}{2}-\theta j)(P_{0}+P_{1})\}-\exp i(\frac{\pi t}{2}-\theta_{j})P-t$

$=Re \{\exp i(\frac{\pi t}{2}-\theta_{j})(P_{0}+P_{1})\}$

$- \exp i(\frac{\pi t}{2}-\theta j)\exp(\frac{-i\pi t}{\mathit{2}})\{P_{0}\cos\frac{\pi t}{\mathit{2}}+iP_{1}\sin\frac{\pi t}{\mathit{2}}\}$

$=Re \{\exp i(\frac{\pi t}{\mathit{2}}-\theta_{j})(P0+P_{1})\}$

$- \exp i(-\theta j)\{P_{\mathit{0}}\cos\frac{\pi t}{2}+iP_{1}\sin\frac{\pi t}{2}\}$

$=Re \{\exp i(-\theta j)\{iP0\sin\frac{\pi t}{2}+P_{1}\cos\frac{\pi t}{2}\}=$ constant.

そして、 $\exp i(\frac{\pi t}{2}-\theta j)P_{-}t$ は $\beta_{j}$ を実軸の線分上に両端を除

いて二価に写す。そこで、

$Re \{\exp i(\frac{\pi t}{2}-\theta j)(P_{0}+P_{1})\}=\exp i(\frac{\pi t}{2}-\theta j)P_{-t}+conStant$

は $P_{0}+P_{1}$ による $\beta_{j}$ の像が傾き $\frac{\pi}{2}-\frac{\pi t}{2}+\theta_{j}$ の直線と 2点での

み交わることを示しておりこの像が単葉な凸曲線となるこ

とを示している。更に、偏角の原理によって $P_{0}+P_{1}$ が $G$

上単葉となることが分かる。$0<s<1$ に対して $P_{0}+ \frac{1-s}{s}P_{1}$

も $\beta_{j}$ の像を単葉な凸曲線に写し $G$ 上単葉となる。従って、
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$0\leq s\leq 1$ に対して $sP_{0}+(1-s)P_{1}$ は $G$ を補集合の各成分

が凸集合であるような領域に単葉に写す。直ちに次の命題

にまとめられる。

命題 3. $0\leq s\leq 1$ に対して $sP_{t}+(1-S)P_{b+}1$ は $G$ を補集

合の各成分が凸集合であるような領域に単葉に写す。 $s<0$

又は $s>1$ に対して $sP_{t}+(1-s)P\iota+1$ は $G$ 上単葉でない。

さて、誓 $=\theta$ として実数に対して

$sP_{t,}+(1-s)P_{t+1}$

$=s\exp(i\theta)\{P_{0}\cos\theta-iP1\sin\theta\}$

$+(1-s)i\exp(i\theta)\{-P_{0}\sin\theta-iP_{1}\cos\theta\}$

$=\exp(i\theta)(s\cos\theta-i(1-S)\sin\theta)P_{0}$

$+\exp(i\theta)$ (-is $\sin\theta+(1-s)\cos\theta$ ) $P_{1}$ .

ここで、

$\lambda=\exp(i\theta)(S\cos\theta-i(1 - s)\sin\theta)$ ,

$\mu=\exp(i\theta)(-iS\sin\theta+(1-s)\cos\theta)$
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とおけば、

$sP_{t}+(1-S)Pt+1=\lambda P0+\mu P1$ ,

$\lambda+\mu=\exp(i\theta)(\cos\theta-i\sin\theta)=1$ ,

$\lambda-\mu=\exp(i\theta)(2S-1)(\cos\theta+i\sin\theta)$

$=(\mathit{2}s-1)\exp(2i\theta)$ .

そして、

$\lambda=\frac{1}{\mathit{2}}\{1+(2s-1)\exp(\mathit{2}i\theta)\}$ ,

$\mu=\frac{1}{2}\{1-(2s-1)\exp(2i\theta)\}$ .

これより次の命題を得る。

命題 4. $\lambda P_{t}+(1-\lambda)P_{t+}1$ が $G$ 上単葉となるのは、

$\lambda\in\{z : |z-\frac{1}{2}|\leq\frac{1}{2}\}$

に限る。
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