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1. はじめに

数理計画問題に対する並列アルゴリズムには, 行列や関数

を分割し, もとの問題を二つの取扱いやすい問題に分解して

得られるものが少なくない. 交互方向乗数法もそのようなア

ルゴリズムの–つであり, ネヅトワーク構造をもつ問題などに

適用すると, 高度な並列アルゴリズムを得ることができる.

まず, 一般的な凸計画問題

minimize $F(x)+G(y)$ subject to $Mx-y=0$ (1)

と, その $\mathrm{F}.\mathrm{e}$nchel の双対問題

minimize $G^{*}(v)+F^{*}(w)$ subject $\mathrm{t}\mathrm{o}-M^{\mathrm{T}}v-w=0$ (2)

について考える. ただし, $M$ は $m\cross n$ 行列, $F,$ $G$ は $\Re^{n},$ $\Re^{m}$

上の閉真凸関数, $F^{*},$ $G^{*}$ はそれらの共役関数である. 問題 (1)

に対する交互方向乗数法の反復は, つぎのように記述される.

$x^{(k+1)}. \cdot=\arg\min_{x}\{F(X)+(\lambda(k))^{\mathrm{T}}M_{X+}\frac{t}{2}||M_{X}-y^{(k}|)|^{2}\}$ ,

$y^{(k+1)}. \cdot=\arg\min_{y}\{c(y)-(\lambda^{(}k))^{\mathrm{T}}y+\frac{t}{2}||Mx(k+1)-y||^{2}\}$ ,

$\lambda^{(k+1)}..=\lambda^{(k)}+t(MX(k+1)-y^{()})k+1$ .
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明らかに, $F,$ $G$ が分離可能で $M^{\mathrm{T}}M$ が (ブロック)対角行列

ならば, 各部分問題を並列的に解くことができる. 以下では,

このアルゴリズムを主交互方向乗数法と呼ぶ. -方, 問題 (2)

に対する交互方向乗数法の反復は, つぎのように記述される.

$v^{(k+1)}.= \arg\min_{v}\{c*(v)-(\mu^{(k)})\mathrm{T}M^{\mathrm{T}}v+\frac{s}{2}||M^{\mathrm{T}}v+w^{(k)}||^{2}\}$ ,

$w^{(k+1)}.= \arg\min_{w}\{F^{*}(w)-(\mu^{(k)})^{\mathrm{T}}w+\frac{s}{2}||M^{\mathrm{T}}v(k+1)+w||^{2}\}$ ,

$\mu^{(k+1)}.\cdot=\mu^{(k)}-S(M\mathrm{T}(vk+1)w(k+1))+$ .

今度は, $G^{*},$ $F^{*}$ が分離可能で $MM^{\mathrm{T}}$ が (プロヅク)対角行列

ならば, 各部分問題を並列的に解くことができる. なお, 各部

分問題に対する Fenchel の双対問題を考えると, この反復は

$z^{(k+1)}.= \arg\min_{z}\{G(M\mathcal{Z})+(w^{(k)})\mathrm{T}_{\mathcal{Z}}+\frac{t}{2}||z-X(k)||^{2}\}$ ,

$x^{(k+1)}.= \arg\min_{x}\{F(x)-(w^{(k)})\mathrm{T}_{X}+\frac{t}{2}||z^{(k}-+1)x||^{2}\}$ ,

$w^{(k+1)}.\cdot=w^{(k)}+t(z(k+1).-x(k+1))$ ,

と等価である. ただし, $t=1/s$ である. そこで以下では, こ

のアルゴリズムを双対交互方向乗数法と呼ぶことにする.

Eckstein [2] は並列計算機 CM-2を用いて主交互方向乗数法

の計算実験を行い, Eckstein and Fukushima [3] は並列計算機

CM-5の上で双対交互方向乗数法の計算実験を行っている. こ

れらの文献では, 主交互方向乗数法は反復が進んでも制約条件

の相対誤差があまり縮小しないのに対して, やや粒度の大きい

双対交互方向乗数法は効率的に並列実行できると主張してい
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る. しかし, 使用した計算機や収束判定の方法に違いがあり,

並列化効率も定量的に示されていない. また, これらの計算実

験では, CM-2や CM-5に特有な Segmented Scan Operation [1]

を用いて線形代数演算を行っているなどの問題がある.

そこで本報告では, 二つのアルゴリズムを 2次輸送問題に

適用し, 現在最もよく利用されているベクトル並列計算機の

上で実行する方法を提案して, 性能の比較を行うことにする.

2. 主交互方向乗数法

ここでは, 2部グラフ: $\mathcal{G}=$ $(N_{1} , N_{2} , A)$ 上の 2次輸送問題

minimize $\Sigma_{(i,j)}\in A\{\frac{d_{i}}{2}i(X_{ij})^{2}+c_{ij^{X_{i}}j}\}$

subject to $\Sigma_{j:(i,j)}\in Ax=\alpha iji$ ’
$i\in N_{1}$ , (3)

$\Sigma_{i:(i,j)\in Ai}xj\sqrt=j$ ’
$j\in N_{2}$ ,

$x_{ij}\geq 0$ , $(i,j)\in A$ ,

について考える. $\mathcal{G}$ の接続行列の行を $m_{1}^{\mathrm{T}},$

$\cdots,$ $m_{||+}^{\mathrm{T}}N1|N_{2}|\in\Re^{||}A$

として $M=[\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\{m_{1}\},$
$\cdots,$

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\{m_{1}N_{1}|+|N_{2}|\}|^{\mathrm{T}}$ とおくならば,

$M^{\mathrm{T}}M$ は対角行列になる. このとき, $F$ と $G$ を枝および節

点について分離可能な関数に選んで, 問題 (3) を問題 (1) に帰

着させることができる. なお, 主交互方向乗数法を実行する際

には, $y^{(k+1)}$ と $\lambda^{(k+1}$ ) の計算式に現れる Mx(k刊を, 緩和パ

ラメータ $\rho\in(0,2)$ を用いて $(1-\rho)y^{(k)(}+\rho Mxk+1)$ と修正し,
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収束の加速を図ることが多い. 結局, 問題 (3) に対する主交互

方向乗数法の反復は, つぎのように書き下すことができる [2].

$x_{i}^{(k+1)}j. \cdot=\max\{0, t(2z^{()}ij+\frac{p_{i}^{(k)}}{\zeta_{i}}+- kq_{i_{-)},\xi_{j}}(k)+\nu_{i}(k)(k+v_{jj})-ci\}$

$/(d_{ij}+2t)$ , $(i,j)\in A$ ,
$(k+1)$ $(k+1)$

$r_{i}$ $..= \alpha_{i}-\sum Xj:(i,j)\in Aij$ ,

$\nu_{i}^{(k+1)}.\cdot=\nu_{i}^{(k)}+\rho tr_{i}^{(k+1)}/\zeta i$ , $i\in..N_{1},$ ,

$p_{i}^{(k+1)}.\cdot=(1-\rho)p_{i}^{(k)}+\rho r_{i}^{(+1)}k$ ,

$s_{j}^{(k1)}+..= \sqrt j-\sum_{i:(i,j)i}\in Axj(k+1)$ ,

$v_{j}^{(k+1)}.\cdot=v_{j}^{(k)}+\rho ts_{j}^{(k+1)}/\xi_{j}$ , $j\in N_{2}$ ,

$q_{j}^{(k+1)}.\cdot--(1-\rho)q_{j}^{(k)}+\rho s_{j}(k+1)$ ,

$z_{i}^{(k+1)}j.\cdot--(1-\rho)\mathcal{Z}_{ij}+\rho x(k)ij(k+1)$ , $(i,j)\in A$ .

ただし, $\zeta_{i},$ $\xi_{j}$ は節点 $i\in N_{1},$ $j\in N2$ の次数である.

現実の大規模な問題では, 節点の数は膨大であるが各節点

の次数は非常に少ないと考えられる. そこで, データの分割,

ベクトル化, 並列化はいずれも節点に関して行うことにした.

すなわち, 供給節点瓦および需要節点 $N_{2}$ に関する情報は,

それぞれ使用可能なプロセッサに重複なく分配する. -方, 枝

に関する情報は, 対応する供給節点と需要節点を担当するプロ

セッサに重複して持たせる. そして, 各プロセヅサは, 担当する

節点に対する演算をベクトル処理により実行する. ただし, そ

の節点に接続する複数の枝に関する情報を集約しなければなら
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ない場合には, 逐次処理により実行する. なお, $x_{i}^{(k+1)}j$ の値を

その供給節点 $i\in N_{1}$ に対応するプロセヅサで計算する際には,

需要節点ごとに各プロセヅサが分割して保持する $q_{j}^{(k)}/\xi_{j}+v_{j}^{(k)}$

の値を, また, $x_{i}^{(k+1)}j$ の値をその需要節点 $j\in N_{2}$ に対応する

プロセッサで計算する際には, 供給節点ごとに各プロセヅサが

分割して保持する $p_{i}^{(k)}/\zeta i^{+l}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}(k)$ の値を, 他のすべてのプロセッ

サにあらかじめ伝達しておくことにする.

3. 双対交互方向乗数法

2次輸送問題 (3) に対して, 双対交互方向乗数法を適用する

ことを考える. 行列 $MM^{\mathrm{T}}$ を対角行列にするために, 節点 $N_{2}$

と枝 $A$ の接続行列を $M$ とする. $-$ このとき, $F$ と $G$ を節点

$N_{1}$ および $N_{2}$ について分離可能な関数に選んで, 問題 (3) を

問題 (1) に帰着させることができる. なお, 双対交互方向乗数

法を実行する場合も, 収束を加速する目的で, x(k刊と $w^{(k+1)}$

の計算式に現れる $z^{(k+1)}$ を $(1-\rho)x^{(k)}+\rho z^{(k+1)}$ と修正するこ

とが多い. 結局, 問題 (3) に対する双対交互方向乗数法の反復

は, つぎのように書き下すことができる [3].

$v_{j}^{(k+1)}.\cdot=[t_{S_{j}}+\Sigma i:(i,j)\in Awij](k)(k)/\xi_{j}$ , $j\in N_{2}$ ,

$\overline{w}_{ij}^{(+1)}k..=(1-\rho)w_{ij}^{(k})+\rho v_{j}^{(+1)}k$ , $(i,$ $j)\in A$ ,

$\overline{c}_{ij}^{()}k+1$ $..=c_{ij}-\overline{w}_{ij}^{(+1)}k-tx_{ij)}^{(k)}$ $(i,$ $j)\in A$ ,
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$x_{i}^{(k+1}.)$ $= \arg\min\{\Sigma_{j(i,j)A}[\frac{d_{i}}{2}:\in i(x_{ij})^{2}+\overline{c}_{ijij}^{(k+1)}X]|$

$\Sigma_{j:(i,j)j}A^{X}i=\alpha_{i}\in’ x_{i}$ . $\geq 0\}$ , $i\in N_{1}$ ,

$s_{j}^{(k+1}).\cdot=\sqrt j-\Sigma_{i}:(i,j)\in Axij(k+1).$, $j\in.N_{2)}$

$w_{ij}^{(k+1)}.\cdot=\overline{w}_{ij}^{(k}-\dotplus 1)(Xi(k+1)-xi(k)tjj)$ , $(i,j)\in A$ .

ただし, $\overline{d}_{ij}=d_{ij}+t$ である. $x_{i}^{(k+1)}j$ を求める部分問題は連続

型の資源配分問題で, 組合せ的な解法が知られている [7]. す

なわち, 適当に添字をつけかえて $\overline{c}_{i1}^{(k+1)}\leq\cdot=\cdot\leq\overline{c}_{i\zeta_{i}}^{(k+}1$
) として,

$\nu_{i}^{(k+1}).\cdot=[\alpha_{i}+\Sigma_{h^{i}=}1(\wedge h(k+1\overline{c}_{ih}/)\overline{d}_{ih})]/[\Sigma_{h}^{\hat{h}_{i}}1(=/1\overline{d}ih)]>\overline{c}_{ih_{i}^{+}}^{(k}\wedge 1)$

となる最大の $\hat{h}_{i}$ を見つけて, つぎのようにおけばよい.

$x_{ih}^{(k+1)}.= \max\{0, (\nu_{i}^{(k+1)}-\overline{c}_{ih})(k+1)/\overline{d}_{i}h\}$, $h=1,$ $\ldots,$
$\zeta_{i}$ .

双対交互方向乗数法においても, データの分割, ベクトル

化, 並列化は節点に関して行う. したがって, 節点および枝に
. ..

関する情報のプロセッサへの分割方法や各プロセヅサにおける

処理の形態は, 主交互方向乗数法の場合と同じである. なお,

$\overline{w}_{ij}^{(k+1)}$ の値をその供給節点 $i\in N_{1}$ に対応するプロセヅサで計

算する際には,
,
需要節点ごとに各プロセッサが分割して保持

する $v_{j}^{(k+1)}$ の値を他のすべてのプロセッサに伝達する. -方,

$x_{ih}^{(k+1)}$ の値をその需要節点 $h\in N_{2}$ に対応するプロセヅサで計

算する際には, 供給節点ごとに各プロセヅサが分割して保持す

る $\nu_{i}^{(k+1)}$ の値を, 他のすべてのプロセッサに伝達しておく.

31



4. 計算実験

計算実験は, 京都大学大型計算機センターのベクトル並列計

算機 VPP500上で行った. VPP500の各プロセッサには, 200

MFLOPS のスカラーユニット, 1.6 GFLOPS のベクトル演算

装置, および 256 Mbytes のローカルメモリが装備されている

[6]. プロセッサ間のデータ転送と同期制御はクロスバーネヅト

ワークにより実現され, その転送速度は 400 Mbps である.

アルゴリズムのコーディングには, プログラミング言語 VPP

FORTRAN 77を用いた. VPP FORTRAN 77では, 総和演算,

条件文, あるいは飛出しがある DO ループも, 一定の条件のも

とで自動的にベクトル化される. また, 多重 DO ループでは,

原則として最も内側のループが自動的にベクトル化されるが,
ベクトル化対象ループの実行文を二重に展開し, すぐ外側の

DO ループの回転数を半分にするベクトルアンロ一リングとよ

ばれる最適化が自動的に行われる [4].

VPP500は SPMD (Single Program Multiple Data) 型の並列計

算機で, プログラム中にコンパイラ指示行を挿入して並列処理

の制御を行う [5]. まず, フ
$\circ$ログラムの先頭に PROCESSOR 文を

置いて使用するプロセヅサの数を宣言し, LOCAL 文などにより

大規模配列の要素を各プロセヅサヘ分割する. -方, PARALLEL

REGION 文と END PARALLEL 文で囲まれたフ
$\circ$ログラムは各フ

$\circ$

ロ
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セヅサで並列処理されるが, $\mathrm{D}0$ ) $\triangleright-$フ
$\circ$

に SPREAD DO 文を付加

すると, 繰返し処理を各フ-
$\circ$ロセッサに分割実行させることがで

きる. なお, 配列要素に対する演算を分割実行した場合には,

UNIFY 文を用いて実行結果を他のプロセヅサに転送したり, グ

ローバル関数によりデータを集約する必要が生じる.

計算実験は, ランダムに生成した 2次輸送問題 (3) に対して

行った. 生成した 2部グラフにおいて, 供給節点瓦の数と需

要節点 $N_{2}$ の数は同じで, 枝 $A$の総数は供給節点数の 8倍また

は 16倍である. 各節点は少なくとも 2本の規則的な枝をもつ

が, 他の枝はすべてランダムに生成されたものである. -方,

目的関数の係数 $c_{ij}$ と $d_{i_{\dot{J}}}$ は, それぞれ区間 $[0,100],$ $[0.1,1.0]$ か

ら–様に選んだ. さらに, 変数 $x_{ij}$ の値を区間 $[0,100]$ からラ

ンダムに選び, これらの値に対してすべての制約条件がなりた

つように, 右辺定数 $\alpha_{i}$ および $\sqrt j$ の値を決定した.

実験においては, 枝 $A$ の総数を 16384から 1048576まで変

化させた. そして, それぞれのサイズについて乱数の種類を変

えて 5題の問題例を生成し, これらの平均をもって実験結果と

した. 2次輸送問題 (3) の変数の数は, 枝の総数と–致する.

方, 等式制約条件の数は節点の総数と等しいが, 節点数と枝

数の関係から, 変数の数の 1/4または 1/8となる.

主交互方向乗数法の収束判定条件は,
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$\mathrm{m}_{\%\in N_{1}}|r_{i}^{(k1)}+|\leq 10^{-6}\mathrm{m}_{\%\in N^{\alpha_{i}}1}$ ,

$\max_{j\in N_{2}}|sj(k+1)|\leq 10^{-6}\max_{jj}\in N^{\sqrt)}2$

$\max_{(i,j)\in}A|x_{ij}-z_{ij}^{(k)}|(k+1)\leq 10^{-6}$ ,

$\dot{\text{と}}$ した. -方, 双対交互方向乗数法では,

$\max_{j\in N_{2}}|sj(k+1)|\leq 10^{-6}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{X}j\in N_{2}^{\sqrt}j$ ,

$\max_{(i,j)\in}A|x_{ij}-x_{ij}^{(k)}|(k+1)\leq 10^{-6}$ ,

が成り立った場合に反復を終了させた. なお, 収束判定による

計算負荷を削減するため, これらの条件の–つが満たされた場

合にのみ他の条件の判定に進むことにしている.

まず, 緩和パラメータを $p=1.6$ , ペナルティパラメータを

$t= \overline{t}\equiv[(|N_{1}|+|N2|)\max_{(i},)\in A\{_{C_{ij}}j\}]/(50|A|)$

に選んで実験を行った結果を表 1,2に示す. なお, 係数 $c_{ij}$ の

選び方により, 節点の平均次数が 8の問題で $\overline{t}\cong 0.5$ , 次数が

16の問題で $\overline{t}\cong 0.25$ 程度である. なお, 各表において, $P$ は

使用したプロセヅサの数である. また, 結果が “-,, の欄は, メ

モリ不足で実行できなかったことを示す. 表 1,2より, 主交互

方向乗数法と双対交互方向乗数法のいずれも, ベクトル化によ

り性能が大幅に向上するとともに, 並列化によって処理効率が

さらに改善していることがわかる. しかし, 双対交互方向乗数

法は, 主交互方向乗数法に比べて反復回数は少ないものの多く

の計算時間を要している. これは, 各反復で連続型の資源配分
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実 1 . \neq 右耳方向藁数法の実験結果 $(\rho=1.6,t=\overline{t})$
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問題を解く際に $\overline{c}_{i}^{(k+1)}j$ を並べ換える必要があるためと考えら

れる. なお, 変数の非負制約に対する相補条件の絶対誤差は,

主交互方向乗数法が $10^{-4}\sim 10-3$ 程度であったのに対して, 双

対交互方向乗数法では $10^{-5}\sim 10-4$ 前後であった.

つぎに, プロセッサ数を $p=8$ に固定して, パラメータ $\rho$

と $t$ の値を変化させた場合の実験結果を表 3,4に示す. 表より,

いずれの方法でも $\rho$ の値は 1.6\sim 1.8程度が望ましいことがわ

かる. -方, パラメータ $t$ の値も $\overline{t}\sim 2\overline{t}$ 程度が適切で, 値が

過大でも過小でも収束が遅くなることが確かめられる.

5. おわりに

一般的な凸計画問題とその双対問題に対する交互方向乗数

法を 2次輸送問題に適用し, ベクトル並列計算機 VPP500で

実行する方法を示した. そして, 計算実験により, 大規模な問

題を効率的に処理できることを確認した. 2次輸送問題以外の

凸計画問題において, 主交互方向乗数法と双対交互方向乗数法

のどちらが適するかを見極めることは, 今後の課題である.
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表 3. 主交互方向乗数法の実験結果 ( $\rho,t$ の値を変化させた場合)

表 4: 双対交互方向乗数法の実験結果 ( $\rho,t$ の値を変化させた場合)
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都大学大型計算機センター開発計画によるものである.
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