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一定な正則断面曲率 4\rho を持つ複素 $\mathrm{n}$次元ケーラー多様体をX とし、 $<,$ $>$ をそのケー

ラー計量、 $\mathrm{J}$ を複素構造とする。 2次元 1) 一マン多様体M に対して、等長極小はめ込み

$x:\mathrm{M}arrow \mathrm{X}$ を考える。 $\mathrm{M}$の正規直交基 $\{\tilde{e}_{1},\tilde{e}_{2}\}$ に対して, $\cos(\alpha)=<J\tilde{e}_{1},\tilde{e}_{2}>$ で定義さ

れる $\alpha$ はケーラー角度と呼ばれ、写像 $x$の正則性からの隔たりを示凱 ($\cos(\alpha)$ はケーラー

関数と呼ばれる。) 実際、M 上、 一定であれば各々次を意味する。

$cos(\alpha)=1\Leftrightarrow x$ : 正則

$cos(\alpha)=-1\Leftrightarrow x$ : 反正則

$cos(\alpha)=0\Leftrightarrow x$ : 全実

つまり、 ケーラー角度は X内の極小曲面を調べる際に、重要な役割を果たす不変量である。

我々は、ケーラー角度一定な極小曲面の特徴付けと分類を目指す。そのためにまずそのような

知られている例を示そう。 $P^{n}(C)$ を Fubini-Study計量を持つ、一定な正則断面曲率 $4\rho(>0)$

の、 $\mathrm{n}$次元複素射影空間とし、 $S^{2}(K)$ を Gauss 曲率 Kの 2次元球面とする。 この時、各整数

$p(0\leq P\leq n)$ に対して full $\backslash$ 等長極小はめ込み\mbox{\boldmath $\varphi$}n,p : $S^{2}(K_{n,p})arrow P^{n}(C)$ が構成される。

ここで $K_{n,P_{\text{、}}}$ および $\varphi_{n,p}\text{のケ^{ー}ラー関数}$ $\omega s(\alpha_{n,\mathrm{p}})$ は次で与えられる。

$K_{n,p}= \frac{4\rho}{(n+2p(n-p))}$

$cos( \alpha_{n,p})=\frac{(n-2p)}{(n+2p(n-p))}$
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これらの例は,complex-Boruvka球面と呼ばれるものである [3]。ケーラー角度一定な $P^{n}(C)$

内の極小曲面の特徴付けとして、 より –般的な形で次の定理が大仁田さんにより示された。

定理 [51 $\varphi$ : $Marrow P^{n}(C)$ を $\mathrm{f}\mathrm{u}\mathbb{I}$,等長極小はめ込みとし、Gaussian curvature $\mathrm{K}$ と

ケーラー角度 $cos(\alpha)$ はともに、一定とする。 この時、

(1) $K>0$ の時、 ある $P$ $(0\leq p\leq n)$ が存在して\mbox{\boldmath $\varphi$}(M) $\text{は}\varphi_{n,p}(s^{2}(K))$ の開部分多

様体になる。

(2) $K=0$ の時、 $cos(\alpha)=0$ つまり全実はめ込みになる。 この場合は、劔持さんに

より分類完了 [2]。

(3) $K<$ の時、 $\varphi$ は存在しない。

この定理に関して、次のような予想が与えられた。

Conj.(a) Gaussian curvature $\mathrm{K}$ が–定ならば、ケーラー角度もまた–定になる。

Conj.(b) ケーラー角度が–定ならば、Gaussian curvature $\mathrm{K}$ もまた–定になる。

Conj.(a) に関して、 昨年劔持、増田さんにより 「 $2$次元複素射影空間内の Gauss 曲率

定な極小曲面のケーラー角度は–定」 という結果が示され $\mathrm{n}=2$ に対して肯定的に解決さ

れた [4]。 (大域的にも、小域的にも更なる仮定を必要としないで、証明が与えられた。)

ここではConj.(b) について考えよう。 次の定理により、否定的になる。
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主定理 X を–定な正則断面曲率 4\rho を持つ複素 2次元ケーラー多様体とする。 ある正

数んにたいして、 $R^{2}$ のある開集合 $U$と、 U上で定義された $k$に依存して定まる等温計量

$\lambda(k)^{2}|dz|^{2}\text{、}$ および次のような性質を持つ等長はめ込み $x_{k}$ : $Uarrow \mathrm{X}$ が存在する。

(1) $x_{k}$ は極小はめ込み

(2) $x_{k}$ のケーラー関数 $cos(\alpha_{k})=0$

(3) $x_{k}$ の Gaussian curvature $K_{k}=\rho-2_{C(}k)^{2}$

但し、 $c(k)$ は–定でない U上のある可微分関数

\S 1.複素 2次元ケーラー多様体

一定な正則断面曲率 4\rho を持つ複素 2次元ケーラー多様体をX とし、 $\mathrm{J}$ をその複素構造と

する。 X の unitary coframe を $\{\omega_{\alpha}\}$ , unitary connection forme を $\{\omega_{\alpha\beta}\}$ とすると、X の

構造方程式は次で与えられる。 $(1\leq\alpha, \beta\cdots\leq 2)$

必\alpha = $\sum\omega_{\alpha\beta}\wedge\omega_{\beta}$ , $\omega_{\alpha\beta\beta\alpha}+\overline{\omega}=0$ ,

(1.1) $d \omega_{\alpha\beta}=\sum\omega_{\alpha\gamma}\wedge\omega_{\gamma\beta}+\Omega_{\alpha\beta}$ ,

$\Omega_{\alpha\beta}=-\rho(\omega_{\alpha}\wedge\omega_{\beta\beta^{\sum\wedge\overline{\omega}_{\gamma},)}}+\delta_{\alpha}\omega\gamma$

2次元リーマン多様体 $\mathrm{M}$ の Gaussian curvature を $\mathrm{K}$ とし、等長極小はめ込み $x:\mathrm{M}arrow \mathrm{X}$

を考える。 但し、以下、 xは正則でも反正則でもないとする。 よってケーラー関数はM上

$cos(\alpha)\neq\pm 1$ となる。 $\mathrm{M}$ の任意の正規直交基 $\{\tilde{e}_{1},\tilde{e}_{2}\}$ に対して,
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(1.2) $\tilde{e}_{3}=-cot(\alpha)\tilde{e}1-cosec(\alpha)J\tilde{e}2$

$\tilde{e}_{4}=cosec(\alpha)J\tilde{e}_{1}-cot(\alpha)\tilde{e}_{2}$

により得られるベクトルの系 $\{\tilde{e}_{1},\tilde{e}_{2},\tilde{e}_{3},\tilde{e}_{4}\}$ は $x$に沿った adaptedな正規直交基になる。つ

まり $\{\tilde{e}_{1},\tilde{e}_{2}\}$ はM の接空間の基であり、 $\{\tilde{e}_{3},\tilde{e}_{4}\}$ はM の法空間の基になる。逆に、 $\{\tilde{e}_{3}^{\prime/},\tilde{e}_{4}\}$

を任意の法空間の正規直交基とすると

$\tilde{e}_{1}’=cot(\alpha)\tilde{e}_{3}’-cosec(\alpha)J\tilde{e}_{4}/$

$\tilde{e}_{2}’=cosec(\alpha)J\tilde{e}_{3}+\prime cot(\alpha)\tilde{e}_{4}’$

により与えられる $\{\tilde{e}_{1}’,\tilde{e}_{2}’\}$ は $\mathrm{M}$ の接空間の正規直交基となる。 この時、 $cos(\alpha)=<J\tilde{e}_{4’ 3}’\tilde{e}’>$

となることに注意。 次に、 $\{\tilde{e}_{1},\tilde{e}_{2}\}$ にたいして

(1.3) $e_{1}= \frac{1}{2}sec(\frac{\alpha}{2})(\tilde{e}1-J\tilde{e}_{2})$

$e_{3}= \frac{1}{2}cosec(\frac{\alpha}{2})(\tilde{e}1+J\tilde{e}_{2})$

とおくと、 $\{e_{1}, e_{2}=Je_{1}, e_{3,4}e=Je_{3}\}$ は $x$に沿った $\mathrm{J}$-canonical 基になる。 (adapted で

はない。 ) この時得られた $\{\tilde{e}_{A}\},$ $\{e_{A}\}(1\leq A, B.\cdots\leq 4)$ に対してその dual frames を各々

$\{\tilde{\theta}_{A}\},$ $\{\theta_{A}\}$ と表し、 さらに、 connection forms を $\{\tilde{\theta}_{AB}\},$ $\{\theta_{AB}\}$ とする。 このようにして得

られた 1-formsを用いて、 さらに
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(1.4) $\omega_{\alpha}=\theta_{21}+i\alpha-\theta_{2}\alpha$

$\omega_{\alpha\beta}=\theta_{2\alpha-1}2\beta-1+i\theta_{2\alpha}2\beta-1$

とすると、 $\{\omega_{\alpha}\}$ は unitary l-form, $\{\omega_{\alpha\beta}\}$ はその unitary connection form となり、構造方程

式 (1.1) を満たす。 また (1.3) をもちいて次の関係式を得る。

(1.5) $\theta_{1}+i\theta_{2}=cos(\frac{\alpha}{2})\omega_{1}+sin(\frac{\alpha}{2})\omega_{2}$

$\text{ハノ_{}3}\text{バ}+i4=sin(\frac{\alpha}{2})\omega 1-cos(\frac{\alpha}{2})\omega_{2}$

$\tilde{\theta}_{12}=i(cos^{2}(\frac{\alpha}{2})\omega_{11}-sin^{2}(\frac{\alpha}{2})\omega_{22})$

(1.6) $\tilde{\theta}_{34}=-i(sin(_{2}2)\omega 11-cos^{2}(\frac{\alpha}{2})\omega_{22})$

$\tilde{\theta}_{13}+i\tilde{\theta}_{2}3=-\omega 12-\frac{1}{2}(d\alpha-sin(\alpha)(\omega_{11}+\omega_{2}2))$

$\tilde{\theta}_{14}+i\tilde{\theta}_{2}4=i(\omega_{12}-\frac{1}{2}(d\alpha-sin(\alpha)(\omega_{1}1+\omega_{22})))$

各 formsのMへの制限を、 同じ文字で表すと

$\tilde{\theta}_{3}=\tilde{\theta}_{4}=0$

となる。 ここで\mbox{\boldmath $\phi$} $=\tilde{\theta}_{1}+i\tilde{\theta}_{2}$ と置き、 (1.5) の外微分を考えると、 $\mathrm{M}$上, 局所的に定義され、

複素数に値をとる滑らかな関数 a 、
$\mathrm{c}$が存在して次を満たす式が得られる。

(1.7) $d\alpha+sin(\alpha)(\omega_{1}1+\omega_{2}2)=2a\phi$

$\omega_{12}=c\overline{\phi}$
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(1.7) をさらに外微分することにより、 可積分条件として次の式が得られる。

$d\alpha=a\phi+\overline{a}\overline{\phi}$

(1.8) $(da-ia \tilde{\theta}_{12})\wedge\phi=-\{|a|^{2}cot(\alpha)+\frac{3}{4}\rho\sin(2\alpha)\}\phi\wedge\overline{\phi}$

$(dC+3i_{C}\tilde{\theta}12)\wedge\overline{\phi}=-\cot(\alpha)aC\phi\wedge\overline{\phi}$

$K=(1+3\cos 2(\alpha))\rho-2(|a|^{2}+|C|^{2})$

(注. (1 $.8)_{1}$はケーラー角度に関する式、 $(1.8)_{2,3}$は Codazziの式、 (1.8)4は Gauss の式である。)

\S 2. 曲面の局所存在定理と主定理の証明

$\mathrm{M}$ の任意な点 $\mathrm{P}$の近傍 U において、 isothermal coordinate $\{z\}$ を考える。 ある正値関数

$\lambda$に対して、計量は $ds^{2}=\lambda^{2}|dz|^{2}$ と表される。 この時、 $\phi=\lambda dz$ となる。 さらに、 ある局

所複素数値関数 Sを用いて

$\tilde{\theta}_{12}=i(s\phi-\overline{s}\overline{\phi})$

と置く。 (1.8)式は次のようになる。

(2.1) $\frac{\partial\lambda}{\partial z}=-\lambda^{2}s$

(2.2) $- \frac{1}{\lambda}\frac{\partial s}{\partial\overline{z}}+2|s|^{2}-\frac{1}{\lambda}\frac{\partial s}{\partial z}=-\frac{K}{2}$

(2.3) $\frac{1}{\lambda}\frac{\partial c}{\partial z}=3cs-\omega t(\alpha)ac$

(2.4) $\frac{1}{\lambda}\frac{\partial a}{\partial\overline{z}}=a\overline{s}+|a|^{2}cot(\alpha)+\frac{3}{4}\rho sin(2\alpha)$
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(25) $\frac{1}{\lambda}\frac{\partial\alpha}{\partial z}=a$

これらは、X内のケーラー角度 $\alpha$ を持つ極小曲面上で成り立つ微分方程式系である。以下、

\alpha 一定とする。 (2.5) より $a=0$ . よって (2.4) より $sin(2\alpha)=0_{\text{、}}$ つまり $\alpha=0$ 又は $\pi/2$
。

$x$は正則でないとしていたので、 $\alpha=\pi/2$ を得る。 (2.1) と (2.3) より

(2.6) $\frac{\partial(\lambda^{3}c)}{\partial z}=0$

ここで、我々は $\mathrm{c}$ に関する情報が欲しい。 $h=(h_{ij}^{\alpha})$ を第 2基本形式の係数とすると、

$V_{11}= \sum h_{11\alpha}^{\alpha}\tilde{e}$ , $V_{12}= \sum h_{12\alpha}^{\alpha}\tilde{e}$

は等長極小はめ込みの不変法ベクトル場である。 ここでは、

$V_{11}=- \frac{1}{2}(_{C+\overline{C}})\tilde{e}_{3}+\frac{i}{2}(c-\overline{c})\tilde{e}4$ , $V_{12}=- \frac{i}{2}(_{C}-\overline{c})\tilde{e}3+\frac{1}{2}(c+\overline{c})\tilde{e}_{4}$

となり、 $<V_{11},$ $V_{12}>=0$ , $||V_{11}||=||V_{12}||=|c|^{2}$ が得られる。 もし、 $\mathrm{M}$上 c $=0$ ならば、

$\mathrm{K}$は–定となる。 $\text{よ_{っ}てある近傍^{で}}$ $c>0$ としてよい。 このことから、我々は法ベクトルを

次のように取り替える。

$\tilde{e}_{3}=\frac{V_{11}}{||V_{11}||},\tilde{e}_{4}=\frac{V_{12}}{||V_{12}||}$

この新しい frameに関して $(c-\overline{c})=0$ となる。 この時、 (2.6) を用いると $\lambda^{3_{C:co}}nSt(=$ んと

おく) となる。 –方、Gaussの式 (1.8)4より

$K=- \frac{4}{\lambda^{2}}\frac{\partial^{2}log\lambda}{\partial z\partial\overline{z}}=\rho-2c^{2}$
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ここで、 $c=k/\lambda^{3},$ $f=2log\lambda$とおくと、

(27) $\frac{\partial^{2}f}{\partial z\partial\overline{z}}=k^{2}e^{-2f}-\frac{\rho}{2}e^{f}$

を得る。 これは、 Cauchy-Kovalevskaya の定理により、解を持つ (Spivak V等参照)。

今、 $k>0$ を任意に与え、 $R^{2}$の座標系を $\{z\}$ とし、 ある開集合U上での (2.7) の解を $f(k)$ と

し、 これを用いて\mbox{\boldmath $\lambda$}(k) $=exp(f/2),$ $c(k)=k/\lambda 3$ と置く。 U上に Riemannian metric $ds^{2}=$

$\lambda^{2}|dz|^{2}$を定義する。 さらに、 これらを用いて次のように定義する。

$\omega_{1}=\frac{1}{\sqrt{2}}\phi$

$\omega_{2}=\frac{1}{\sqrt{2}}\overline{\phi}$

(2.8) $\omega_{11}=-i\tilde{\theta}_{12}$

$\omega_{22}=i\tilde{\theta}_{12}$

$\omega_{12}=-\overline{\omega}21=C\overline{\phi}$

ここで

$\tilde{\theta}_{12}=-\frac{i}{\lambda^{2}}\frac{\partial\lambda}{\partial z}\phi+\frac{i}{\lambda^{2}}\frac{\partial\lambda}{\partial\overline{z}}\overline{\phi}$

である。 これらは、U上で定義されて、構造方程式 (1.1) を満たす。次の曲面のはめ込みの存

在定理はEschenburg, Gaudalupe, Tribuzy [1] による。

定理 2.1 [1] Xを–定な正則断面曲率 $4\rho$をもつ複素 2次元ケーラー多様体とし、 $(\mathrm{M}, d_{S^{2}})$

を単連結な 2次元Riemannian 多様体とする。 $\mathrm{M}$ 上定義された $1-formS\{\omega_{1},\omega_{2}, \omega_{11},\omega_{2}2,\omega 12\}$
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が構造方程式 (1.1) を満たし、 ds2=\mbox{\boldmath $\omega$}1\mbox{\boldmath $\omega$}1+\mbox{\boldmath $\omega$}2\mbox{\boldmath $\omega$}2であるならば、等艮写像 $x:\mathrm{M}arrow \mathrm{X}$ と $x$

に沿った unitary frame $\{E_{1}, E_{2}\}$ が存在し、この時、 $\{\omega_{1},\omega_{2}\}$ は $\{E_{1}, E_{2}\}$ の unitary coframe

であり、 $\{\omega_{11},\omega_{22}, \omega_{1}2\}$ は $\{\omega_{1},\omega_{2}\}$ に関する unitary connection form になる。

この存在定理により、我々は「主定理」 を得る。
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