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概要

$\mathrm{C}P^{1}$ -submodel とは, $\mathrm{C}P^{1}$ -model における運動方程式を 2つの方程式に
分解することでえられるものである. 本稿では, それを幾何学的に導くこと
で Grassmann model ヘ–般化し、 さらにその submodel の無限個の保存カレ
ントをもとめることを目的とする. なおこの研究は藤井–幸氏, 鈴木達夫氏
との共同のものである.

$0$ 導入

Alvaeez, Ferreira, Gutllen は高次元可積分系への新しい手法を提唱した. そして、
その手法を $(1+\underline{9})$ 次元のミンコフスキー空間上の $\mathrm{C}P^{1}$ -model及び, $\mathrm{C}P^{1}$ -submodel
へ適応し, その解や無限個の保存カレントについて考察した [3]. $\mathrm{C}P^{1}$ -submodel
とは $\mathrm{C}P^{1}$ -model の運動方程式 (非線型微分方程式)

$(1+|u|^{2})’\partial^{\mu}\partial_{\mu}u-2\cdot\overline{u}\partial^{\mu}\prime u’\partial_{\mu}u=0$

for $u:M^{\mathrm{l}_{-}+2}.arrow \mathrm{C}$

に対し, これを分解した形の非線型連立微分方程式 (submodel の方程式という)

$\partial^{\mu}\partial_{\mu’}u=0$ and $\partial^{\prime\mu}u\partial_{\mu}\mathfrak{l}x=0$

を考えることをいう. 彼らの手法を用いて, submodelの概念を–般化して (ここで

一般化とは, ミンコフスキー空間の次元を上げる, または $\mathrm{C}P^{1}$ をグラスマン多様
体へ拡張することを示す), 無限個の保存カレントを求めることは困難である [6].
そこで我々は彼らとは異なる方法により, $\mathrm{C}P^{1_{- \mathrm{S}}}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}1$ の方程式を導く. 我々の
手法では容易に上の意味で–般化することができ, 無限個の保存カレントも求め
ることができる.
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1 準備

ここでは Nonlinear Grassmann Sigma rnodel を定義するために必要な数学的準
備をする. まず $M(m, \gamma\iota, \mathrm{c})$ を $rn\cross n$行列の全体とし, $I$及び $0$ をそれぞれ $n\cross \mathit{7}l_{\mathrm{r}}$ の

単位行列, 零行列, 1’及び $0’$ を $(N-\uparrow l)\cross(N-n)$ の単位行列, 零行列とする. 次に
$\mathrm{C}^{\mathrm{N}}$ 内の $n$ 次元部分空間全体のなすグラスマン多様体 $G_{n,N}(\mathrm{C})$ を考える. $G_{n,N}(\mathrm{C})$

の元である $n$ 次元部分空間 $V$ に対して、 $\mathrm{C}^{\mathrm{N}}$ 内での $V$ への射影 $P_{1/^{r}}$ を対応させる
ことにより, グラスマン多様体を射影行列を使って表すことができる.

$G_{n,N}(\mathrm{C})=\{P\in\Lambda f(N, N;\mathrm{c})|P2=P, P^{\uparrow}=P, \mathrm{t}\mathrm{r}P=n\}$. (1.1)

また, グラスマン多様体を等質空間として表示すると,

$G_{n.N}(\mathrm{C})$ $=$ $\{U\cdot U^{\uparrow}|U\in U(N)\}$ $(].2)$

$\cong$ $\frac{U(N)}{U(n)\cross U(N-\gamma\iota)}$ (1.3)

となる. このグラスマン多様体の局所座標表示をしてみよう. $\in G_{n,N}(\mathrm{C})$ の

近傍は $Z\in M(N-n, n_{\backslash }, \mathrm{c})$ を用いて,

$P_{0}(z)=$ (14)

となる. すなわち, これは $n$ 次元部分空間 $[]$ に対する射影行列である.
一般の元 $P=UU^{\uparrow}\in G_{n,N}(\mathrm{C})$ に対して $P$ の近傍は $P(Z)=UP_{0}(Z)U^{\uparrow}$

と局所表示することができる.

2 Nonlinear Grassmann Sigma model
Nonlinear Grassmann Sigma rnodel を定義し, その性質を調べよう. $-vI^{1+m}$ を

$1+m$ 次元ミンコフスキー空間とする。 ミンコフスキー計量は $x=$ $(x0, \ldots , \backslash x_{?n})\in$

$\mathit{1}\mathcal{V}I^{1+m}$ に対し, $x^{\mu}x_{\mu}=(X_{0}\dot{)}^{2}-(x_{1})^{2}-\cdots-(x_{m})^{2}$ とする. Nonlinear Grassmann
Sigma model は次の作用積分により定義される;

$A(P) \equiv\frac{1}{2}\int d^{1+\mu}m_{X\mathrm{t}}\mathrm{r}\partial P\partial\mu P$ (2.1)

ここで

$P:M^{1+m}arrow G_{n,N}(\mathrm{C}.)$ , $\partial_{\mu}=\frac{\partial}{\partial x_{\mu}}$ .

この作用積分に対するオイラー. ラグランジュ方程式を解くことにより, 運動方
程式 (非線型微分方程式)

$0=[P, \partial_{\mu}\partial\mu P]=[P, \square P]$ $(2.2)\backslash$
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を得る $(\square :=\partial_{\mu}\partial^{\mu}=(\partial 0)2-\cdots-(\partial_{m})^{2})$ . さらに (2.1) は $SU(N)$ の作用で不変
であることより, ネーターカレント

$[\partial_{\mu}P, P]$ (23)

を得る. これが保存されることは,
.

$\partial^{l^{l}}[\partial_{\mu}P, P]=[\coprod P, P]=0$ からわかる. 以上の
ことを \S 1でもとめたグラスマン多様体の局所座標 $Z$ を使って表す. 作用積分は

$A(Z)= \int d^{1+m_{X\mathrm{t}}}\mathrm{r}(I+Z^{\uparrow}Z)-1\partial^{\mu}Z\dagger(I’+zz\dagger)^{-1}\partial_{\mu}z$ (2.4)

となり, 運動方程式は

$\partial^{\mu}\partial_{\mu}Z-2\partial^{\mu}Z(I+Z^{\uparrow}Z)^{-1}Z^{\dagger_{\partial_{\mu}}z}=0$ (25)

となる.

example: 例として $\mathrm{C}P^{N_{-}}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}1$ (つまり $G^{\mathrm{t}}\perp_{4},’\backslash r+1(\mathrm{C})$-model) の場合を考える. こ

の場合は局所座標を用いて具体的にネーターカレント (2.3) の各行列成分をかくこ
とができる. 一般のグラスマン多様体の場合は運動方程式など見ればわかるように,

逆行列を含むため ( $\mathrm{c}P^{N_{-\mathrm{n}}}1\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}1$では、 それがスカラーになる) 具体的に求めるの

は容易ではないことに注意しよう. まず, $\mathrm{C}P^{\mathrm{A}}’\backslash r$ の局所座標を $\mathrm{u}=(\prime u_{1}, \ldots, u_{N})^{t}\in$

$\mathrm{C}^{N}arrow[]\in \mathrm{C}P^{N}$ とすると, 作用積分は

$A( \mathrm{u})=\int d^{1+m_{X}}\frac{(]+\mathrm{u}^{\uparrow}\mathrm{u})\partial^{\mu}\mathrm{u}\partial_{l^{4}}\dagger-\partial^{\mu}\mathrm{u},.\mathrm{u}\mathrm{u}\dagger_{\mathrm{u}\mathrm{u}\partial_{J}}\dagger}{(1+\mathrm{u}\uparrow \mathrm{u})^{2}}$ . (2.6)

運動方程式は

$(1+\mathrm{u}^{\uparrow}\mathrm{u})\partial\mu\partial_{\mu}\mathrm{u}-\underline{9}\mathrm{u}\partial_{\mu}\dagger \mathrm{u}\partial^{\mu}\mathrm{u}=0$ . (2.7)

そしてネータ一カレソトは

$\frac{1}{(1+\mathrm{u}\dagger \mathrm{u}\mathrm{I}^{2}}$

(2.8)

となる. ここで $J_{\mu}=\partial_{\mu}\mathrm{u}\uparrow \mathrm{u}-\mathrm{u}^{\uparrow}\partial \mathrm{u}\mu$ とした.

3 Submodelの定義及び性質
ここでは submodel の方程式がどのように導かれるかを示し, いくつかの性質を

述べる. $P\in G_{n,N}(\mathrm{C})$ を $n$ 次元部分空間 $V\subset \mathrm{C}^{N}$ に対する射影とする. この時
$V\otimes^{-}V\subset \mathrm{C}^{\Lambda^{r}}\otimes \mathrm{C}^{N}$ に対する射影は $P\otimes P$ であり、 これは $G_{n^{2},N^{2}}(\mathrm{C})$ の元になる
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(この写像 $P-*P\otimes P$ は Segre 写像とよばれる). この $P\otimes P$ が $c_{\tau 2}n,N^{\mathit{2}}$ (C)-rnodel
の解になる条件, つまり

$[P\otimes P, \square (P\otimes P)]=0$ (3.1)

を考えてみる. この方程式 (3.1) を書き直すと,

[P. $\square P$ ], $\otimes P+P\otimes[P, \square P]+[F^{)}, \partial_{l}{}_{\iota}P]\otimes\partial^{\mu}P+\partial^{\mu}P\bigotimes_{-}[P, \partial_{\mu}P]=0$ (3.2)

となる. そこで, もし $P$ が次の二つの方程式

[ $P$, 口 $P$ ] $=0$ , (3.3)

$[P.\partial_{\mu}P]\text{ノ}\otimes\partial^{\mu}P+\partial^{\mu}P\otimes^{-}[P, \partial_{\mu}P]=0$ (3.4)

を満たすと仮定すると (3.1) が成立する. 実はその逆も成立することが各局所座標
系で確かめることができる ((3.3) and $(3.4)\Leftrightarrow(3.1)$). そこで

定義 3.1. (3.3), $(\mathit{3}.\text{ノ_{}f})$ を満たす $P$ に基づく Nonlinear Grass $rna\uparrow\overline{\iota}n$ Sigma model を
その submodel と呼ぶ. そして (63.3), $(\mathit{3}.\text{ノ_{}f}.)$ を submodelの方程式と呼ぶ事にする.

submodel と呼ぶのは (3.3) を満たすからであり, よって { $G_{n,N}(\mathrm{c})-\mathrm{S}\mathrm{U}\mathrm{b}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}$ の

解空間 } $C$ { $G_{n},\text{い}$ $(\mathrm{C})$-model の解空間} が成立する. submodel の性質を調べていこ
う. まず submodel の解 $P$ は (3.1) を満たすが, 実は $=$

[\otimes P, 口 $\otimes P$ ] $=\mathit{0}$ $(3.\acute{0})$

を満たす事がん $=2$ の場合と同様にしてわかる. つまり $P$ を $\mathrm{k}$ 回テンソルしたもの

が $G_{n^{k},N^{k}}(\mathrm{C})- \mathrm{m}o\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}$ . の解をあたえることになる. また $\otimes^{\wedge}Pk$ を $G_{r\iota^{k},N^{k}}(\mathrm{C})$-model の
ネーターカレントに代入すれば次のように保存カレントを得る.

定理 3.2. submodelは次の無限個の保存カレントを持つ ;

$[\partial_{\mu}\otimes Pk, \otimes P]k$ . (foranyk) (3.6)

この保存カレントを $k$ 次のテンソルネーターカレントと呼ぶことにしよう.

submodelの方程式を局所表示してみよう. $G_{n,N}(\mathrm{C})$ の局所座標 $Z$ を使うと (3.3),
(3.4) は次のようになる;

$\partial^{\prime\mu}’\partial Z\mu=0$ and $\partial^{\prime\mu}Z\otimes\partial_{\mu}Z=0$ (3.7)

また $Z=(z_{ij})\in M(N-n, n_{\backslash }, \mathrm{c})$ とおくと, (3.7) は

$\partial^{\mu}\partial_{\mu}z_{ij}=0$ and $\partial^{\mu}zij\partial\mu zkl=0$ $(1 \leq i, k\leq N-n, 1\leq j, l\leq n)$ (3.8)
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となる. 特に $\mathrm{C}P^{1}$ -submodel の方程式は

$\partial^{\mu}\partial_{\mu}u=0$ and $\partial^{\mu}u\partial_{\mu}u=0$ (3.9)

となる. このように我々の submodel の定義は Alvarez, Ferreira, Guillen の $\mathrm{C}P^{1}-$

submodel の–般化となっている. また $\mathrm{C}P^{1}$-submodel方程式 (3.9) は数理物理学で
はよく知られたものであり, 解の構成方法なども研究されている $[2],[.3],[l]’.[\mathrm{s}],[9]$ .

4 $\mathrm{C}P^{N}$-submodelの保存カレント
以下では, $\mathrm{C}P^{N}$-submodel の場合についてのみ考えるとし, \S 3での無限個の保

存カレントを具体的にもとめてみる (一般のグラスマン多様体の場合はネーター
カレントの時と同じで逆行列を持つため複雑になってしまう). $\mathrm{C}P^{N}$ の局所座標
を \S 3の $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}$ のように $\mathrm{u}=$ $(|x_{1}, . :. , u_{N}.)^{t}$ とする. subrnodel 方程式は

$\partial^{\mu}\partial_{\mu}\prime u_{i}=\mathit{0}$ and $\partial^{\mu},u_{i}\partial_{\mu}u_{j}=\mathit{0}$ $(1 \leq i,j\leq \mathrm{N})$ (4.1)

となる. (3.6) をもとめるためには, まず $\otimes kP\in \mathrm{c}P^{(N)^{k}-1}+1$ を具体的に書く必

要がある. $P$ を $[]$ に対する射影とすると, $\otimes kP$ は $\mathrm{C}^{(N+1}$ ) $k$

内の 1次元部分空
間 ($\S k[]$ に対する射影であるので, $\mathrm{c}P^{(+1)-}Nk1$ の局所座標を $\mathrm{U}_{k}$ として $\mathrm{U}_{k}=$

$(u_{1}, \ldots u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{N,\text{。。}}. , u_{1}^{k_{1}}\cdots u_{N}^{k}\mathrm{A}^{\tau}, \ldots)$ が $\otimes P\underline{k}$ に対する局所座標表示となる. こ

こで $u_{1}^{k_{1}}\cdots u_{N}^{k_{N}}$ は $k!/\{(k-k_{1}-\cdot\cdot\cdot-k_{N})!k_{1N} ! \cdots \text{ん}!\}$ 個現れている $((1+u_{1}+$
. . . $+\cdot u_{N})^{k}$ を考えよ). そこでテンソルネ一 $\text{タ}$一カレントは (2.8) で $\mathrm{u}$ を $\mathrm{U}_{k}$ に代
えたものを計算すればよく次の命題を得る.

命題 4.1. 多重添字を使って $\mathrm{u}^{\mathrm{P}}=\mathrm{u}^{(p_{1}\ldots.,p_{N}}$ )
$=u_{1}^{p_{1}\ldots p_{N\mathrm{Q}}}u\overline{\mathrm{u}}N’=\overline{\mathrm{u}}^{(q_{1)}q_{N}}’\ldots$ )

$=$

$\overline{u}_{1}^{q_{1}}\cdot$ . 覗劉とし, $|\mathrm{P}|=p_{1}+\cdots+p_{N},$ $|\mathrm{Q}|=q_{1}+\cdots+q_{N}$ とすると, ($\mathit{3}.(_{J}^{\urcorner})$ の

各行列成分は重複したものを除けば次のようになる ;

$J_{(\mathrm{P},\mathrm{Q})}^{k}=; \mu\frac{k(\partial_{\mu}\mathrm{u}\mathrm{u}-\uparrow \mathrm{u}\dagger\partial_{\mu}\mathrm{u})\mathrm{u}\mathrm{P}\overline{\mathrm{u}}^{\mathrm{Q}}+(1+\mathrm{u}^{\mathrm{t}_{\mathrm{u})}\mathrm{p}}(\partial \mathrm{u}\overline{\mathrm{u}}^{\mathrm{Q}}-\mu \mathrm{u}^{\mathrm{p}}\partial\mu\overline{\mathrm{u}}^{\mathrm{Q}})}{(1+\mathrm{u}\dagger \mathrm{u})^{k1}+}$

$(/_{-}\iota.2)$

$0\leq|\mathrm{P}|\leq k,$ $0\leq|\mathrm{Q}|\leq k$ .
そして $\partial^{\mu}\prime J^{k}$

$=\mathit{0}$ が成立する.
$(\mathrm{P},\mathrm{Q});\mu$

無限個の保存カレントといっても線形独立なもののみをとりだす必要があるの
で, $J_{(\mathrm{P},\mathrm{Q});}^{k}\mu$ らの関係を調べてみると実は次の関係式が成り立つ.

命題 4.2.

$J_{()^{)}}^{(m-} \mathrm{K},\mathrm{L}p.\cdot\mu=\sum_{p0\leq|\mathrm{Q}|\leq}\ldots\frac{p!}{(\mathit{1}^{J}-q1-q_{N})!q1!\cdots q\mathit{1}\mathrm{v}^{\tau}!}J_{(+\mathrm{Q}\mathrm{L}}^{\gamma}\rho \mathrm{t}\mathrm{Q}\mathrm{K},+);’$

”
$(0\leq p\leq m)$ (4.3)

ここで $J_{(0}^{0},0$ ) $;\mu=0$ としている. よって $(m-1)$ 次までのテンソルネーターカレン
トは $m$ 次のテンソルネーターカレントの–次結合で表せる.

188



さて、上記のように無限個の保存カレントが得たのであるが, もう少し–般的な
形で保存カレントをもとめることができる. カレントとは $M^{1+m}$ 上の 1形式であ
るので, $\mathrm{C}P^{\mathit{4}^{\backslash }\mathit{1}}-$ 上の 1形式を引き戻したもので保存カレントとなるものをもとめて
みよう. $\emptyset-=\sum fi$ ( $\mathrm{u},\overline{\mathrm{u}}\mathrm{I}^{d}u_{i}+g_{i}(\mathrm{u},\overline{\mathrm{u}})d\cdot\overline{\mathcal{U}}_{i}$ を $\mathrm{C}^{N}$ 上の 1形式として, $\mathrm{u}:M^{(1+}’ n$)

$arrow$

$\mathrm{C}^{N}\subset \mathrm{C}P^{N}$ を submodel の解とする. $\phi$ を $\mathrm{u}$ で引き戻した $M^{1+m}$ 上の 1形式 $\mathrm{u}^{*}\phi=$

$\sum f_{i}(\mathrm{u}(.X),\overline{\mathrm{u}}(x.))\overline{\partial}_{\mu}ui+g_{i}(\mathrm{u}(X.\mathrm{I},\overline{\mathrm{t}1}(x))\partial_{\mu}\overline{u}_{i}$ に $\partial^{\mu}$ を作用させて $0$ となる条件を (4.1)
を使ってもとめれば次の定理をえる ;

定理 4.3. $\mathrm{u}$ を su\’omodelの解とし, $\mathrm{C}^{N}$ 上の 1形式 $\phi=\sum f_{i}du_{i}+\mathrm{g}’ d\overline{u}_{i}$ が次を満
たすとする,

$\frac{\partial f_{i}}{\partial\overline{?x}_{j}}+\frac{\partial g_{j}}{\partial_{U_{i}}},.=0$ $(0\leq i,j\leq N)$ . $(4.4)\backslash$

この時, $\mathrm{u}^{*}\mathrm{c}\acute{p}=\sum f_{i}\partial_{\mu}u_{i}+g_{\mathrm{i}}\partial_{\mu}\overline{u}_{i}$ は保存カレントになる, (globalには各局所座標
で上の式を満たせばよい)

$\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{p}]\mathrm{e}.1:f_{i},$
$g_{\dot{\prime}}$. をそれぞれ $\mathrm{C}^{N}$ 上の正則関数, 反正則関数とすると (4.4) を満

たす.

example.2: $F(\mathrm{u},\overline{\mathrm{u}})$ を $\mathrm{C}^{N}$ 上の $C^{2}$ 級関数として, $f_{i}=\partial F/\partial u_{i},$ $\mathit{9}:=-c^{-}‘ lF/\overline{\partial}\overline{u}_{i}$

とすると, (4.4) を満たす. 実はテンソルネーターカレント (3.6) はこのタイプであ
る.

example 3: $\mathrm{C}P^{1}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}1$ の場合について考える. $\mathrm{C}$ 上 1形式を $\acute{\varphi}=fdu+\mathit{9}d\overline{u}$ と
すると (4.4) は $\partial f/\partial\overline{u}+\partial g/\partial u=0$ となるが, ボアンカレの補題より, ある $C^{2}$ 級関
数 $F(u,\overline{?x})$ が存在して $f=\partial F/\partial u,$ $g=$ -\partial F/磁とかける. すなわち $\mathrm{C}P^{1}$-submodel
の保存カレントは example2のタイプしかなく

$\frac{\partial F}{\partial u}\partial_{\mu}u-\frac{\partial F}{\partial\overline{?l}}\partial_{\mu}\overline{u}$

$(4.\{-))\backslash$

が任意の保存カレントとなる 4

5 考察

submodel に関して今後研究すべきことをいくっか挙げておこう ;

$\bullet$ Nonlinear Grassrnann Sigma model において subinodel の果たす役割

$\bullet$ submodel方程式をあたえる作用積分の構成

$\bullet$ 保存カレントにおけるテンソルネーターカレントの果たす役割

$\bullet$ (すべての) 解の構成法 $[^{\underline{\mathrm{Q}}}],[3],[7],[8],[9]$

$\bullet$ 一般の Nonlinear Sigma model への拡張 [10]
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