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ここでは, ある種の関数空間のコンパクト化や集合論関数から成る無限次元位相多様

体について研究し, これらに関する課題についても述べる.

$0$ . 定義.

始めに定義を述べておく. 空間 Eが与えられたとき, 局所的に $E$と同相 $(\approx)$ である空間

を $E$-多様体と呼ぶ. 空間の組 $(E, F)$ に対して $(M, N)$ が $(E, F)$-多様体であるとは, 任意

の x\in Mに対して, $x$の Mでの開近傍 $U$と Eの開集合 Vで $(U, U\cap N)\approx(V, V\cap F)$ を満た

すものが存在するときを言う. ここでは, この空間 Eとして, Hilbert立方体 $Q=[-1,1]^{\infty}$

やその $\mathrm{p}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{d}\sigma_{-}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r}$ $s=(-1,1)\infty$ , Hilbert 空間 $\ell_{2}(A)$ (但し, $A$ は無限集合) を主に

扱う.

以下, (X,のと $(\mathrm{Y}, d’)$ を距離空間, $\mathrm{I}=[0,1]$ を閉区間, $\mathrm{R}$ を実数直線, $\overline{\mathrm{R}}=[-\infty, \infty]$

を拡張された実数直線とする. 積空間 $X\mathrm{x}\mathrm{Y}$ に次の距離 $\rho$ を与える:

$\rho((x^{y)},, (x’,y)’)=\max\{d(x,x’), d^{(y}/,y)/\}$ .

$2^{X}$ と $\exp(x)$ により, それぞれ $X$ の空でない閉部分集合から成る巾空間と, $X$ の空で

ないコンパクト部分集合から成る巾空間を表わし, 次の無限大も許す距離 $d_{\mathrm{H}}$を持つもの

とする:

$d_{\mathrm{H}}(E,$
$F^{)\max\{_{\mathrm{S}\mathrm{u}}\mathrm{p}}=z\in Ed(_{\mathcal{Z}}, F)_{\mathrm{S}\mathrm{u}_{F}^{\mathrm{p}}},d(z, E)\}$

.

集合値関数 $\varphi:Xarrow \mathrm{Y}$ が上半連続 $(\mathrm{u}\cdot \mathrm{s}\cdot \mathrm{c}\cdot)$ であるとは, 任意の Yの開集合 Uに対して

$\{x\in X|\varphi(x)\subset U\}$ が Xの開集合になるときを言う. 各\mbox{\boldmath $\varphi$}(x) が空でないコンパクト集

合となる上半連続関数\mbox{\boldmath $\varphi$}: $Xarrow \mathrm{Y}$ 全体を $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}(X,\mathrm{Y})$ と表わし,

USCC$(x,\mathrm{Y})=$ { $\varphi\in \mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{c}(x,$ $\mathrm{Y})|$ each $\varphi(x)$ is connected}
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とする. 更に, Xがコンパクトでない場合には,

$\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}_{B}(x,Y)=$ { $\varphi\in \mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{c}(x,Y)|\bigcup_{x\in X^{\varphi}}\mathrm{t}x)$ is bounded},

$\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{C}_{B}(x,Y)=\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{c}_{B^{(X}},Y)\cap \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{C}(x,\mathrm{Y})$

を考える. 各々の\mbox{\boldmath $\varphi$}\in USC(X, $Y$) をそのグラフと同-視することにより USCtX, Y) を
$2^{X\mathrm{x}\mathrm{Y}}$ の部分空病と見なす. Xがコンパクトでない場合でも, $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}_{B}(x,Y)$ 上では, \rho Hは

距離になる. また, $\mathrm{Y}=\mathrm{R}$ の場合は, 簡単のために, US$\mathrm{C}\mathrm{C}_{B}(x)=\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{c}_{B}(x,\mathrm{R})$ など

と表記する.

1. 関数空間の (局所) コンパクト化.

コンパクト距離空間 X上の関数空間の (局所) コンパクト化について考える. まず, $X$

上の実数値連続関数から成る Banach空間に通常の norm を与えたものを $\mathrm{C}(X)$ とおく.

この時, $\mathrm{C}(X)$ は $s$ と同相である ( $[\mathrm{A}\mathrm{n}_{1}]$ , [Ka]). また, $Q$ は $s$ の自然なコンパクト化であ

るから, $Q$ は $\mathrm{C}(X)$ のコンパクト化であると言えるが, 次の問題を考えたい :

問題 1. $Q$ と同相になる $\mathrm{C}(X)$ の自然なコンパクト化はどんなものか?

Fedorchuk $\mathrm{F}^{\mathrm{e}_{2}}|$ は, Xが孤立点を持たない局所連結コンパクト距離空間のときに, $\mathrm{C}(X)$

の $2^{X}$ xRでの閉包 $\mathrm{C}_{\mathrm{H}}(X)$ が USCC$(x)$ と-致することを示し, 次を証明した :

定理 1[Fe2]. Xが無限の点を含む局所連結コンパクト距離空間ならば, $\mathrm{C}_{\mathrm{H}}(X,\mathrm{I})\approx Q$

であり, $\mathrm{C}_{\mathrm{H}}(X)\approx Q\backslash \{\mathrm{p}\mathrm{t}\}$ である. よって, $\alpha(\mathrm{C}_{\mathrm{H}}(X))\approx Q$ .

ここで $\alpha(\mathrm{C}_{\mathrm{H}}(X))$ は $\mathrm{C}_{\mathrm{H}}(X)-$ の Alexandroffの 1点コンパクト化を表す. 更に, 彼は次の

問題を提起した :

問題 2[Fe2]. Xが無限の点を含む局所連結コンパクト距離空間のとき f 次が成立するか ?

$(\alpha(\mathrm{c}_{\mathrm{H}}(X)),$ $\mathrm{c}(X^{))}\approx(Q,S)$

上の 2つの問題にに対する解答を与える. まず, 問題 1に対し, $\mathrm{C}(^{\backslash }X)$ の $2^{X}$ xRでの閉

包-C(X) を考えれば良いことがわかった. すなわち, 次の結果が得られた :
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定理 2[SU2]. Xが無限の点を含む局所連結コンパクト距離空間のとき,

$(\overline{\mathrm{C}}(x), \mathrm{c}(X))\approx(Q,S)$ .

これを適用して問題 2も肯定的に解決することができる. 上の定理において, Xが孤立点

を持たなければ, $\overline{\mathrm{C}}(X)=\mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{C}(x,\overline{\mathrm{R}})$ となる.

無限次元トポロジーにおいて, コンパクト $n$-多様体 M上の同相写像群 $\mathrm{H}(M)$ は非常

に関心が持たれる関数空間である. その中で次は重要な問題である :

問題 3(cf. [We]). $\mathrm{H}(M)$ は $\ell_{2}$ -多様体となるか?

$n=1$ の場合は $[\mathrm{A}\mathrm{n}_{3}]$ により, $n=2$ の場合は $[\mathrm{L}\mathrm{M}]+[\mathrm{G}\mathrm{e}]+[\mathrm{T}\mathrm{o}_{1}]$ により, それそれ肯定

的に解決されている. また, Mがコンパクト Q多様体のときも, 同様に解決されてい

る ([Fer], [To2]). しかし, $\infty>n>2$ のときは未解決のままである. -方, $\mathrm{H}(M)$ の

$\infty \mathrm{c}\mathrm{p}(M^{2})$ での閉包-H(M) を考えると $\mathrm{H}(M)$ のコンパクト化が得られるが, このとき問題

3を拡張した問題として (解決済みの $n=1,2$ の場合も含めて) 次の問題が考えられる :

問題 4. $(\overline{\mathrm{H}}(M), \mathrm{H}(M))$ は $(Q, s)$ -多様体か ?

別の興味深い関数空間として, コンパクト r\vdash 多様体 M上のレトラクションから成る空

間 $\mathrm{R}(M)$ (孤立点は除かれている) についても研究されている. $n=1$ と $n=2$ の場合

には, それそれ [BS] と [Ca] において, Mがコンパクト $Q$-多様体の場合には, $[\mathrm{C}\mathrm{h}]+[\mathrm{s}\mathrm{a}]$

において, $\mathrm{R}(M)$ が $\ell_{2}$-多様体であることが証明されている. しかし, $\infty>n>2$ の場合

は未解決である. 問題 4と同様に $\mathrm{R}(M)$ の $\mathrm{e}\mathrm{x}_{\mathrm{P}(M^{2})}$ での閉包-R(M) に対し, 次の問題が

提起される :

問題 5. ($\overline{\mathrm{R}}(M),\mathrm{R}(M^{))}$ は $(Q, s)$ -多様体か ?

上の問題 4と 5に取り組み, $n=1$ の場合について結果を得た :

定理 4 $[\mathrm{S}\mathrm{U}_{1}]$ . $G$ が有限グラフならば, ($\overline{\mathrm{H}}(G),$ $\mathrm{H}(G^{))}$ は ($Q$ , s)-多様体である.

定理 5 $[\mathrm{U}\mathrm{e}_{1}]$ . $(\overline{\mathrm{R}}(\mathrm{I}),\mathrm{R}^{(}\mathrm{I}))\approx(Q_{S},)$ .
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2. 距離空間 $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B(}x$) について.

空間 $X=$ ($X$,の距離空間とし, $\mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{c}_{B(X}$) について調べていく.
$\epsilon>0$に対し , E\subset Xが\epsilon -discreteであるとは, 任意の異なる 2点 $x$ ,y\in Eが $d(x,y)\geq\epsilon$

を満たすときを言う. 次の様に完備距離空間 $X$に対して, $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{c}_{B}(X)$ が $\mathrm{A}\mathrm{R}$ となるため

の必要十分条件を与えた :

定理 6[Ue2]. 完備距離空間 (X, $d$) に対して次は同値である :

(1) $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B}(X)$ は $AR$

(2) $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B}(X)$ は局所弧状連結

(3) $\forall\epsilon>0_{f}$ $2\in$-discreteな点列 {x訂,\infty \leftarrow -l \subset Xに対し, $D_{n}=B_{d}(x_{n}, \mathcal{E})$ を開かつ閉集

合の位相和 $D_{tb}=E_{n}\cup F_{n}\cup G_{\iota},\cup G_{n}’$ ($x_{n}\in E_{n}$ for $\forall n$) で表せば, 数列

へ $=\dot{\mathrm{r}\mathrm{n}}\{d_{H}(E\cup G\cup D^{Cc}FGnnn’ n^{\cup}n^{\cup D_{n}})$,

$d_{H}(E_{n}\cup G’\cup DcFn\cup nn’ G/\cup D_{n}c)n\}$

は $0$ に収束しない.

これにより次が得られる :

系 $[\mathrm{U}\mathrm{e}_{2}]$ . Xがコンパクトならば, $\mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{c}_{B(X}$) は $AR$である.

また, 定理 2の逆が示された :

定理 7[SU4]. $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{c}_{B()\approx}x,\mathrm{I}Q$ であることと, Xは無限集合で, コンパクトでかつ局

所連結であることは同値である.

次に, $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B}(X)$ が Hilbert空間と同相になる場合を調べる. Xが–様に局所連結で

あるとは, 任意の\epsilon $>0$ に対し, $\delta>0$ が存在して, 2点 $x$ ,x/\in Xが $d$($x$ ,x‘)<\mbox{\boldmath $\delta$}ならば直

径が\epsilon より小さい連結集合に含まれるときを言う.

定理 8 $[\mathrm{S}\mathrm{U}_{3}]$ . Xがコンパクトでなく, 一様に局所連結であり, 完備距離空間であると
する. このとき, $\mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{c}_{B(X}$) は可分でない Hilbert空間と同相である. 特に, Xが可分の

とき, USCCB $(x)\approx\ell_{2}(2\mathrm{N})$ .
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3. $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{c}_{B}(x)$ のコンパクト化について.

Xは Yの稠密な部分空間とする. 自然に等長な埋め込み $e_{\mathrm{Y}}$ : $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}_{B}(X)arrow \mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{c}_{B}(\mathrm{Y})$

を

$e_{\mathrm{Y}}(\varphi)=\overline{\varphi}^{\mathrm{Y}\mathrm{X}}\mathrm{R}$

により定める. Y\Xが Yで locally non-separatingであるとは, Yの空でない任意の連

結開集合 Uに対し\emptyset \neq U\cap Xが連結のときを言う. Y\Xが Yで locally nom-separating

であるとき,

$e_{\mathrm{Y}}(\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{c}_{B}(x))\subset \mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B}(Y)$

$e_{\mathrm{Y}}(\mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{c}(X,\mathrm{I}))\subset \mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}(Y,\mathrm{I})$

が成り立ち, 次を得る :

定理 9[SU4]. Y\Xが Yで locdly $non_{-}s\varphi amting$なら次は同値.

(1) (USCCtY, I), $\mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{c}(X,\mathrm{I}))\approx(Q,s)$

(2) $(\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B()}Y,\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{c}_{B}(x))\approx(Q\mathrm{x}[0,1),S\mathrm{x}[0,1))$

(3) Yは局所連結でコンパクト、 $X\neq Y_{\text{、}}$ Xは $Y$において $G_{\delta}$ -集合.

距離空間 $X=(X$,のが乃 operty Sを満たすとは, 任意の\epsilon $>0$ に対して, Xが直径が

\epsilon より小さい有限個の連結部分集合により覆われるときを言う. Curtis は巾空間に関する

結果として次を証明している :

定理 10 $[\mathrm{C}\mathrm{u}_{1}]$ . Xが, $(\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{p}(\tilde{x}),\propto \mathrm{p}(X))\approx(Q, s)\text{を満_{たすコ}ンパクト化}\tilde{X}$を持つこと

と, Xが連結で, 局所連結で, 完備距離化可能で, nowhere locally compactで, $p_{7v_{P^{M}y}}$

Sを満たす Xの位相を変えない距離を持つことは同値である.

これに対応するものとして次の結果が得られる :

定理 11 [$\mathrm{S}\mathrm{U}_{4}|$ . 距離空間化可能な空間 Xが, (USCC$(\tilde{X},\mathrm{I}),$ $e\overline{X}(\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{c}(x,\mathrm{I}))$ ) $\approx(Q, s)$

$\text{を満たす距離化可能なコンパクト化}\tilde{X}$を持つことと, Xが完備距離化可能で, コンパクト

でなく, Pmperty Sを満たす Xの位相を変えない距離を持つことは同値である.
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4. 問題.

定理 8と 11により次がそれそれ成り立つ :
$\bullet$ $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B()2}\mathrm{t}\mathrm{o},$$1$ ) $\approx\ell$

$\bullet$ $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B(\mathrm{R})\mathrm{t}2^{\mathrm{N}})}\approx\ell_{2}$

これらからも分かるように $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{c}_{B(X}$) は Xの距離 $d$ にも依存する. 次において, (X, $d$)

による $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B}(X)$ の分類に関する問題について挙げる.

まず, Xがコンパクトで局所連結のとき $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B(x)\approx}Q_{\mathrm{X}}[0,1)$ であった. では

問. Xがコンパクトだが, 局所連結でないとき, $\mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{c}_{B(X}$) はどんな無限次元空間と

同相になるか ? 例えば, USCCB(X)\approx \Sigma であるか ?

上において, $\Sigma=\{(x_{i})_{i}\in Q|\sup_{\dot{l}}|x:|<\infty\}$である.

問. Xがコンパクトで, 局所連結でないとき, $\mathrm{C}(X)$ のコンパクト化としてどの様な空

間が考えられるか ?

更に, Xがコンパクトでない場合については,

問. いっ, $\mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{c}_{B(X}‘$ ) は $\ell_{2}$と同相になるか ?

これに関連すると考えられるものとして次が挙げられる :

定理 12 $[\mathrm{C}\mathrm{u}_{2}]$ . \oplus cp(X)\approx 42であることと, Xが可分で, 連結で, 局所連結で, 完備距

離化可能で, nowheoe looelly compactであることは同値である.

すなわち次が予想される :

問. Xが全有界で, 局所連結で, 完備距離化可能であるならば, USCCB(X)\approx \ell 2であ

るか ?

また, US$\mathrm{c}\mathrm{c}_{B(X}$) が可分にならない場合について,

問. いつ, $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{c}_{B(X}$) は可分でない Hilbe蛇空間 $\ell_{2}(\Gamma)$ と同相になるか ? (定理 8にお

いて ‘L様に局所連結”等の条件は弱められないか)

更に, $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B}(X)$ の元である関数の値域は皿であったが, それを normed linear space
.

Eに置き換え,

$\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{c}_{B}’(X,E)=$ { $\varphi\in \mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}_{B}\mathrm{t}x)|\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{A}\varphi(x)$ is convex}
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と定義したとき,

問. $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{C}’(BEX,)$ について, $\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{c}_{B(X}$) の場合と同様の結果が得られるか ?
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