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以下に述べる内容についてのより詳しいことは現在準備中の論文 $[15]\rangle$

$[16]$ において公表する予定である.

ここでは, $\mathfrak{M}_{\nu}^{3}(c)$ を符号数 $(\nu, 3-\nu)(\nu=1,2)$ をもつ, 定曲率 $c(c=$

$0,$ $\pm 1)$ の 3次元空間形とし, $\mathfrak{M}_{\nu}^{3}(C)$ 内の向き付け可能な時間的曲面が, し

かるべき幾何学的な性質を保ったまま変形できるか否か, といった問題に

ついて考える.

$a=(a_{\mathit{0}}, a1, a2, a3),$ $b=(b_{0}, b_{1}, b_{2}, b_{3})\in \mathrm{R}^{4}$ に対し,

$\langle a, b\rangle_{\iota \text{ノ}},0=-\sum_{1i=}^{\text{ノ}}a_{i}b\iota i+i=\nu\sum aib_{i}3+1$

’

$\langle a , b\rangle_{\nu,1}=-\sum aibi+\nu-1i=0i=\sum^{\mathrm{s}}I\text{ノ}a_{i}bi$ ,

$\langle ab\rangle\rangle IJ,-1=-\sum_{0i=}\nu a_{i}b_{i}+\sum_{+i=\nu 1}$ aib
$3$

i

とおき,

$\Re \mathrm{t}_{\nu}^{3}(c)=$ $c=c=0\pm’ 1$

$\text{により皿_{}\nu}^{3}(C)$ を具体的に表しておく.

$\mathfrak{M}_{\nu}^{3}(c)$ 内の向き付け可能な時間的曲面は, ローレンツ面 $M$ から飢\nu 3 $(c)$

への共形的はめ込みとして実現される (ローレンツ面については [26] を見
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よ). $(x, y)$ を $M$ の null coordinate とすると, $M$ の誘導計量は $M$ 上の局

所的な関数 $u$ を用いて, $e^{u}dxdy$ と表される. また, $N$ を $F$ の単位法線ベク

トルとすると, $F$ の平均曲率 $H$ , ホップ微分 $Qd_{X^{2}},$ $Rdy^{2}$ は,

$\langle F_{xy}, N\rangle_{\nu,c}=\frac{1}{2}Heu$ , $\langle F_{xx}, N\rangle_{\nu,c}=Q$ , $\langle F_{yy}, N\rangle_{\nu,c}=R$

により定められる. このとき,

ガウスの方程式:

コダッチの方程式:

が成り立つ (添字は偏微分を表す). 逆に, ガウスコダッチの方程式をみ

たす関数 $u,$ $H,$ $Q,$ $R$から, Cdxdy を誘導計量, $H$ を平均曲率, $Qd_{X^{2}},$ $Rdy^{2}$

をホップ微分とする曲面を鋭 3\nu (c) の等長変換を除いて–意的に作ること

ができる (曲面論の基本定理).

以下では, 局所的な状況のみを考え, 特に断わらないことにする. 曲面

はいつでも等長的に変形可能であるから ([8], [24] を見よ), 意味のある変

形を考えるには何らかの幾何学的な条件を付加する必要がある. ここで

は, まず, “平均曲率を保ったまま”等長的に変形することを考えよう. 曲

面には常に $\mathfrak{M}_{\nu}^{3}(c)$ の等長変換群が作用するから, その 1 パラメータ部分群

によって新たに得られる曲面は自明なものとして除外すべきである. この

ような条件の下で上の性質をみたす曲面として, ボンネは膀点をもたない

(即ち, ホップ微分が消えない) 平均曲率一定曲面を挙げている ([4]). そこ

でここでは次のように定義しよう.

86



定義 膀点をもたず, 平均曲率を保ったまま, 非自明に等長的に変形でき

る曲面をボンネ曲面とよぶ.

3次元空間形内の空間的ボンネ曲面については, 古くからよく調べられ

ている (例えば, [1], [2], [5], [6], [7], [12], [13]) [17], [19], [22], [23], [25] な

ど). ここでは最初に $Q\neq 0,$ $R\equiv 0$ または $Q\equiv 0,$ $R\neq 0$ となる, 時間的

曲面に特有なもの (空間的曲面にはホップ微分が 1種類しか定義されない

ことによる) について考えよう. まず, ガウス・コダッチの方程式から容

易に分かるようにこのような曲面はボンネ曲面である. 更に詳しく調べ

るために以下の言葉を用意する ([9], [18], [20] を見よ).

定義 $\Re t_{\nu}^{3}(c)$ 内の曲線 $\gamma=\gamma(x)$ は\rangle

をみたすような $A,$ $B,$ $C\in\gamma^{*}T\mathfrak{M}3(\nu C)$ を許容するとき, null Frenet curve
とよばれる. ただし, $A= \frac{d\gamma}{dx},$ $\langle A, A\rangle_{\nu,c}=\langle B, B\rangle_{\nu,c}=0,$ $\langle A, B\rangle_{\nu,c}=1$ で

$C$ は $A$ と $B$ とのベクトル積.

定義 $\gamma$ を $\mathfrak{M}_{\nu}^{3}(c)$ 内の null Frenet curve とする.

$F(x, y)=\gamma(_{X})+yB(X)$

で定まる飢\nu 3(c) 内の曲面 $F$ を $\gamma$ の B-scroll とよぶ.

そこで, 上述の曲面は計量を共融的に変えることにより, 特定の $\kappa,$ $\tau$ か

ら得られる null Renet curve の B-scroll になることが分かる. 即ち,
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定理 $Q\neq 0,$ $R\equiv 0$ または $Q\equiv 0,$ $R\neq 0$ となる曲面はポンネ曲面で, あ

る null Frenet curve の B-scroll と共形的に–対–に対応する.

次に, $Q,$ $R\neq 0$ となるポンネ曲面について考える. まず, 空間的ボンネ

曲面の場合には [17], [22] にまで遡ることのできる, 次の事実が成り立つ.

命題 $F$ が $Q,$ $R\neq 0$ となるボンネ曲面であることと次に $(\mathrm{i}))(\mathrm{i}\mathrm{i})$ とは

同値.

(i) $F$ は $\pm\theta- \mathrm{i}_{\mathrm{S}\mathrm{O}}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{C}(\theta\in \mathrm{R})$ , 即ち, 適当な null coordinate とある $M$

上の局所的な関数 $q$ に対し,

$Q= \frac{1}{2}(q+\theta))$ $R= \pm\frac{1}{2}(q-\theta)$ .

(ii)

$q= \frac{f(x)g(y)+\theta^{2}}{f(X)+_{\mathit{9}(}y)}$

と表される. 即ち, $\frac{1}{q}$ は

$\varphi_{xy}+\frac{2\theta^{2}\varphi}{1-\theta^{2}\varphi}\varphi_{x}\varphi_{y}=0$

の解.

$\pm\theta- \mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{c}$ な曲面に対しては, ガウスコダツチの方程式において

$u$ を $-u$ に置き換え, $q$ と $H$ とを入れ換えることにより, 別のガウスコ

ダッチの方程式の解を作ることができる. これはクリストッフェル変換と

よばれ, 新たにえられる曲面は dual surface とよばれる. 平均曲率が–定

の場合には dual surface は parallel surface として幾何学的に説明するこ

とができる. まとめると,
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命題 異なる空間形内の $\pm\theta- \mathrm{i}_{\mathrm{S}\mathrm{O}}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{c}$ な曲面全体の集合の間に, 共形的

な対応をつけることができる.

$Q,$ $R\neq 0$ となるボンネ曲面からえられる dual surface の平均曲率がみ

たす方程式は次のように特徴付けられる.

命題 1次元リーマン多様体 I。を

$I_{c}=$ $c=0_{1}1c=-\rangle,$
’

$g_{c}= \frac{1}{(1+Ct^{2})^{2}}dt^{2}$

により定めると, $M$ から為へのローレンツ調和関数の方程式は

$\varphi_{xy}-\frac{2c\varphi}{1+c\varphi}\varphi_{x}\varphi_{y}=0$ .

そこで次のような曲面を定義することは自然であろう (空間的曲面の場

合は [1], [3], [10], [11], [13], [14] $\text{を見よ})$ .

定義 平均曲率が $\nu=1$ のとき $I_{c},$ $\nu=2$ のとき L。へのローレンツ調和関

数となる曲面を harmonic inverse mean curvature surface (HIMC surface

と略す) とよぶ.

HIMC surface については, まず, 次が成り立つことが分かる.

命題 HIMC surface は HIMC surface であるという性質を保ったまま,

共形的に変形可能で, 更に, $K$ をガウス曲率とすると $\frac{K}{H^{2}+c}(\nu=1$ のと

き), $\frac{K}{H^{2}-c}$ ($\nu=2$ のとき) はその変形で不変 ($c=0$ のとき, $\frac{K}{H^{2}}$ が不変

という条件は主曲率の比が不変という条件に置き換えることができる).

また, HIMC surface の例である平均曲率–定曲面について成り立つ

Lawson 対応 ([21]) は次のように–般化される.
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命題 異なる空間形内の HHHIMC surface 全体の集合の間に, 上の変形を保

つ, 共形的な対応をつけることができる.

$\pm\theta$-isothermic な, ポンネ曲面については $q$ , HIMC surface については

$H$ がローレンツ (反) 正則, 即ち , $x$ または $y$ のみの関数の場合にはガウ

ス. コダッチの方程式は具体的に解くことができる. そうでない場合は空

間的曲面のときと同様にして次が成り立つことが分かる.

定理 $\pm\theta- \mathrm{i}_{\mathrm{S}\mathrm{O}}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{c}$ な, ボンネ曲面, HIMC surface に対するガウスコ

ダッチの方程式は, 次の Hazzidakis 方程式 ([1], [2], [3], [6], [19]) とよば

れる常微分方程式に還元される

$\{(\frac{\psi_{ss}}{\psi_{s}})_{s}-\psi s\}s^{2}=2-\frac{\psi^{2}+\alpha}{\psi_{s}}$ .

ただし,

$S=$ $\alpha\in \mathrm{R}$ .

最近になって Hazzidakis 方程式はパンルヴェ方程式と深い関わりのあ

ることが [2], [3] により分かったが, ここでは, Hazzidakis 方程式の初等関

数解を幾何学的な条件から調べることにする. 即ち, 系として次をえる.

系 $\pm\theta$-isothermic なボンネ曲面のガウス曲率 $K$が定数ならば, $K=0$ ま

たは $c(\nu=1\text{のとき})$ , $-C$ ($\nu=2$ のとき), また, $\pm\theta$-isothermic な HIMC

surface の $\frac{K}{H^{2}+c}(\nu=1\text{のとき}),$ $\frac{K}{H^{2}-c}$ ($\nu=2$ のとき) が定数ならば

$K=0$ .
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上め系より更に計算を進め, [6], [7], [12], [25] に見られるように計量,

ホップ微分, 平均曲率を決定することができる.
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