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1 序

2変数関数 $f$ : $W\cross Xarrow R$ に対し
$m(w):= \sup_{x\in C}f(w, x)$ ,

によって定義される関数を marginal function という。ただし、parameter space を表す $W$ はノルム空間、

decision space を表す $X$ は距離空間とし、 $C\subset X$ を空でないコンパクト集合とする。Marginal function の
方向微分 (directional derivative) :

$m’(w,u)= \lim_{tarrow 0_{+}}t^{-}1(m(w+tu)-m(w))$ ,

をその被最大化関数 (maximand, objective function) $f_{x}(\cdot):=f(\cdot, x)$ の方向微分 :

$f_{x}’(w, u)= \lim_{tarrow 0+}\iota^{-}(1f(w+tu, x)-f(w, x))$ ,

で表す公式として、次の Danskin 公式がよく知られている。

$m’(w, u)= \sup_{x\in S(w)}f_{x}’(w,u)$ . (1)

ただし、 $S(w):=\{x\in C:f(w, x)=m(w)\}$ は解集合である。 もちろん、 (1) が成立するためには、 $f$ に (も

う少し正確に言えば $f_{x}’(w, u)$ に) 何らかの条件が必要である。 ここでは Danskin 公式 (1) が成立するぎりぎ
りの条件とはなにか考えることにする。

2 Clarke正則
本来、Clarke の–般化方向微分 (generalized directional derivative [1]) は、局所リプシツ関数に対して定義さ
れるものだが、あえて局所リプシツでない $m$ に対しても、次式で $m^{\mathrm{o}}(w, u)$ を定め、やはり Clarke の–般化
方向微分と呼ぶことにする :

$m^{\mathrm{o}}(w, u):= \lim_{t(,w)},\sup_{arrow(0+,w)}t-1(m(w+tu’)-m(w)’)$ .

また、$m’(w, u)$ が存在し、$m’(w, u)=m(\circ w, u)$ が成立するとき $m$ は Clarke正則であるという。-方 maximand
$f$ の方については :

$f^{\mathrm{o}}(w, x, u, \mathrm{o}):=\lim_{t(,w’,x)arrow},\sup t-1(f(w+b(0_{+},w,x)\prime u, X’)-f(w’,x’))$
,

を考える。
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Theorem 1 関数 $f$ は連続であり、 $C$ はコンパクトであるとする。このとき任意の $x\in S(w)$ に対し、

$f^{\mathrm{o}}(w, x, u, 0)=f^{l}x(w, u)$ (2)

が成立するならば、 $m$ は Clarke正則となり、Danskin公式

$m^{\mathrm{o}}(w,u)=m’(w, u)=$ $\sup$ $f_{x}’(w_{0}, u)$

$x\in S(w_{0})$

が成立する。

Proof.$\cdot$ 任意の $x\in S(w)$ に対し、明らかに $f_{x}’(w_{0}, u)\leq m’(w, u)\leq m^{\mathrm{o}}(W, u)$が成り立つことに注意しておく。
ここで、 $w_{n}arrow w,$ $t_{n}arrow 0_{+}$ を

$\lim_{narrow}\sup t_{n}^{-1}(m(wn+t_{n}\infty u)-m(w_{n}))=m^{\mathrm{o}}$

.
$(w, u)$ ,

となるようにとる。$f$ が連続で $C$ がコンパクトであることから $\exists x$

。
$\in S(w_{n}+t_{n}u)\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\exists x=\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}narrow\infty x_{n}\in S(w)$

として良い。従って、

$m^{\mathrm{o}}(w, u)$ $\leq$
$\lim_{narrow}\sup_{\infty}t_{n}^{-}(1f(wn+t_{n}u, x_{n})-f(wn’ Xn))$

$\leq$ $f^{\mathrm{o}}(w, x, u, \mathrm{o})$

$=$ $f_{x}’(w, u)$ ,

が言える。最後の等式で条件式 (2) を使った。 口

定理 1では Danskin 公式が成立するだけでなく、marginal function が Clarke正則になるというかなり強
いことまで言えてしまう。実際、定理 1にあらわれた条件 (2) は次に見るようにかなり強い条件である。こ
こで、

$\overline{D}f_{x}’(w. ’ u):=\lim_{tarrow 0}\sup t-1(f+(w+tu, x)-f(w, x).)$

とおく。

Proposition 2([2]) 連続関数 $f$ に対し次は同値である。

$(a)$ 条件 (2) が成立する。

$(b)$ $\lim\sup$ $\overline{D}f_{x}’,(w’,u)\leq f_{x}’(w, u)$ .
$(w’,x’)arrow(w,x)$

3 Danskin公式
それでは、Danskin公式の成立にのみ着目したばあい、どのような条件があればよいのであろうか ? それに答
えるのが次の条件である。

$(H)_{x}\overline{D}f_{x}’(w, u)=$ $\lim\sup$ $t^{-1}(f(w+tu, X’)-f(w, x))$ .
$(t,x’)arrow(0_{+},x)$

Theorem 3関数 $f$ は連続であり、 $C$ はコンパクトであるとする。このとき任意の $x\in S(w)$ に対し、 (H)エ
が成立するならば、Danskin 公式

$\overline{D}m’(w, u)=\max\overline{D}x\in s_{(w)}f_{x}’(w, u)$ (3)

が成立する。

もちろんここで、

$\overline{D}m’(w, u):=\lim_{tarrow 0}\sup_{+}t^{-1}(m(w+tu)-m(w))$

である。
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Proof.$\cdot$ 任意の $x\in S(w)$ に対し、 $f_{x}’(w\mathit{0}, u)\leq m’(w, u)$ が成り立つので、 $\max_{x\in s}(w)^{\overline{D}f_{x}}’(W, u)\leq\overline{D}m’(w, u)$

は明らか。ここで、 $t_{n}arrow \mathrm{o}_{+}$ を

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}t_{n}^{-1}(m(w+t_{n}u)-m(w))=\overline{D}m’(w, u)$ ,

となるようにとる。$f$ が連続で $C$ がコンパクトであることから $\exists x_{n}\in s(w+t_{n}u)\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\exists x=\lim_{n}arrow\infty X_{n}\in S(w)$

として良い。従って、

$\overline{D}m’(w, u)$ $\leq$ $\lim_{narrow\infty}t_{n}^{-}1(f(w+t_{n}u, X_{n})-f(w, x))$

$\leq$ $\lim\sup$ $t^{-1}(f(w+tu, X^{l})-f(w, x))$

(ち x’)\rightarrow (0+,x)

$=$ $\overline{D}f_{x}’(w, u)$ ,

が言える。最後の等式で条件式 $(H)_{x}$ を使った。 口

条件 $(H)_{x}$ は次のような意味で、Danskin 公式を成り立たせるための最も弱い条件であるといえる。ここ
で $S(w, u):=\{x\in S(w) : \overline{D}f_{x}’(w, u)=\overline{D}m(\prime w, u)\}$ とする $\circ$

Theorem 4関数 $f$ は連続であり、 $C$ はコンパクトであるとする。このとき Danskin公式 (3) が成立するな
らば、任意の $x\in S(w, u)$ に対し、 $(H)_{x}$ が成立する。

Proげ 今 Danskin 公式が成立しているとしよう。このとき $x\in S(w, u)$ に対し、次の式が成立する。

$\overline{D}f_{x}’(w, u)$ $\leq$

,$\lim_{(t,x)(}\sup_{arrow 0+x)},t-1(f(w+\iota u, X’)-f(w, x))$

$\leq$

$\lim_{tarrow}\sup_{0_{+}}t-1(m(w+tu)-m(w))$

$=$ $\overline{D}m’(w, u)$

$=$ $\overline{D}f_{x}’(w,u)$

従って、 $(H)_{x}$ が成立する。 口

$——-$ 余談 $——-$

(3
$\grave{}$

式が $\sup$ でなくて、 $\max$ であることに注意してほしい。実は $(H)_{x}$ を仮定すると、 $x’-+\overline{D}f_{x}’(w,u)$ がコ
ンパクト集合 $S(w)$ 上で上半連続になることが分かる。これが $\max$ を attain するからくりである。

$—-$ 余談おしまい—-

4 もういちど Clarke正則

Clarke 正則性について、定理 4の様なことはいえるだろうか ? すなわち、次の問いを考えることになる。

Assertion 5 $m$ の正則性も含め、Danskin公式

$m^{\mathrm{o}}(w, u)=m’(w, u)=$ $\max f_{x}’(w_{\mathit{0}},u)$ (4)
$x\in S(wo)$

が成立するならば、 $f$ は Clarke 正則、すなわち

$f^{\mathrm{o}}(w, x, u, 0)=f_{x}’(w,u)$ . (5)

これは、残念ながら成立しない。

Example 6 $C=\{1,2\}$ とし、 $f_{i}(w):=f(w,i),i=1,2$ を次のように定める。
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$f1(w)$ $=$ $\min(0, w^{2}\sin\frac{1}{w})$

$f_{2}(w)$ $=$ $\min(\mathrm{O}, -w^{2}\sin\frac{1}{w})$

このとき、 $m(w)= \max(f1(w), f_{2}(w))=0$ である。 また、 $w=0,$ $u=1$ に対して

$f_{i}’(w, u)$ $=$ $0$

$f^{\mathrm{o}}(w,i, u, \mathrm{o})$ $=$ 1

となることが分かる。 したがって (4) は成立しているものの (5) は成立しないのである。
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