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私の過去の仕事について話をする機会をいただきました。 これまで, もっぱら特異点
( $=$解析空間の芽) における解析関数の位数と, 形式関数の収束について研究してきまし
たが, 今回は位数の話しの方に絞り, 多くの人による古典的な結果を含めて, これまでに何
が明らかになったかを概説します。 したがって新しい結果はありません。 なお数理解析研
究所講究録 926 (1995) の拙文において, オーヴァ一ラップも多いが, 位数の理論のやや異
なる面を紹介しているのであわせてご覧下さい.
シンポジウムでは, 積の位数に関するエフエクティヴな評価として, まつさらなアイデ

アによる結果も述べましたが, その後ギャップが見つかりまだ解決していないので, この

原稿でははずしました. 当日お聞きの方々には迷惑をおかけしました.

1. 位数の代数的側面

以下, 環は常に可換, ネーターで単位元 1を持つものとし, その準同型は単位元を保つ

ものとする.

定義 11. 環 $R$ のイデアル $a,$
$\mathrm{b}$ と $f\in R$ に対して,

$\nu_{a}(f):=\sup\{k : f\in a^{k}\}\in \mathrm{N}\cup\{0, \infty\}$ ,

$\nu_{a}(\mathrm{b}):=\inf\{\iota \text{ノ_{}\mathfrak{a}}(f) : f\in \mathrm{b}\}\in \mathrm{N}\mathrm{U}\{- 0, \infty\}$ .
とおく. この $l\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を $f$ あるいは $\mathrm{b}$ の $a$ に関する位数と呼ぶ.

位数は次の Rees $[\mathrm{R}_{5}]$ ’88の意味でのフィルトレーションの条件を満たす.

(1) $0\leq\nu_{\mathfrak{a}}(f)\leq\infty$ , $\nu_{a}(0)=\infty,$ $\nu_{a}(1)=0$ ,

(2) $\nu_{\alpha}(f+g)\geq\min$ { $\nu$

。
$(f),$ $\nu_{\alpha}(g)$ },

(3) $\nu_{a}(fg)\geq\nu_{\alpha}(f)+\nu$。
$(g)$ ,

(4) $\nu_{\alpha}(\lambda f)=\nu_{\alpha}(f)(\lambda\in \mathbb{C}^{*})$ .

(3) で常に等式がなりたつような $\nu$ は付値と呼ばれる.

命題 1.2. [S] $f52$ . $\overline{\nu}_{\alpha}(\mathrm{b}):=\lim_{karrow\infty}\nu_{a}(\mathrm{b})^{k}/k(\in[0, \infty])$ は存在する.

証明. (1) $i. \vee I:=\sup_{karrow\infty}\nu_{\alpha}(\mathrm{b}^{k})/k<\infty$ の場合.

$\exists k_{0}$ : $\nu_{\alpha}(\mathrm{b}^{k_{\mathrm{O}}})\geq k_{0}(\Lambda/I-\epsilon.)$ . $k=k_{0}q+r(r\in[0, k_{0}-1])$ .
$\nu_{\alpha}(\mathrm{b}^{k})\geq q\nu_{a}(\mathrm{b}^{k_{0}})\geq qk_{0}(M-\epsilon)$ .
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$\frac{\nu_{\mathfrak{a}}(\mathrm{b}^{k})}{k}\geq\frac{qk_{0}(\mathrm{J}/I-\epsilon)}{qk_{0}+r}arrow M-\epsilon$ . $\lim_{karrow\infty}\nu_{a}(\mathrm{b})^{k}/k=M$

(2) $M:= \sup_{karrow\infty}\nu_{a}(\mathrm{b}^{k})/k=\infty$ の場合も同様である. 口

$\overline{\nu}$ は要約位数と呼ばれる.

例 L3. $R:=K\{x, y\}/(y^{2}-x^{3})$ とし, $\mathfrak{m}\subset R$ をその極大イデアルとするとき, $\nu_{\mathrm{m}}(x)=1$ ,
$\nu_{\iota \mathfrak{n}}(y)=1,$ $\overline{\nu}_{\mathrm{m}}(y)=3/2$ である.

歴史的問題 14. [S]’52. $\lim\overline{\nu}$

。
$(\mathrm{b})\in \mathbb{Q}$?

定理 1.5. $[\mathrm{R}_{1}]$ ’55, [N] ’57.
局所環 $R$ : の完備化 $R^{*}$ が被約であれば (つまり零因子を持たなければ) , $e_{i}\in \mathrm{N}$ と, 付
値 $V_{i}$ : $Rarrow \mathrm{N}\cup\{0, \infty\}(i=1, \ldots,p,)$ があって, $\overline{\nu}_{a}(\mathrm{b})=\min_{i}\{\frac{V_{1}(\mathrm{b})}{\mathrm{c}_{i}}\}\in \mathbb{Q}$ となる.

Rees はブローアップによるのと類似の環の拡張 $R \subset R[tg_{1}, \ldots, tg_{n}, \frac{1}{t}]$ を用いて, イデア
ル $a$ が単項イデアルのときに帰着させた.

定理 1.6. [R4] ’56. $R$ を局所環, $a\subset R$ をそのイデアルとすると, 次の条件は同値である.
(1) $\exists b\in \mathbb{R},$ $\forall f\in R:(\nu_{a}(\mathrm{f})\leq)\overline{\nu}_{a}(\mathrm{f})\leq\nu_{a}(\mathrm{f})+b$ .
(2) $R^{*}$ は被約である.

(X, $\mathcal{O}_{X}$ ) を複素解析空間, $R:=\mathcal{O}_{X,\xi}$ を $\xi\in X$ の局所環 (解析的局所環) , $\mathfrak{m}=\mathfrak{m}_{\xi}\subset R$

を極大イデアル ( $\xi$ で値 $0$ をとる解析関数の芽の全体) とする.

定義 1.7. $f\in R$ に対して,
$\nu_{\xi}(f):=\nu_{\iota \mathfrak{n}}(f)$

を $\xi$ における (代数的) 位数,

$\mu(f):=\mu_{\xi}(f):=\sup${ $k$ : ある $h>0$ があって $\xi$ のある近傍 $U$ で $|f(x)|\leq h|x|^{k}$ }
を $\xi$ における解析的位数という.

(X, $\mathcal{O}_{X}$ ): を正の次元を持つ被約な複素解析空間とする. $\mathcal{M}$ を, 正規解析空間 $\mathrm{Y}$ から
$\xi$ の近傍への固有な解析写像 $\Pi$ : $Yarrow X$ で、$X$ の部分空間 $\Pi^{-1}(\xi)$ が超曲面になる. $\vee\supset$

まり, $\text{そ}$の定義イデアル層が局所的に非零因子 1個で生成されるようなものの全体とする.
$\Phi\in$ At のとき $\mathrm{I}\mathrm{I}^{-1}(\xi)_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}}$ の既約成分を $\{E_{1}, \ldots, E_{n}\}$ とする Riemann の第二特異点除去
可能定理により,

補題 1.8. $F\in\Gamma(E_{i}, \mathcal{O}_{Y})$ の母に沿う位数 $\nu_{Y,E.,\xi}.(F)$ は $\xi\in E_{i}$ によらない.

特に $f\in \mathcal{O}_{X,\xi}$ とすると, $f\circ\Phi\in\Gamma(E_{i}, \mathcal{O}_{Y})$ となるから, $V_{i}(f):=\nu_{Y,E_{i},\xi}(f\circ\Phi)$ とおく。
これは $R$ 上の付値となる. さらに $V_{i}.( \mathrm{m}):=\inf\{V_{i}.(f) : f\in \mathfrak{m}\}$ と置く. 次の定理は特異
点における位数を論じるときに基本となる.

定理 1.9. [L-T] ’74. $X$ を旧約とし, $R:=\mathcal{O}_{X,\xi}$ とすると, $f\in R$ と $P,$ $q\in \mathrm{N}$ に対して
次の条件は同値である.

(1) $\overline{\nu}(f)\geq p/q$ .
(2) $\exists k\in \mathrm{N},$ $\exists\sigma_{i}\in R:\nu(\sigma_{i})\geq ip/q_{:}f^{k}-\sigma_{1}f^{k-1}+\cdots\pm\sigma_{k}=0$ .
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(3) $\Phi$ : $Darrow X$ を単位円盤 $D\subset \mathbb{C}$ からの解析写像で $\Phi(0)=\xi$ とすると.

$\nu_{0}(f\circ\Phi)\geq(p/q)\inf\{\nu_{0}(g\circ\Phi) : g\in \mathrm{m}\}$ .

(4) $\forall\Phi\in \mathcal{M}$ : $\mathrm{Y}arrow X$ , $\inf\frac{V_{i}(f)}{V_{i}(\mathrm{m})}\geq\frac{p}{q}$ .

(5) $\exists\Phi\in\lambda 4$ : $Yarrow X$, $\inf\frac{V_{i}(f)}{\mathcal{V}_{i}^{r}(\mathfrak{m})}\geq\frac{p}{q}$ .

(6) $\mu(f)\geq\frac{p}{q}$ .

(1) $\Leftrightarrow(2)$ の部分は $[\mathrm{R}_{1}]$ ’55による.

(1) $\Leftrightarrow(6)$ により, 被約位数は, 解析関数の増大度を評価するもっとも簡単なタイプの
Lojasiewicz exponent と言うことがわかる. 本当はもとの定理は連接層を扱うもっと –般

的なものである. 証明はブローアップの正規化を用いる大変幾何学的なものである. (1.9)
を基礎にして次の定理を得る.

定理 1.10. (積の位数の評価) [I2] ’85, $[\mathrm{R}_{6}]$ ’92.
$R$ を正の次元の局所環とする. その完備化 (次の節を参照) が整域となることと次の条件
は同値である,

$\exists a,$ $b\in \mathbb{R},$ $\forall f,$ $g\in R:(\iota \text{ノ}(f)+\nu(g)\leq)\nu(fg)\leq\nu(f)+a\nu(g)+b$ .

(このような $a,b$ があれば $a\geq 1$ と $b\geq 0$ がなり立っている.)

これを手短に言うと, $\nu(fg)-\nu(f)$ と $\nu(g)$ が線形比較可能ということである. つまり

Artin-Rees の補題の強化である. これは聾が線形比較可能であると言うことに帰着する.
この定理は Izumi が解析的局所環で示し, Rees が–般化した ここにあげた Rees による
不等式の形の方が, Izumi が定式化した形 $\nu(fg)\leq a(\nu(f)+\nu(g))+b$ よりも強力である

ことに注意しておく.
これらの 1次元の場合の証明は容易である. 2次元の場合の証明は曲面上の曲線の交点

行列を用いるもので, とても楽しい. 高次元の場合は Flenner の局所環に対する Bertini
型の定理等を用いるので, 環論の難しいところが必要となる.

2. 準同型と KRULL 位相

$(R, \mathrm{m}),$ $(S, \mathfrak{n})$ を局所環とする.

$\nu(f)=\nu_{\iota \mathfrak{n}}(f):=\sup\{k:f\in \mathfrak{m}^{k}\}$ , $d(f, g):=\exp(-\nu(f-g))$

とおくと $d$ は $R$ 上の距離関数となる. (実は三角不等式より強く $f,$ $g,$ $h\in R$ に対して,

$d(f, h) \leq\max\{d(f, g), d(g, h)\}$ が成立するから, $d$ はウルトラ メトリックである。) $R$ の

この距離に関する完備化 $R^{*}$ は, 自然に $R$ の拡大環となり, これもまた局所環となる. そ

の極大イデアル $(\mathfrak{m}^{*})^{k}$ と $R$ の共通部分は $\mathfrak{m}^{k}$ と $-$致する. 従って $\mathrm{m}^{*}$ による距離は $d$ の

拡張である.
さて $\varphi$ : $Rarrow S$ を.\acute 解析的局所環の $\mathbb{C}$ 代数としての準同型としよう. これは自動的

に $\mathfrak{m}$ を $\mathfrak{n}$ の中に写像し連続となる. したがって完備化の準同型 $\varphi^{*}$ : $R^{*}arrow s*$ #こ拡張さ

れる. これを $\varphi$ の完備化といい, $\varphi^{*}$ で表す.

命題 2.1. 次の条件は同値である.

(1) 自然にひきおこされる写像 $(R/\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\varphi)^{*}arrow s*$ は単射である.
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(2) $\varphi$ は開写像である. (全ての開集合の像が $\varphi(A)$ の中で, 相対位相に関して開集合
となる. )

(3) $\exists e$ : $\mathrm{N}arrow \mathrm{N}$ : $\varphi(A)\cap \mathfrak{n}^{e(k)}\subset\varphi(\mathrm{m}^{k})$ .
(2) $\Leftrightarrow(3)$ は自明である. (1) $\Rightarrow(3)$ は完備局所環の $0$ に収束するイデアルの列に関す

る Chevalley の定理から出る. (1) の $(R/\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\varphi)^{*}arrow s*$ が単射とならない例があるかど
うかは長い間問題であったが, Gabrielov $[\mathrm{G}_{1}]’ 71$ が単射とならない例を発見した.
命題 2.2. (implicit in [BZ] ’

$79_{\backslash }-$ cf. $[\mathrm{I}_{3}]’ 89$).
.

$A,$ $B$ : 不変距離を持ったアーベル群,
$\varphi$ : $Aarrow B$ を連続写像, $\varphi^{*}:$ $A^{*}arrow B^{*}$ を $\varphi$ の完備化とする. $\text{このとき次の条件は}\mathrm{E}\dagger \mathrm{H}$

である.
$(_{\backslash }1)\varphi(A)$ は $B$ の閉集合である,

(2) $\overline{\varphi^{*}(A)}\cap B=\varphi^{*}(A)$ (つまり $\varphi(A)$ は $B$ の閉集合である.)
(3) $\varphi^{*}(A^{*})\cap B=\varphi^{*}(A)$ .

解析的局所環の準同型の場合で言えば, (3) は「形式関数の引き戻しが収束しておれば,
引戻す前から収束する解析関数である」 という主張である.

3. CHEVALLEY 評価
$\Phi$ : $(\mathrm{Y}, \eta)arrow(X, \xi)$ を解析写像の芽とするとき, それによって引き起こされる解析的

局所環の準同型を $\varphi$ : $\mathcal{O}_{X,\xi}arrow \mathcal{O}_{Y.\eta}$ で表すことにする. つまり $\varphi(f):=f\circ\Phi$ とする.

grk $\Phi=$ grk $\varphi:=\frac{1}{2}\inf$ { $\dim\Phi(U)$ : $U$ は $\xi$ の近傍}

とおき, これをジェネリツク ランク という $([\mathrm{G}_{2}]’ 73)$ .
定理 3.1. (線型 Chevalley 辞価) $[\mathrm{I}_{\mathrm{J}}]$ ’82, [I4] ’86.
次の条件は同値である.

(1) grk $\Phi=\dim X_{\xi}$ ( $\Leftrightarrow$ 上の (2.2) の条件が成立する) .
(2) $\exists a\in \mathbb{R},$ $\forall f\in \mathrm{A}:a\overline{\nu}(f)\geq\overline{\nu}(\varphi(f))$ .

解析的局所環のときは, $[\mathrm{I}_{2}]$ ’85から導かれる. 一般の場合は [ $\mathrm{R}_{6}|$ ’89から導かれる. (1.6)
によれば, (2) は

$\exists a,$ $\exists b\in \mathbb{R},$ $\forall f\in A$ : $a\nu(f)+b\geq\nu(f\circ\Phi)$ $|$

と同値である.
位数の話ではないが, (2.2) の条件と, 上の定理の条件 (1) が同値であるという結果 [G2] ’73

は, 局所解析幾何学では最も重要な仕事の一つであろう. この結果と $(3.1)(2)\Rightarrow(_{\sim}^{\eta.1})(3)$

であることから, $\varphi(A)$ が閉集合であれば, $\varphi$ は開写像となっていることが解る $(\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}?\rangle$ .
積の位数の評価や線形 Chevalley 評価に於ては, Bierstone-Milman [BM] ’98によって

係数の局所有界性が決定的に重要なことが知られている. T. YVang [Wa] ’95は, 写像が準
固有ならば, ターゲット空間の積の位数評価の局所有界性から, 線形 Chevalley 評価の局
所有界性が出ることを示している. さらに重複度 2の超曲面に於て, 積の位数評価の局所
有界性が実際に成立していることを確かめた.
ジエネリック ランクの条件を満たさぬ病的な写像は, どの程度非線型な Chevalley 評

価を持つのだろうか. 古典的な次の例を考えよう.
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例 3.2. [O] ’65. $x=s,$ $y=s\cdot t,$ $z=st\exp t$ で定義される解析写像 $\Phi$ : $\mathbb{C}\{x, y, z\}arrow$

$\mathbb{C}\{s, t\}$ でひきおこされる準同型 $\varphi$ はその完備化を含めて単射である. 言い替えれば
$s,$ $st,$ $st\exp$垣 2形式的関係を持たない したがって, (2.1) によりなんらかの Chevalley 評
価はなりたつ. しかし grk $\varphi=2<3$ であるから, (3.1) によりそれは線形では有り得ない.
最終節の (4.5), (4.7) を用いると, 評価関数を 2次関数にとることができることが解る. 詳
しくは $[\mathrm{I}_{8}]’ 96$ 参照.

(X, $\xi$ ) を正規特異点とし, $\Phi$ : $(Y, E)arrow(X, \xi)$ を modification とする. すると正
規性により $\forall f\in\Gamma(E, \mathcal{O}_{Y})\exists.q\in \mathcal{O}x,\epsilon:f=g\circ\Phi$ が成立する. しかも, (3.1) によれば,
$\exists a,$ $\forall f$ : $\overline{\nu}_{\xi}(g)\geq akarrow\forall\eta,$ $\overline{\nu}_{\eta}(f)\geq k$ ととなることが容易に解る. つまり例外集合 $E$

の 1点での, 極大イデアルに関する位数が高いと, $E$ 全体に波及する. これは例外集合に
限ったことではない.

定理 33. $[\mathrm{I}_{5}]$ ’92. $E$ を被約複素解析空間 $X$ の被約な部分空間とし, $X_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}$ の $E$ のまわり
の芽が連結集合となるものとする. 言い替えると $X$ が $E$ のまわりで既約であるとする.
もし $E$ が Moishezon 空間ならば, $E$ の 1点での極大イデアルに関する位数が高い $E$ の

まわりの関数芽は 2 $E$ 全体に沿って線形評価をともなう高い位数で消えている. (ここで

は. 関数芽は $E$ 全体で定義されていることが大切である. )

少し抽象代数学に戻ろう. $K$ を標数 $0$ の体とし, $R$ を優秀 (excellent) な $I\mathrm{i}^{r}$ 上の局所-環
とする. すると $R$ 上の微分臨画で有限型なもののうちでは universal property を持った
もの (普遍有限微分加島) が存在する (Bingener, Scheja-Storch, [SS] ’72) . これは解析
的局所環 $R:=\mathcal{O}_{X,\xi}$ の場合で言えば, 1次正則微分形式の $\xi$ における芽全体に相当するも
のである.

$\backslash ^{l}\rho$ を $K$ 上の局所整域とする. 完備化すると優秀環となるので, その普遍有限微分加群
を用いて, $\sqrt[\backslash ]{}\mathrm{I}$ネリック ランク $\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{k}\varphi$ が定義できる (1.10) が–般の局所環でなりたつの
で, 最初解析的局所環で示された (3.1) は次のように拡張される.

定理 3.4. $[\mathrm{I}_{7}]$ ’96. $Ii^{\mathit{7}}$ を標数 $\mathit{0}$ の体とし, $\varphi$ : $Aarrow B$ を, 領域である局所 $I\mathrm{t}’$ 代数の準同
型とする. すると次の条件は同値となる.

(1) grk $\varphi=\dim X_{\xi}$

(2) $\exists a\in \mathbb{R},$ $\forall f\in A:a\overline{\nu}(f)\geq\overline{\nu}(\varphi(f))$ .
Rees の定理 $[\mathrm{R}_{6}]$ ’89は $I\dot{\mathrm{t}}^{r}$ の標題 $0$ の仮定をおいていないが, (3.4) では普遍有限微分

加群を用いるところでその仮定を必要とした. 本当に要るのだろうか.

4. 零評価

(3.3) と, 特異点上の多項式関数に対する Hilbert 関数と, 特異点の極大イデアルに関す
る次数環の Samuel 関数の比較することによって, $\mathbb{C}^{n}$ の既約な解析集合芽の代数性の特
徴付けが得られる:

定理 4.1. $[\mathrm{I}_{6}]$ ’92. $S$ を $\mathbb{C}^{n}$ の正の次元の既約な解析集合芽とすると次の条件は同値で
ある.

(1) $S$ は代数集合の芽の既約成分である.
(2) $\exists a\in \mathbb{R},$ $\forall F\in \mathbb{C}[x_{1}, \ldots, x_{n}]$ : $a\cdot\deg F\geq\nu s.0(F|S)$ .

ここで, $\nu s,0(F|S)$ は $\mathcal{O}s,0$ における位数とする.
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例 4.2. $S:=\{z : y=\exp x-1\}$ とすると, 上の Hilbert 関数と Sammuel 関数の比較によ
り, $\exists a>0$ : $a\cdot(\deg F)^{2}\geq\nu s,0(F|S)$ が容易に解る.
さらに定数係数線形常微分方程式のもつ・とも基礎的な話を用いることで\sim と $\exp x$ の次
数 $k$ の多項式で, 位数が $(\deg F+1)^{2}$ の零点をとるものの存在が解る. このように次数に
較べて高い位数の零点が生じる理由は関数 $\exp_{X}$ の超越性にあるのである.

Liouville 数と言われる超越数の構成に習うと, ある函数芽 $f$ で, それと座標関数を $k$

次の多項式に代入したとき, $k$ の任意有限乗より高位の零点を持つものが構成できる (上
田, cf. $[\mathrm{I}_{6}]$ ’92) .
以下いくつかの記号を導入する. (R. m) を $\mathbb{C}$ 上の局所環とする.

$\Phi:=\{\Phi_{1}, \ldots, \Phi_{n}\}\subset \mathfrak{m}^{\mathrm{x}n}$ ( $\cross n$ は直積を表す.)

$\deg_{\Phi}f:=\min\{\deg F:F\in K[X], f=F(\Phi)\}$

( $f\in R\backslash K[\Phi]$ なら $\deg_{\Phi}f:=\infty.\rangle$

$\theta_{\nu,\Phi}(k):=\sup\{\nu(f) : \deg_{\Phi}(f)\leq k, \nu(f)\leq\infty\}$.

$\alpha(\nu, \Phi):=\lim_{karrow}\sup_{\infty}\log_{k}\theta_{\nu,\Phi}(k)$ .

$\theta_{\iota^{\ovalbox{\tt\small REJECT}},\Phi}(k)$ は $k$ と $\Phi$ に関して非減少であり, $\alpha(\nu, \Phi)$ は $\Phi$ に関して非減少である.
$\theta_{\nu,\Phi}(k)$ の評価は超越数の理論と関係があり, その方面では零評価と言われる.

定理 4.3. (UPPER ESTIMA $TE$) $[\mathrm{I}_{8}]$

’ $96$ .
$(R, \mathfrak{m})$ を $\mathbb{C}$ 上の局所環とする. $\Phi:=\{\Phi_{1}, \ldots, \Phi_{m}\}\subset\Psi:=\{\Psi_{1}, \ldots, \Psi_{n}\}\subset \mathrm{m}^{\mathrm{x}n}$ に乾て, $\Psi$

の要素が $R(\Psi)$ 上代数的であれば,

$\exists a:\theta_{\nu,\Phi}(k)\leq\theta_{\nu,\Psi}(k)\leq\theta_{l\text{ノ},\Phi}(ak)$ , $\alpha(\nu, \Psi)=\alpha(\nu, \Phi)$ .

命題 4.4. (LOWER ESTIMA $TE$) $[\mathrm{I}_{8}]’ 96$ .
$R$ を $\mathbb{C}$ 上の局所環とし, $\Phi\subset R$ を有限集合とすると $\alpha(\Phi)\geq \mathrm{t}\mathrm{r}\deg_{\mathbb{C}}K(\Phi)/\dim R$ .

$(R, \mathrm{m}),$ $(S, \mathfrak{n})$ を $K$ 上の局所環, $\varphi$ : $Rarrow S$ を準同型とする. $\kappa_{\varphi}$ : $\{0,1, \ldots\}arrow[0, \infty]$ を

$\kappa_{\varphi}(i):=\sup\{\nu_{\mathfrak{n}}(\varphi(f)) : \nu_{\mathfrak{m}}(f)\leq t\}$

で定義する. また $\beta’(\varphi)\in[0, \infty]$ を

$\beta(\varphi):=\lim_{tarrow}\sup_{\infty}\log_{t}\kappa_{\varphi}(t)$

で定義する.

命題 4.5. $(R, \mathfrak{m})$ を解析的局所環とし,

$\Phi:=\{\Phi_{1}, \ldots, \Phi_{p}\}\subset \mathfrak{m}^{\cross p}$, $\varphi(y_{i})=\Phi_{i}$

によって
$\varphi$ : $\mathbb{C}\{y\}arrow R$ $(y:=(y_{1}, \ldots, y_{p}))$

を定義する. すると $\alpha(\Phi)\leq\beta(\varphi)$ となる.

Chevalley 評価 (4.1) によって, 次のことがでる.
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系 46. $S_{i}R$ を正次元の正規解析的局所環とし, $\varphi$ : $Rarrow S$ を準同型とする. $\Psi\subset \mathfrak{m}_{R}^{\mathrm{x}k}$

とすると,
grk $\varphi=\dim S$ $\Rightarrow$ $!^{/\mathit{3}(\varphi)}=1,$ $\alpha(\Psi)=\alpha(\varphi(\Psi))$ .

ここで特異点を離れ, 正則解析的局所環 $R:=\mathbb{C}\{x\}(x=(x_{1}, \ldots, x_{n}))$ を考えよう. 超
越性の理論では, 次の $x$ と $x$ の 1次関数の指数関数の多項式に対する零評価は, もっとも
標準的でよく知られている.

例 4.7. (well-known)

$s:= \dim_{\mathbb{Q}}\sum_{i=1}^{p}\mathbb{Q}\lambda_{i}$ , $t:= \dim_{\mathbb{Q}}\sum_{i=1}^{q}\mathbb{Q}\mu_{i}$

$\Rightarrow\alpha(x, \exp\lambda_{1^{X},K}\ldots.\exp\lambda_{p}x, \exp\mu_{1}y, \ldots, \exp\mu_{q}y)=\max\{s+1_{J}.t\}$ .
たとえば $\alpha(\exp x, \exp\sqrt{2}x)$ は, 幾何学的には, 超越的で滑らかな曲線 $Y=X^{\sqrt{2}}$ の $(1,1)$

における埋入の非代数性 $=$超越性を量っているのである.

例 4.8. (cf. $[\mathrm{I}_{8}]’ 96$) $\varphi$ : $\mathbb{C}[X, Y]arrow \mathbb{C}[x, y]$ を $X=\sqrt{1+x},$ $Y=\sqrt[3]{1+xy}$ で定義される
準同型とする. 明らかに grk $\varphi=2$ である. このとき

or $(x, \exp\sqrt{1+x}, \exp\sqrt{2(1+x)}, \exp\sqrt[3]{1+xy})$

$=\alpha(x, \sqrt{1+x}, \exp\sqrt{1+x}, \exp\sqrt{2(1+x)}, \exp\sqrt[3]{1+xy})$

$=\alpha.(\sqrt{1+x}, \exp\sqrt{1+x}, \exp\sqrt{2(1+x)}\text{潦}.\exp\sqrt[3]{1+xy})$

$=\alpha$ ( $X,$ $\exp$ X. $\exp\sqrt{2}\lambda^{r},$ $\exp Y$ ) $= \max\{3,1\}=3$

(第 1, 第 2の等式は (4.3), 第 3番目の等式は (4.6), 4番目の等式は (4.7) からでる. )

このようにして, Nash 関数 (代数的な解析関数\rangle の指数関数の零評価をある程度扱う
ことができる. これは以前には知られていなかったタイプの評価と思う.
解析空間からアファイン空間への正則写像の芽 $\Phi$ : (X, $\xi$ ) $arrow \mathbb{C}^{p}$ が与えられ, これで

引き起こされる準同型が単射であると仮定する. つまり像の解析的閉包が芽として $\mathbb{C}^{p}$ と

一致していると仮定する. $\Phi$ の写像の成分 $\Phi_{1},$
$\ldots,$

$\Phi_{P}$ に対する $\alpha(\Phi_{1}, \ldots, \Phi_{P})$ が 1よりど
れだけ大きいかは, その写像芽が代数的であることからの隔りを表している. (3.2) の例で
は $\alpha(s, st, st\exp t)=2$ となる 特に $\Phi$ を $X$ の芽のアファイン空間への埋入に限定して
$\alpha(\Phi_{1}, \ldots, \Phi_{p})$ の下限をとれば, (X, $\xi$ ) の代数的特異点からの内在的な隔たりを表す量を得
る. (しかしこの下限の計算の仕方を、筆者は全く知らない.)

付録

超越性の理論における典型的な零評価

定理 4.9. (cf. $[\mathrm{P}_{1}]’ 86$ , $[\mathrm{P}_{2}]f87,$ [P-W] ’88)

$R:=\mathbb{C}\{x, y, z\}$ , $x:=(x_{1}, \ldots, x_{p}),$ $y:=(y_{1}, \ldots.y_{q}),$ $z:=(z_{1}$ , ..., $z_{r})$ ,

$\Psi:=\{\lambda_{11}y_{1}, \ldots, \lambda_{1h_{1}}y_{1}, \ldots, \lambda_{q1}y_{q}, \ldots, \lambda_{qh_{q}}y_{q}, \mu_{11^{Z}1}, \ldots, \mu_{1k_{1}}z_{1}, \ldots, \mu_{r1}z_{r}, \ldots, \mu_{rk,}.z_{r}\}$ ,
$(\lambda_{ij}, \mu_{ij}\in \mathbb{C})$

$s_{i}$ $:= \dim_{\mathbb{Q}}\sum_{j=1}^{h_{i}}\mathbb{Q}\lambda_{ij}$ , $t_{i}:= \dim_{\mathbb{Q}}\sum_{j=1}^{k_{i}}\mathbb{Q}\mu_{ij}$ ,
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とするとき

$\Phi:=\{x, y, \exp\Psi\}\subset R$ $(\exp\Psi:=\{\exp\lambda_{11}y_{1}, \ldots, \exp\mu_{rk_{r}}\})$

$\alpha(\Phi)=\max\{1+s_{1}, \ldots, 1+s_{q}, t_{1}, \ldots, t_{r}\}$ .

Noetherian 関数
Khovanskii, Tougeron, Gabrielov は Noetherian 関数という自然なカテゴリーを創出し

た. これが Nash のカテゴリーを含むものであるかどうかはわかっていないようである.
Gabrielov と Khovanskii は, このカテゴリーにおける完全交差として得られる $0$ 次元特異
多様体に対して, その重複度の評価を興味深い方法で行なった ([GK] ’98) . このカテゴ
リーは零評価にも適したものと考えられる.
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