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Abstract

ある曲面の主曲率 $\kappa_{1},$ $\kappa_{2}$ に対して $H_{-1}:=((1/\hslash_{1}+1/\kappa_{2})/2)^{-1}$ の指数乗の速度で
内向き法線方向に収縮する曲面運動について考える. 本論では, この収縮速度が満たし
ている発展方程式の解の安定性を調べる. このことは, 収縮する際の曲面の挙動を理論
的に知るために重要なことである.

1 Introduction
次の発展方程式の初期値問題を考える:

$\frac{\partial k}{\partial t}=\frac{1}{2\beta}k^{1+\beta}(\triangle k-+2k)$ in $\mathrm{S}^{2}\cross(0, T)$ , (1.1)

$k(\cdot, 0)=k_{0}$ in $\mathrm{S}^{2}$ . (1.2)

ここで, $T>0,$ $\beta>0,$ $\mathrm{S}^{2}:=\{z\in \mathrm{R}^{3};|z|=1\},$
$\triangle-$ は $\mathrm{S}^{2}$ 上の Laplacian, $k_{0}$ は $\mathrm{S}^{2}$ 上の滑ら

かな正値関数 $(1.1)-(1.2)$ は滑らか, 正値でかつ, ある有限時刻 $T>0$ で爆発する解をもつ

ことが容易に分かる. 本論文では, この問題の安定性について考える.
この発展方程式 (1.1) は, ある曲面の主曲率 $\kappa_{1},$ $\kappa_{2}$ に対して

$(H_{-1}):=( \frac{1}{2}(1/\kappa_{1}+1/\kappa_{2}))-1$ , (1.3)

の $1/\beta(:=\alpha)$ 乗の速度で内向き法線方向に収縮する曲面の運動を考える問題の中で, 収縮

速度 $k=(ff_{-1})^{\alpha}$ が満たす方程式である. (この $H_{-1}$ を調和平均曲率と呼ぶことがある.)

これまで, 曲面などの収縮問題を収縮速度が満たす方程式を使って解析する方法は curve
shortening problem に関する研究などで用いられている. (see [4], [6] etc)
いま, $F:\mathrm{S}^{2}arrow \mathrm{R}^{3}$ を smooth embedding で $M=\{F(z);z\in \mathrm{S}^{2}\}\subset \mathrm{R}3$ が境界のない狭

義凸な曲面かつ $M$ 上の点 $F(z)$ における外向き法線が $l\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が parameter “
$z$

” と –致してい

るものとする. このとき, $M$ の support function $s(z)=F(Z)\cdot z(z\in \mathrm{S}^{2})$ は方程式

$\triangle s+2s=-\frac{2}{H_{-1}}$ ,
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を満たしている. (see [1], [2], [3]) ここで, $\cdot$ は $\mathrm{R}^{3}$ 上の内積, $H_{-1}$ は (1.3) で定義されたも
の. 逆に, $H_{-1}=k^{-\beta}$ が与えられたとき, この $s$ に関する方程式を解くことにより収縮する
曲面を得ることが出来る. ここで, $X_{1}:=$ { $v;\triangle v-+2v=0$ in $\mathrm{S}^{2}$ } とおくと, この $s$ に関す
る微分方程式が解けるための必要十分条件は $1/H_{-1}\in(X_{1})^{\perp}$ であるから, $(1.1)-(1.2)$ の解
から $t$ の変化にしたがって収縮する曲面を得るためには $1/H_{-1}=k(\cdot, t)^{-\beta}\in(X_{1})^{\perp}$ を満た
していなければならない. このことについては, 方程式 (1.1) を

$\frac{\partial}{\partial t}(k^{-\beta})=-\frac{1}{2}\triangle k-k-$ ,

と変形すると任意の $\psi\in X_{1}$ に対して

$\frac{\partial}{\partial t}\langle k^{-\beta}, \psi\rangle_{\mathrm{S}^{2}}=0$ ,

となるから, 初期関数 $k_{0}$ に対して

$(k_{0})^{-\beta}\in(X_{1})^{\perp}$ (14)

を仮定すれば+分である. ここで, $\langle f, g\rangle_{\mathrm{S}^{2}}=\int_{\mathrm{S}^{2}}fg$ .
次に, 解が爆発する方程式で安定性を議論するためには, 適当な相似変換を行った方程式
を考える必要がある. ここでは, 次の相似変換を導入する:

$\varphi(t)$ $=$ $\int_{\mathrm{S}^{2}}(k_{0})^{-\beta}\cdot(\int_{\mathrm{S}^{2}}k^{-\beta)}-1$ , (1.5)

$\tau(t)$ $=$ $\int_{0}^{t}\varphi^{1+1/\beta}$ , (1.6)

$\tilde{k}(\cdot, \tau)$ $=$ $\varphi(t)^{-1/\beta}k(\cdot, t)$ . (1.7)

このとき, $\int_{\mathrm{S}^{2}}\tilde{k}(\cdot, \mathcal{T})^{-\beta}$ は $\tau$ について $-$定でかつ $\tilde{k}$ は非局所的な微分方程式

$\frac{\partial\tilde{k}}{\partial\tau}=\frac{1}{2\beta}\tilde{k}^{1+\beta}(^{-}\triangle\tilde{k}+2\tilde{k})-\frac{C(\tau)}{\beta}\tilde{k}$ . (1.8)

を満たしている. ここで, $C( \tau)=(\int_{\mathrm{S}^{2}}(k_{0})^{-\beta})-1\int_{\mathrm{S}^{2}}\tilde{k}(\cdot, \mathcal{T})$ . 本論では特に初期関数が

$\int_{\mathrm{S}^{2}}((k\mathrm{o})^{-}\beta-1)=0$ , (1.9)

を満たしているときの $(1.1)-(1.2)$ の解を考える. 実際には相似変換された方程式 (1.8) は
任意の定数が解になるが, (1.9) を仮定しても –般性を失うことはない. これと (1.4) の仮
定の下で (1.8) の解の安定性を証明することが本論の目的である. 以下, $k_{0}$ に対する仮定
(1.4) と (1.9) を合わせて “(初期関数に対する) 自然な仮定” と呼ぶことにする.
本論文の構成は次の通り. Section 2では, (1.8) の定常解, すなわち (1.1) の自己相似解
について考える. 自明でない自己相似解の存在がすでに [1] で示されている. ここでは, 軸
対称になっている自己相似解について具体的な性質を調べる.

Section 3では, 相似変換された方程式 (1.8) の自明解 $K\equiv 1$ の安定性を示すとともに,
安定になるための必要条件を与える.
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2 Self Similar Solutions

(1.1) の非自明な自己相似解の存在について, [1] は次の定理を証明した.

定理 2.1 $\overline{\beta}_{i}=\frac{(i+2)(i-1)}{2}$ $(i=2,3, \cdots)$ , $D:= \{u;\int_{\mathrm{S}^{2}}u=0\}$ とおく. このとき,

$K-1\in D$ を満たす
$\triangle K+2K=2K^{-}-\beta$ , (2.1)

の正値解は, $\beta=\overline{\beta}_{i}$ となるとき自明解の集合 $\{(1, \beta);\beta\geq 0\}$ から分岐する. ここで, $(K, \beta)$

が (2.1) の解であるとは, $K,$ $\beta$ が (2.1) を満たすことである.

注意 22定理 2.1の分岐解 $K$ は自然な仮定 (1.4) と (1.9) を満たしている.

この定理は分岐理論 (see [5]) を用いて証明されている. この section では, (2.1) の解の

うち軸対称なものについてさらに詳しい分岐解の性質を調べる.

$z=(\cos\theta\cos\eta, \cos\theta\sin\eta, \sin\theta)$ $(\in \mathrm{S}^{2})$

とし, (2.1) の解 $K$ が第三の座標軸について軸対称であるとする. このとき, $z\neq(\mathrm{O}, 0, \pm 1)$

$(\theta\neq\pm\pi/2)$ ならば (2.1) は

$\frac{1}{\cos\theta}\frac{d}{d\theta}(\cos\theta\frac{dK}{d\theta})+2K=2K-\beta$ , $(- \frac{\pi}{2}<\theta<\frac{\pi}{2})$ (2.2)

となる. ここで, 次の方程式

$\frac{1}{\cos\theta}\frac{d}{d\theta}(\cos\theta\frac{dv}{d\theta})+i(i+1)v=0$ , $(i\in \mathrm{N})$

の解は $i$ 次ルジャンドル多項式君を用いて $v(\theta)=P_{i}(\sin\theta)$ となっていることがよく知ら

れている. このことから, (2.2) について次の系が得られる.

系 23 $i=2,3,$ $\cdots$ を fiX し\rangle $\overline{\beta}_{i}$ を定理 2.1のものとする. このとき, ある $\epsilon_{i}>0$ が存在

して, $\beta_{i}(0)=\overline{\beta}_{i}$ となる $I_{i}=(-\epsilon_{i}, \epsilon_{i})$ 上の連続関数 $\beta_{i}(\cdot)$ を適当にとれば, $(1, \overline{\beta}_{i})$ からの

(2.2) の分岐解の集合は

$\{(1+rP_{i}(\sin\theta)+rz_{i}(\theta, r),$ $\beta i(r\mathrm{I});r\in I_{i}\}$ ,

と書ける. ここで, $z_{i}(\theta, r)$ はろ上で定義され $z_{i}\perp P_{i}$ かつ $z_{i}(\theta, 0)=0$ を満たすもの.

ルジャンドル多項式は陽的に計算することが可能であることから, この系の $\beta_{i}(r)$ に対し

てさらに次の性質を示すことが出来る.

定理 24系 23の $\beta_{i}(r)$ に対して次が成立する.

(i) $i$ が偶数ならば $(\beta_{i})’(\mathrm{o}\mathrm{I}>0$ .
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(ii) が奇数ならば $(\beta_{i})’(0)=0$ かっ

$(\beta_{i})’’(0)\{$
$<0$ $(i=3)$

$>0$ $(i>3)$

(証明) $\beta(r)$ は $0$ の適当な近傍で定義された滑らかな関数, $u(\cdot, r)\in D$ は嫁こついて滑ら
かとし, $j\in \mathrm{N}$ に対して $A_{j}$ を次のように定義する:

$A_{j}u=2(u+1)^{-\beta}-2(u+1)+j(j+1)u$ .

この両辺を $r$ で微分すると

$(A_{j}u)_{r}=-2\beta’(u+1)^{-\beta}\log(u+1)-2\beta(u+1)^{-(\beta+1)}u_{r}+(j+2)(j-1)u_{r)}$ (2.3)

$(A_{j}u)_{rr}$ $=$ $-2\beta’’(u+1)^{-\beta}\log(u+1)+2(\beta’)^{2}(u+1)^{-\beta}(\log(u+1))^{2}$

$+4\beta’\beta(u+1)^{-(\beta+1})_{u\mathrm{l}r(u}\mathrm{o}\mathrm{g}+1)-4\beta’(u+1)^{-(\beta+1)}u_{r}$ (2.4)
$+2\beta(\beta+1)(u+1)^{-(\beta+1)}(u_{r})^{2}-2\beta(u+1)^{-(\beta 1)}+u_{rr}+(j+2)(j-1)u_{rr}$ ,

となる いま, $i=2,3,$ $\cdots$ を fix し, $j=i,$ $\beta(r)=\beta_{i}(r),$ $u(\theta, r)=rP_{i}(\sin\theta)+rz_{i}(\theta, r)$

$(r\in I_{i})$ とすると

$A_{j}u= \frac{1}{\cos\theta}\frac{d}{d\theta}(\cos\theta\frac{du}{d\theta})+j(j+1)u$ $(j\in \mathrm{N})$ ,

であり, かつ $\beta(0)=\overline{\beta}i,$ $u_{r}(\theta, \mathrm{O})=P_{i}$ となっていることから.

$0=\langle(A_{i}u)_{r}r(\mathrm{o}),$ $P_{i)} \backslash =-4\beta’(0)\int_{-}\frac{\pi}{2}(\frac{\pi}{2}(P_{i})^{2}+2\overline{\beta}_{i}\overline{\beta}_{i}+1)\int^{\frac{\pi}{2}}-\frac{\pi}{2}(Pi)^{3}$

となる. ただし, $P_{i}=P_{i}(\sin\theta),$ $\int_{-\frac{\pi}{2}}^{\frac{\pi}{2}}f=\int^{\frac{\pi}{2}}-\frac{\pi}{2}f\cdot\cos\theta d\theta,$ $\langle f, g\rangle=\int_{-\frac{\pi}{2}}^{\frac{\pi}{\sim \mathrm{Q}}}fg$ .

$i$ が偶数ならば, $\int_{-\frac{\pi}{2}}^{\frac{\pi}{2}}(P_{i})^{3}>0$ であるから $\beta’(0)>0$ となり (i) を得る. また, $i$ が奇数な

らば $\int_{-\frac{\pi}{2}}^{\frac{\pi}{2}}(P_{i})^{3}=0$ より $\beta’(0)=0$ となる. この場合, $(A_{i}u)_{rr}$ をさらに $r$ で微分して同様に

考えると

$0$ $=$ $\langle(A_{i}u)_{r}rr(\mathrm{o}), P_{i}\rangle$

$=$ $-6 \beta’’(0)\int_{-\frac{\pi}{2}}^{\frac{\pi}{2}}(P_{i})^{2}+2\overline{\beta}_{i}(\overline{\beta}_{i}+1)(3\langle u_{rr}(0), (P_{i})^{2}\rangle-(\overline{\beta}_{i}+2)\int_{-\frac{\pi}{2}}^{\frac{\pi}{2}}(P_{i})^{4})$ , (2.5)

を得る. ここで, $u_{rr}$ について次の補題が成立する.

補題 25 $i$ を奇数とし, $u(\theta, r)=rP_{i}(\sin\theta)+rz_{i}(\theta, r)(r\in I_{i})$ とおく. このとき, $i\neq j$ な

らば
$\langle u_{rr}(0), P_{j}\rangle=C_{ij}\langle(P_{i})2, P_{j}\rangle$ . (2.6)

$>$ こで, $C_{ij}=\overline{\beta}_{i}(\overline{\beta}_{i}+1)/(\overline{\beta}_{i}-\overline{\beta}_{j})$ .
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この補題を用いると, 定理 24を証明することが出来る. 実際, $\{P_{j}\}_{j\in \mathrm{N}}$ は関数空間

$\{f;\int_{-\frac{\pi}{2}}^{\frac{\pi}{2}}f^{2}<\infty\}$ の–つの基底であることから

$\langle u_{rr}(0), (P_{i})^{2}.\rangle=\sum_{j\neq i}c_{ij}\langle(Pi)2, P_{j}\rangle 2$
,

を得る. ここで $i$ が奇数ならば $\langle(P_{i})^{2}, P_{i}\rangle=\int_{-\frac{\pi}{2}}^{\frac{\pi}{2}}(P_{i})^{3}=0$ であることに注意する. さらに,

ルジャンドル多項式の性質より $j>2i$ ならば $\langle(P_{i})^{2}, P_{j}\rangle=0$ だから, この和は有限和. よっ

て, (2.5) より

$\beta’’(0)=\frac{\overline{\beta}_{i}(\overline{\beta}_{i}+1)}{3}(\int_{-\frac{\pi}{2}}^{\frac{\pi}{2}}(P_{i})2)-1(3\sum_{j\neq i}o_{i}j\langle(P_{i})2, Pj\rangle^{2}-(\overline{\beta}_{i}+2)\int^{\frac{\pi}{2}}-\frac{\pi}{2}(P_{i})4)$ ,

となる. この式を計算することにより (ii) を得ることができる. 口

(補題 25の証明) $i$ が奇数の場合 $(\beta_{i})’(\mathrm{o})=0$ に注意すると, (2.4) において $i\neq j$ ならば

$0=\langle(A_{j}u)_{r}r(0), P_{j}\rangle=2\overline{\beta}_{i}(\overline{\beta}_{i}+1)\langle(P_{i})^{2}, P_{j}\rangle-2(\overline{\beta}_{i^{-\overline{\beta}_{j}}})\langle u_{r}r(0), P_{j}\rangle$ ,

となる. よって, (2.6) を得る. 口

3 Stability of Trivial Solutions
この section では, (1.8) の自明解の安定性に対する次の定理を証明する.

定理 3.1 $0<\beta<2$ とし, $k_{0}$ は自然な仮定 (1.4) と (1.9) を満たすと仮定する. このとき,
$||(k_{0})^{-}\beta-1||\leq\delta_{0}$ ならば, 初期値を $\tilde{k}(\cdot, 0)$ =k。とする (1.8) の解 $\tilde{k}$ に対して

$||\tilde{k}(\cdot, \tau)^{-\beta}-1||\leq e^{-\mu\tau}||(k_{0})^{-\beta}-1||$ $(\tau>0)$ , (3.1)

となるような $\delta_{0_{2}}\mu>0$ が存在する. ただし, $||f||=( \int_{\mathrm{S}^{2}}f^{2})\frac{1}{2}$ .

この定理は $0<\beta<2$ ならば (1.8) の自明解 $K\equiv 1$ は局所的に漸近安定であることを示
している. 実際, この定理より $||k_{0}-1||$ が十分小ならば $||\tilde{k}-1||arrow 0(\tauarrow\infty)$ となること

が容易に分かる.

(定理 3.1の証明) 相似変換された方程式 (1.8) を次のように変形する.

$\frac{\partial(\tilde{k}^{-\beta})}{\partial\tau}=-\frac{1}{2}\overline{\Delta}\tilde{k}-\tilde{k}+C(\mathcal{T})(\tilde{k}^{-}\beta)$. (3.2)
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このとき, $\delta(\tau)=||\tilde{k}^{-\beta}-1||^{2}$ とおくと

$\delta_{\tau}$ $=$ $2\langle(\tilde{k}^{-\beta}-1)_{7^{-}},\tilde{k}^{-}\beta-1\rangle_{\mathrm{S}^{2}}$

$=$ $\langle-\triangle\tilde{k}--2\tilde{k}+2C(\tau)\tilde{k}-\beta,\tilde{k}^{-\beta}-1\rangle_{\mathrm{S}^{2}}$

$=$ $-\langle\triangle\tilde{k}-+2\tilde{k},\tilde{k}^{-\beta}-1\rangle_{\mathrm{S}^{2}}+2C(\tau)\delta$

$=$ $-\langle\tilde{k}, \triangle(\tilde{k}-\beta-1)-+2(\tilde{k}-\beta-1)\rangle \mathrm{s}2+2c(\tau)\delta$ ,

となる. ここで, $\int_{\mathrm{S}^{2}}(\tilde{k}^{-\beta}-1)=0$ に注意する. また, 1の近傍で $u^{-1/\beta} \leq 1-\frac{1}{\beta}(u-1)+$

$\frac{1}{\beta}(\frac{1}{\beta}+1)(u-1)^{2}$ となっているから, $\delta_{0}$ と $\tau$ が+分小ならば

$C(\tau)$ $=$ $( \int_{\mathrm{S}^{2}}(k_{0})^{-\beta})-1\int_{\mathrm{S}^{2}}\tilde{k}(\cdot, \mathcal{T})$

$\leq$ $( \int_{\mathrm{S}^{2}}(k_{0})-\beta)^{-1}\int_{\mathrm{s}}2(1-\frac{1}{\beta}(\overline{k}-\beta-1)+\frac{1}{\beta}(\frac{1}{\beta}+1)(\tilde{k}^{-\beta}-1)^{2})$

$=$ $1+c_{\beta}||(\tilde{k})-\beta-1||2$ .

ただし, $C_{\beta}= \frac{1}{\beta}(\frac{1}{\beta}+1)(\int_{\mathrm{S}^{2}}(k_{0})-\beta)^{-}1$ . よ $\text{っ}$ て, このとき

$(\delta)_{T}\leq-\langle\tilde{k}, \triangle(\tilde{k}^{-\beta}-1)-+2(\tilde{k}^{-\beta}-1)\rangle_{\mathrm{S}^{2}}+2\delta+2C_{\beta}\delta^{2}$ , (3.3)

となる.

ここで) 自然な仮定より $\int_{\mathrm{S}^{2}}(\tilde{k}^{-\beta}-1)=0,\tilde{k}(\cdot, \mathcal{T})^{-\beta}\in(X_{1})^{\perp}(\tau>0)$ である. また, Taylor
の定理より, $\delta_{0}$ と $\tau$ が十分小ならば

$\tilde{k}=1-\frac{1}{\beta}(\tilde{k}^{-\beta}-1)+o(||\overline{k}^{-\beta}-1||)$ ,

となる. に注意して (3.3) を変形すると, このとき

$( \delta)_{\tau}\leq-\frac{1}{\beta}(2(2+1)-2(1+\beta)^{)}\mathrm{K}\delta+o(\delta)=-\frac{1}{\beta}(4-2\beta)\delta+o(\delta)$ , (3.4)

を得る. したがって, $0<\beta<2$ のとき $\delta_{0}$ と $\tau$ が十分小ならば $(\delta)_{\mathcal{T}}\leq-\overline{\mu}\delta$ , すなわち

$\delta(\tau)\leq e^{-\overline{\mu}}\delta \mathcal{T}(\mathrm{o})$ .

となる $\overline{\mu}>0$ が存在する. 以下, Bootstrap method により全ての $\tau>0$ に対して評価式

(3.1) を得ることができる. 口

注意 32次の固有値問題
$\triangle v-+2(1+\beta)v=\lambda v$ in $\mathrm{S}^{2}$ , (3.5)
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を考えると, 固有値は

$\lambda_{n}=-n(n+1)+2(1+\beta)$ $(n\in \mathrm{N})$ ,

でその固有空間は $X_{n}$ である. これから, $0<\beta<2$ のとき,

$\lambda_{0}=2(1+\beta)>\lambda_{1}=2\beta>0$,

$0>\lambda_{2}=-(4-2\beta)>\lambda_{3}>\cdots$ .

これは, 安定性を証明するためには初期条件に対する自然な仮定が必要である, ということ
を意味する.

$\beta>2$ の場合は $\lambda_{2}=-(4-2\beta)>0$ となっているから, 自然な仮定 (1.4) と (1.9) のみ

で自明解 $K\equiv 1$ の安定性を証明することは出来ないことが分かる.
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