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1 $\cdot$ はじめに

動的計画法 [1] は、 多変数実数値関数の同時最適化を 1変数ずつ逐次最適化する方法である。 こ

れは、 目的関数の再帰性 recursiveness (可分性 separability ともいう) と単調性 monotonicity
の下で可能である $[6][7][8][18]$。このとき、逐次最適化の最適解が本来の同時最適解でなければ
ならない。すなわち、 逐次最適化よる最適値が本来の最適値に–致し、逐次最適点が同時最適
点 (全体の少なくとも–部を) を与えることである。動的計画法が最も適用される目的関数は
加法型関数であり、確定性の下である。 この状況では再帰性と狭義単調性は満たされている。
したがって、 ただちに動的計画法を適用することができる。実際、 最適性の原理より再帰式を
導いて、 これを解いて本来の多変数死時最適化の最適解を求めることができる。通常、 動的計
画法とはこのことを指している [1]。
最近、 不確実性下における経済動学やファジィ環境下における多段意思決定には非加法型評
価基準が用いられている [3] $[5][16]$。ここでは加法型と同様なアプローチがとられているが、再
帰性を政策 (決定関数列) との兼ね合いでとらえなければならない $[10][11][12][13]$。それに応じ
て、 政策を、 (i) 現状態のみ、 (ii) 現在までの状態列、 (iii) 現在までの状態と決定の交互列、 の

依存性によって、 (i) マルコフ、 (ii) 一般、 (iii) 原始、 の三つ考える必要がある $[14][15]$ 。

本報告では、 加法型評価 (自身の直接の期待値最適ではなく) の閾値確率最適化を (マルコ
フ政策クラスではなく) 一般政策クラスおよび原始政策クラスの中で考える。 まず、 (1) パラ
メータを導入した動的計画法、 と (2) 履歴 (本来の状態と決定の交互列) を新状態にした動
的計画法、 の二つで解く。 次に、 前述のように同時最適解を与えるという意味で、二つの動的
計画法が正しく機能しているかをチェックする簡単な方法として多段確率決定樹表 multi-stage
stochastic decision tree-table による方法が有効であることを示す。 これは決定樹と決定表から
なり、 問題記述から最適解に至るまでが再帰式を解く順に構成されている。

2 記号と用語

まず、 本論文で用いる記号と用語を述べておこう。

(1) $N\geq 2$ は段の総数 (total number of stage) を表す正整数

(2) $X=\{s_{1}, s_{2}, \ldots, s_{p}\}$ は有限状態空間 (state space)
(3) $U=\{a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{k}\}$ は有限決定空間 (action space)
(4) $r_{n}$ : $X\cross Uarrow R^{1}$ は第 $n$ 利得関数 (n-th reward function) $(0\leq n\leq N-1)$

$r_{N}$ : $Xarrow R^{1}$ は終端利得関数 (terrninal reward ffinction)

(5) $p=\{p(y|x, u)\}$ はマルコフ推移法則 (Markov transition law)
: $p(y|x, u)\geq 0$ $\forall(x, u, y)\in X\cross U\cross X$

$\sum_{y\in X}p(y|X, u)=1$
$\forall(x, u)\in x\cross U$

; $p(y|x, u)$ は現在状態 $\tilde{X}$ が $x$ で現在の決定 $\tilde{U}$ が $u$ になったとき、 次の状態 $\tilde{Y}$

が $y$ になる条件付き確率を表す : $P(\tilde{Y}=y|\tilde{X}=x,\overline{U}=u)=p(y|X, u)$ . ただし
$\sim$ は確率変数を表わす。 この確率的推移を $\overline{Y}\sim p(\cdot|x, u)$ で表現する。

(6) $\pi=\{\pi_{0},7\mathrm{r}_{1}, \ldots,,\pi_{N-1}\}$ はマルコフ政策 (Markov policy)
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: $\pi_{0}:Xarrow U$, $\pi_{1}:Xarrow U$,
マルコフ政策の全体を垣で表わす。

$\pi_{N-1}$ : $Xarrow U$

(6) $\sigma=\{\sigma_{0}, \sigma_{1}, \ldots, \sigma_{N-1}\}$ (は–般政策 (general policy)
: $\sigma_{0}$ : $Xarrow U$, $\sigma_{1}$ : $X\cross Xarrow U$, .. . , $\sigma_{N-1}$ : $X\cross\cdots\cross Xarrow U$

-般政策の全体を $\Pi_{\mathit{9}}$ で表わす。

(6) $\mu=\{\mu 0, \mu_{1}, \ldots, \mu_{N-1}\}$ は原始政策 (primitive policy)

: $\mu_{0}$ : $Xarrow U$, $\mu_{1}$ : $X\cross U\cross Xarrow U$, . . .

, $\mu_{N-1}:X\cross U\cross X\cross U\cross\cdots \mathrm{x}U\cross Xarrow U$

原始政策の全体を $\Pi_{p}$ で表わす。

3 閾値確率最適化

問題は、 不確実な状況の下で得られる利得の総和があらかじめ定められた (所定の) 値 $c$ 以上
になる確率を最大にするように行動するには、意思決定者が各段で、 それまでの状態に応じて
どのように決定を取っていけばよいかである。 これは次の閾値確率最大化問題になる $[4],[19]$ :

Maximize $P_{x_{0}}^{\sigma}(r_{0}+r_{1}+\cdots+r_{N-1}+r_{N}\geq c)$

$\mathrm{P}_{0}(X\mathrm{o})$ subject to (i) $X_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ (1)
$n=0,1,$ . $,$ .

$,$
$N-1$

(ii) $u_{n}\in U$
.

ただし $P_{x_{0}}^{\sigma}$ は、 初期状態 $x_{0}$ , マルコフ推移法則 $p$ および -般政策 $\sigma$ から履歴の直積空間

$H_{N}=X\cross U\cross X\mathrm{x}U\cdots\cross U\cross X(2N+1)$ 個

上に唯一定まる確率測度である。 また、 この確率測度による期待値作用素を $E_{x_{0}}^{\sigma}$ で表わす。

3.1 一般政策クラス問題

この小節では、 一般政策クラス $\Pi_{g}$ 上での閾値確率最適化を考える 意思決定者が–般政策
$\sigma(\in\Pi_{g})$ を採用すると、最大化問題 (1) の閾値確率は 「部分」 多重和

$P_{x0}^{\sigma}(r_{0}+r_{1}+\cdots+r_{N}-1+r_{N}\geq c)$

$=$
$\sum_{(x_{1}x},\sum,\ldots\cdot,\cdot\cdot\sum_{N2x)\in(*)}p(x_{1}|X0, u\mathrm{o})p(x_{2}|_{X_{1}}, u_{1})\cdots p(xN|x_{N}-1, u_{N-1})$

(2)

で表わされる。 ただし、 多重和をとる領域 $(*)$ は

$r_{0}(x_{0,0}u)+r_{1}(x1, u1)+\cdots+r_{N-1}(X_{N}-1, uN-1)+r_{N}(x_{N})$ $\geq$ $c$ (3)

を満たす $(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{N})\in X\cross x\cross\cdots\cross x$ 全体にわたる多重和である。 ここに、 式 (2) $,(3)$

における決定列 $\{u_{0}, u_{1}, \cdots , u_{N-1}\}$ は–般政策 $\sigma=\{\sigma_{0}, \ldots, \sigma_{N-1}\}$ を通して定まっている :
$u\text{り}=\sigma_{0}(x\mathrm{o}),$ $u_{1}=\sigma_{0}(X0, X1)$ , . . . , $u_{N-1}=\sigma_{0}(x_{0}, x1, \ldots, x_{N}-1)$ . (4)

さて、 われわれの求める最適解は問題 (1) の最大値関数 $v_{0}=v_{0}(x\mathrm{o})$ および最大値を与える
最適政策 $\sigma^{*}$ である :

$v_{0}(x\mathrm{o})$ $=$ $P_{x_{0}}^{\sigma}’(r_{0}+\cdots+r_{N-1}+r_{N}\geq c)$ (5)
$=$ ${\rm Max} P^{\sigma}(x0r\sigma\in\Pi_{g}0+\cdots+r_{N-1}+r_{N}\geq c)$

$x_{0}\in X$ .
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この問題を–般政策クラス問題、 または短く –般問題と呼ぶ。
一般に、 確率変数 $Y$ が $c$ 以上になる確率 $P(Y\geq c)$ は、 定義関数

$\psi(y):=1_{[_{C,\infty})}(y):=\{$
1 $y\geq c$

$0$ その他 (6)

を通した確率変数 $\psi(Y)$ の期待値 $E[\psi(Y)]$ である :

$P(Y\geq c)=E[\psi(Y)]$ . (7)

したがって、 一般問題 (1) の閾値確率は定義関数 $\psi=\psi(\cdot)$ を通した期待値になる :
$P_{x_{0}}^{\sigma}(r_{0}+\cdots+r_{N-1}+r_{N}\geq c)$ $=$ $E_{x_{0}}^{\sigma}[\psi(r_{0}+\cdots+r_{N-1}+r_{N})]$ . (8)

すなわち、「部分」 多重和は定義関数を通した 「全」 多重和に等しい :

$. \sum_{(x_{1},x}\sum 2,\ldots\cdot,x.N^{\cdot})\sum_{\in(*}p(_{X}1|X)0,$

$u_{0})p(x2|_{X}1, u_{1})\cdots p(XN|x_{N}-1, u_{N-1})$

$= \sum_{(x_{1},x_{2}},..\sum.)x_{N}..).\in\sum_{X\cross \mathrm{x}}\{\psi.(r_{0,x}(\cross\cdot.\cross x0, u_{0})+\cdots+rN-1(x_{N}-1, u_{N}-1)+r_{N}(x_{N}))$

$\cross p(x_{1}|x_{0}, u0)p(X_{2}|X_{1}, u_{1})\cdots p(xN|X_{N1}-, uN-1)\}$ . (9)

3.2 拡大マルコフ政策クラス問題

したがって、「閾値確率」最大化問題は次の 「期待値」 最大化問題になる :

Maximize $E_{x0}^{\sigma}[\psi(r_{0}+r_{1}+\cdots+r_{N-1}+r_{N})]$

subject to (i) $X_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ (10)
$n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

(ii) $u_{n}\in U$

この問題を、新たに過去値をパラメータとする問題に埋め込んで考える $[2][10][11][12][1\mathrm{s}][141[17]$ 。

まず、 第 $n$ 段までの集積値確率変数列 $\{\tilde{\Lambda}_{n}\}$ およびそれらが取り得る過去値集合列 $\{\mathrm{A}_{n}\}$ をそ
れぞれ次で定義する :.

$\tilde{\Lambda}_{0}$
$=0\triangle$

$\tilde{\Lambda}_{n}$ $=\triangle r_{0}(x_{0}, U0)’+\cdots+r_{n-1}(x_{n-}1, U_{n-1})$ $n=1,$ $\ldots,$
$N$ (11)

$\Lambda_{0}$
$=\{0\}\triangle$

$\Lambda_{n}$ $=\triangle\{\lambda_{n}|\lambda_{n}=r_{0}(x_{0,0}u)+\cdots+r_{n-1}(X_{n-}1, un-1)$ ,
$(x_{0}, u_{0,\ldots,-}x_{n}1, u_{n}-1)\in X\cross U\cross\cdots\cross X\mathrm{x}U\}$ (12)

$n=1,$ $..’ N$

このとき、 総利得は次になる :
$r_{0}+r_{1}+\cdots+r_{N-1}+r_{N}=\tilde{\Lambda}_{N}+r_{N}$ . (13)

式 (11) は漸化式

$\tilde{\Lambda}_{0}$ $=0$

$\tilde{\Lambda}_{n+1}$ $=\tilde{\Lambda}_{n}+r_{n}(x_{n}, U_{n})$ $n=0,$ $\ldots,$ $N-1$ (14)

に同値である。 また、 相隣る過去値集合 $\{\Lambda_{n-1}, \Lambda_{n}\}$ 間には次の前向き再帰式が成り立つ :
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補題 3.1 (過去値集合間の再帰式)

$\Lambda_{0}=\{0\}$

$\Lambda_{n}=\mathrm{f}^{\lambda}+r_{n1}-(X, u)|\lambda\in\Lambda_{n}-1,$ $(x, u)\in X\cross U\}$ $n=1,2,$ $\ldots,$ N. (15)

さらに、 本来の状態空間 $X$ に過去値集合を貼り合せた拡大状態空間列 $\{$

.
$Y_{n}\}$ を直積で定義

する :
$Y_{n}$

$=X\cross\Lambda_{n}\triangle$ $n=0,1,$ $\ldots,$ N. (16)

この新状態空間列上のマルコフ政策 $\gamma=\{\gamma_{1}, \gamma_{2}, \ldots, \gamma_{N}\}$ はマルコフ決定関数列

$\gamma_{n}$ : $Y_{n}arrow U$, $(n=1,2, . .., N)$

で定まる。 これを拡大マルコフ政策といい、 その全体を $\overline{\Pi}$ で表わす。新たに終端利得関数 $T$ を

$\tau(x;\lambda)^{\triangle}=^{\psi}(\lambda+r_{N}(X))$ $(x;\lambda)\in YN$ (17)

で定義する。 さらに、 定常マルコフ推移法則 $p=\{p(y|X, u)\}$ およびパラメータダイナミッ
クス $\{\lambda_{n+1}=\lambda_{n}+r_{n}(x_{n)}u_{n})\}$ によって拡大状態空間列上に定まる非定常マルコフ推移法則
$q=\{q_{n}\}$ を

$q_{n}((y;\mu)|(_{X;}\lambda), u)=\triangle\{$

$p(y|x, u)$ $\lambda+r_{n-1}(X, u)=\mu$ のとき
(18)

$0$ その他.

で定義する。 このとき、 拡大マルコフ政策空間上の終端型評価問題

Maximize $\tilde{E}_{y0}^{\gamma}[\psi(\overline{\Lambda}_{N}+r_{N}(X_{N})]$

$\mathrm{Q}_{0}(y\mathrm{o})$ subject to (i) $X_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ (19)
$(\mathrm{i})’\tilde{\Lambda}_{n+1}=\tilde{\Lambda}_{n}+r_{n}(X_{n}, U_{n})$ $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

(ii) $u_{n}\in U$

を考える。 ただし、 $y_{0}=(x_{0};0)$ . ここに $\tilde{E}$; ば、 初期状態 $y0\text{、}$ 拡大マルコフ政策 $\gamma$ および新

マルコフ推移法則 $q$ に $\mathrm{J}$;って拡大状態空間列上に定まる確率測度 $\overline{P}_{y}^{\gamma_{0}}$ に基づ $\text{く}$ 期待値作用素で
ある ([15])。
さて、 第 $n$ 段の状態 $y_{n}=(x_{n};\lambda_{n})(\in Y_{n})$ から始まる部分過程

Maximize $\tilde{E}_{y_{n}}^{\gamma}[\psi(\tilde{\Lambda}_{N}+r_{N}(X_{N})]$

$\mathrm{Q}_{n}(y_{n})$ subject to (i) $X_{m+1}\sim p(\cdot|x_{m}, u_{m})$ (20)
$(\mathrm{i})’\tilde{\Lambda}_{m+1}=\tilde{\Lambda}_{m}+rm(X_{m}, U_{m})$ $m=n,$ $\ldots,$ $N-1$

(ii) $u_{rn}\in U$

の最大値を $u^{n}(x_{n};\lambda n)$ とする。 ただし

$u^{N}(_{X_{N;\lambda_{N}}})^{\triangle}=\psi(\lambda_{N}+r_{N}(XN))$ $(x_{N};\lambda N)\in Y_{N}$ . (21)

このとき、 次の後向きの再帰式が成り立つ :
定理 31 (拡大マルコフ政策クラス問題の再帰式)

$u^{N}(x;\lambda)$ $=\psi(\lambda+r_{N}(_{X}))$ $x\in X,$ $\lambda\in\Lambda_{N}$

$u^{n}(X,\cdot.\lambda)$
$=$

${\rm Max} \sum_{y\in X}u(n+1\lambda+ry;n(xu\in U’ u))p(y|X, u)$
(22)

$x\in X,$ $\lambda\in\Lambda_{n}$ , $0\leq n\leq N-1$ .
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さて、 式 (22) の最大 (値を与える) 点を $\gamma_{n}^{*}(x;\lambda)$ とすると、 拡大マルコフ政策クラス血の
中での最適政策 $\gamma^{*}=\{\gamma_{0}^{*}, \gamma_{1}..\gamma_{N1}^{*}-\}*,.$, が得られる ([15, Theorem 4.2])。さらに、 $\gamma^{*}$ から、 以
下のように–般政策 $\sigma^{*}=\{\sigma_{0}\sigma_{1’ N1}^{**}\ldots\sigma-\}*,)$ を生成する : ただし、 $\sigma_{n}^{*}(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n})$ は

$u_{0}:=\gamma_{1}^{*}(x_{0};0)$ , $\lambda_{1}:=0+r(x_{0,0}u)$

$u_{1}:=\gamma_{1}(*)X1^{\cdot}\lambda 1)$ , $\lambda_{2}:=\lambda_{1}+r(X_{1}, u_{1})$

$u_{n-1}:=\gamma^{*}n-1(’.\cdot Xn-1;\lambda n-1)$

,
$\lambda_{\dot{n}}$

.

$:=\lambda_{n-}1+r(xn-1, un-1)$

(23)

$\sigma_{n}^{*}(x_{0}, X_{1}, \ldots, x_{n})$ $:=\gamma_{n}^{*}(x\cdot\lambda n)n)$ .

このとき、 次が成り立つ :
定理 32 (拡大マルコフクラスと–般クラスの等価性 [15, Theorem 6.1])
(i) 政策 \mbox{\boldmath $\sigma$}*tJ--般政策クラス $\Pi_{g}$ の中での最適である。
(ii) 拡大マルコフ政策クラス $\tilde{\Pi}$ の最大値は–般政策クラス $\Pi_{g}$ の最大値に等しい :

$u^{0}(x_{0;0})=v_{0(_{X})}0$ . (24)

3.3 原始政策クラス問題

本来の閾値確率制御問題 (1) は–般政策クラス $\Pi_{g}$ の中での最大化であるが、本節ではこのク
ラスより広い原始政策クラス $\Pi_{P}$ の中で最適化しても最適政策が–般政策として得られること
を示す。
まず、 原始政策クラス $\Pi_{p}$ 上の閾値確率最大化問題は次になる :

Maximize $P_{x\mathrm{o}}^{\mu}(r_{0}+r_{1}+\cdots+r_{N-1}+r_{N}\geq c)$

$\mathrm{R}_{0}(x_{0})$ subject to (i) $X_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ (25)
$n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

(ii) $u_{n}\in U$

これを原始政策クラス問題、 または簡単に原始問題と呼ぶ。ただし、 決定列 $u_{0},$ $u_{1},$
$\ldots,$

$u_{N}$

のはそれ以前の決定列にも依存して定まっている :
$v\text{り}=\mu 0(X_{0}),$ $u_{1}=\mu_{0}(X0, u_{0}, X_{1})$ , . . . , $u_{N-1}=\mu_{0}(x_{0}, u_{0}, X_{1}, u1, . \mathrm{v}\cdot, u_{N-}2, xN-1)$ . (26)

また原始問題も 「期待値」 最大化周題 :

Maximize $E_{x_{0}}^{\mu}[\psi(r_{0}+ \cdot..+r_{N-1}+r_{N})]$

$\mathrm{R}_{0}(x\mathrm{o})$ subject to (i) $X_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ (27)
$n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

(ii) $u_{n}\in U$

になる。 この期待値最大化問題に対して、履歴 $h_{n}=(x_{0}, u_{0,\ldots,xuX}n-1,n-1,n)(\in H_{n})$ から始
まる部分問題

Maximize $E_{h_{n}}^{\mu}[\psi(r_{0}+\cdots+r_{N-1}+r_{N})\}$

$\mathrm{R}_{n}(h_{n})$ subject to (i) $X_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ (28)
$n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

(ii) $u_{n}\in U$

の原始政策 $\mu=\{\mu_{n}, \mu_{n+1,\ldots,\mu_{N-}1}\}$ にわたる略大値を $w_{n}(h_{n})$ とする。 ただし

$w_{N}(h_{N})=\triangle\psi(r_{0}(x_{0}, u_{0})+\cdots+r_{N-1}(XN-1, uN-1)+r_{N}(X_{N}))$ . $(’29)$

このとき、後向きの再帰式が成り立つ :
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定理 33 (原始政策クラス問題の再帰式)

$w_{n}( \text{ん})=\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}u\in Uy\in\sum w_{n+1}(h, u, y)\mathrm{x}p(y|_{X}, u)$
$h\in H_{n}$ , $1\leq n\leq N-1$ (30)

$w_{N+1}(h)=^{\psi(}r_{0}(X0, u0)+\cdots+rN-1(x_{N}-1, u_{N-1})+r_{N}(x_{N}))$ $h\in H_{N}$ . (31)

さて、 式 (30) の最大点を $\hat{\mu}_{n}(\text{ん})$ とすると、原始政策クラス $\Pi_{g}$ の中での最適政策 $\hat{\mu}=$

$\{\hat{\mu}_{0},\hat{\mu}1, \ldots,\hat{\mu}_{N-}1\}$ が得られる ([15, Theorem 4.4])。さらに、 $\hat{\mu}$ から、 以下のように–般政策
$\hat{\sigma}=\{\hat{\sigma}_{0},\hat{\sigma}_{1}, \ldots,\hat{\sigma}N-1\}$ を生成する : ただし

$\hat{\sigma}_{0}(x\mathrm{o})$ $:=$ $\hat{\mu}_{0}(x_{0}.)$

$\hat{\sigma}_{1}(X_{0,1}X)$ $:=$ $\hat{\mu}_{1}(x_{0}, u_{0}, x_{1})$ ただし $u_{0}=\hat{\mu}0(x\mathrm{o})$

.$\cdot$. (32)
$\hat{\sigma}_{N-1}(x_{1}, X2, \ldots, xN-1)$ $:=$ $\hat{\mu}_{N-1}(X_{1}, u1, X2)\ldots,$ $u_{N-2,N-1}x)$

ただし $u_{0}=\hat{\mu}\mathrm{o}(x_{0})$ , $u_{1}=\hat{\mu}_{1}(x_{0}, u_{0}, x_{1})$ ,
.. ., $u_{N-2}=\hat{\mu}_{N}-2(x_{0}, u0, x1, \ldots, u_{N-3_{)}}x_{N-2})$ .

このとき、 次が成り立つ :

定理 34 (原始クラスと–般クラスの等価性 [15, Lemma 5.1])
(i) 政策 $\hat{\sigma}$ は–般政策クラス $\Pi_{g}$ の中での最適である。
(ii) 原始政策クラス $\Pi_{\mathrm{p}}$ 上の最大値は–般政策クラス $\Pi_{g}$ 上の最大値に等しい :

$w_{0}(X_{0})=v_{0}(x\mathrm{o})$ . (33)

4 3状態 2決定 2段問題

この節では、 3-2-2 (3状態 2決定 2段) モデルにおいて (加法型) 総合評価値が $c=2.5$ 以上
になる閾値確率を最大化する問題を考える :

Maximize $P_{x_{0}}^{\sigma}(r_{0}(U_{0})+r_{1}(U_{1})+r_{2}(x_{2})\geq 2.5)$

subject to (i) $X_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ $n=0,1$ (34)
(ii) $u_{0}\in U,$ $u_{1}\in U$

ただし、 次のような Bellman and $\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{h}_{\mathrm{t}}^{\mathrm{r}}3$ , pp.B154] の数値例を用いる :

$r_{2}(s_{1})=0.3$ $r_{2}(s_{2})=1.0$ $r_{2}(s_{3})=0.8$

$\underline{u_{t}=a_{1}}$ $\underline{u_{t}=a_{2}}$

$r_{1}(a_{1})=1.0$ $r_{1}(a_{2})=0.6$

$r_{0}(a_{1})=0.7$ $r_{0}(a_{2})=1.0$
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4.1 再帰式

まず、再帰式 (22) を解いて拡大マルコフ政策クラス貢の中で最適値関数列 $\{u^{0}(x_{0;\lambda}0))u^{1}(x_{1} ; \lambda_{1})$ ,
$u^{2}(x1;\lambda 2)\}$ および最適政策 $\gamma^{*}=\{\gamma_{0}^{*}(X0;\lambda_{0}))\gamma_{1}^{*}(x_{\mathrm{t}} ; \lambda 1))\}$ が求められる。 これをまとめると、
表 1になる。

表 1 拡大マルコフ政策クラスの最適解

次に、再帰式 (30) を解くと、原始政策クラス $\Pi_{p}$ の中で最適値関数列 $\{w^{0}(x\mathrm{o}),$ $w^{1}(x_{0}, u0, X_{1})$ ,
$w^{2}(x_{0}, u_{0,1,1}Xu, X_{2})\}$ および最適政策 $\hat{\mu}=\{\hat{\mu}_{0}(x_{0}), \hat{\mu}_{1}(X_{0}, u_{0}, x_{1}))\}$ が得られる。 これをまと
めると、 表 2,3,4になる (表 3,4省略) 。
このとき、 $\gamma^{*}$ から生成される–般政策 $\sigma^{*}$ は $\hat{\mu}$ から生成

される–般政策 $\hat{\sigma}$ に–致し、 これはまた次の多段確率決定
樹表によっても得られることが分かる。

表 2 $\{w_{0}(X\mathrm{o})\hat{\mu}_{0}(X_{0})\}$

4.2 多段確率決定甲子

多段確率決定樹表は、 問題のデータを過程の進行状況に応じて配列し、 あらゆる可能な経路と
その評価値確率を図示し、各段における最適決定の選択を明示している。 この意味では列挙
法の解構成を与えている。 しかし、 最適解に至るまでは動的計画法の再帰式を解く順に構成さ
れている。 この樹表ではあらゆる型の評価関数期待値最適化が解かれる。
次頁の樹表 (図 1) では、 3-2-2型 (3状態 2決定 2段) 加法モデルに対して次のように簡略

化している (数値自体は Bellman and Zadeh (1970) のデータ) :

履歴 $=x_{0}r_{0}(u_{0)}/u_{0}p\mathrm{o}x_{1}r_{1}(u_{1})/u_{1}p_{1}x_{2}r_{G}(x_{2})$

ただし $p_{0}=p(x_{1}|x_{0}, u_{0})$ , $p_{1}=p(x_{2}|x_{1}, u_{1})$

加法 $=$ 加法型評価値 $=r_{0}(u_{0})+r_{1}(u_{1})+r_{G}(x_{2})$

経路 $=$ 経路確率 $=p0p_{1}$

閾確 $=$ 閾値確率 $=\psi(r_{0}(u_{0)}+r_{1}(u_{1})+rc(X_{2}))p0p1$

ただし $\psi(y)=1[2.5,\infty)(y)$

部分確 $=$ 部分確率
$=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}\psi(r_{0}(u_{0)}+r_{1}(u_{1})+r_{G}(X_{2}))p0p_{1}$

全確率 $=$ 全体確率
$= \sum_{x_{1}}\sum_{x_{2}}\psi(r_{\mathrm{o}(u_{0})}+r_{1}(u_{1})+r_{G}(X_{2}))p_{0}p_{1}$ .

イタリック体は確率を、ボールド体は上下の確率のうち大きい方を選択したことを表す。特に、
履歴の欄では 5つの数値 $r_{0}=r_{0}(u0),$ $p\mathrm{o},$ $r_{1}=r_{1}(u_{1}),$ $p_{1},$ $r_{c}=r_{c}(X2)$ のみを記している $\circ$
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$V^{0}(S_{1})={\rm Max} P_{s_{1}}^{\mu}\mu(r\mathrm{o}(U_{0})+r_{1}(U_{1})+r_{G}(X_{2})\geq 2.5)$

図 1: 状態 $s_{1}$ からの 2段確率決定樹表

ただし $P_{s_{1}}^{\mu}(r_{0}(U0)+r_{1}(U_{1})+rc(X2)\geq 2.5)=E_{s_{1}}^{\mu}\psi(r_{0}+r_{1}+r_{G})$ . に注意.
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