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$\mathrm{A}\mathrm{b}s$tract: Critical temperature of the classical $O(N)s$pin model in two dimensions is
investigated. After overviewing the authors recent works, it is discussed how to apply the
$\dot{\mathrm{B}}$lock Spin Tbansformation into the present model.

1 Introduction

四次元の格子ゲージ理論や 2次元の Non-Abelian シグマ模型では相転移は起こらないというのが現代物
理の前提のシナリオであるがそめ証明はいまだ我々の手中には無い.
我々は最近 $O.(N)$ Spin Model を self-avoiding walk で表現し, かなり正確な系の臨界逆温度 $\beta_{e}$ の評価
を得た.

A
$\overline{N}\geq\frac{\mu_{\nu}}{\mu_{\nu}^{2}-1’}$ as $Narrow\infty$ (1)

ここで $\mu_{\nu}\in(\nu, 2\nu-1)$ は self-avoiding walk の connective constant といわれるもので, 自分と交差し
ない self-avoiding random walk の数の増加の割合を示す数である $(\mu_{2}=2.653\cdots)$ . 我々はさらにこの結
果を標準的なポリマー展開と結合することにより, 2次元で臨界温度の改良を試み, $2\mathrm{D}O(N)$ Spin Model
の臨界逆温度 $\beta(N)$ は十分大きな $N$ に対して

$\beta_{c}(N)>CN\log$ N. (2)

となることを示した (ただし $C>0$ は正定数). これについては最近の論文をみよ. 実は 2次元では $N>2$

ならば, $\beta$

。 $=\infty$ が期待されているのでこれらは全く不満足なものである. これを打破するため多段の繰り
込み変換を利用することを提案し、途中経過を紹介したい.
さて良く知られてはいるがキデルを説明しよう. $\nu$ 次元 $O(N)$ spin model は以下の Gibbs の期待値で

決まる:

$<f> \equiv\frac{1}{Z_{\mathrm{A}}(\beta)}\int,$
$f(\phi)\exp[-H\Lambda(\emptyset)]\square \delta(\emptyset(x)2-1)d\emptyset(X)x$ . (3)

ここに $\mathrm{A}\subset \mathrm{Z}^{\nu}$ は原点中心の巨大な正方形で $\phi(x)=(\phi(x)^{(1}),$
$\cdots,$

$\phi(X)^{(}N))$ は $x\in\Lambda$ , に位置するベクト
ル値スピンで $Z_{\mathrm{A}}$ は分配関数と呼ばれ今の場合 $<1>=1$ で決まる定数である. さらに $H_{\mathrm{A}}$ は系のハミル
トニアンであり

$H_{\mathrm{A}} \equiv-\frac{\beta(N)}{2}.\sum_{y|\Phi-|=1}\emptyset(X)\emptyset(y)$ (4)

で与えられる. ただし $|x|=( \sum_{i=1^{X}i}^{\nu}2)^{1/2}$ とし $\beta(N)$ が逆温度である. [8] に従い $N^{-1}$ 展開を利用したい
ので

$\beta(N)=N\beta$. (5)
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2 Determinant Representation

始めるにあたり, 恒等式 (Poisson 積分式) $\delta(\phi^{2}-1)=\int\exp[-ia(\phi^{\mathrm{a}}-1)1^{da}/2\pi$ を $\mathrm{e}\mathrm{q}.(3)$ に代入する.

ただし [9] ${\rm Im} a_{i}<-\nu N\beta$ を要求しておく.

${\rm Im} a_{i}=-N\beta(\nu+m^{2}/2),$ ${\rm Re} a_{i}=\sqrt{N}\beta\psi_{i}$ . (6)

これから

$Z_{\mathrm{A}}$ $=$ $c^{|\mathrm{A}|} \int\exp[-\frac{\beta N}{2}<\phi, (m^{2}-\triangle+\frac{2i}{\sqrt{N}}\psi)\emptyset>+\sum i\sqrt{N}\beta\psi j]\mathrm{I}\mathrm{I}\frac{d\phi_{j}d\psi_{j}}{2\pi}j$

$=$ $c^{|\mathrm{A}|} \det(m-2\Delta)^{-}N/2\int F(\psi)\prod\frac{d\psi_{j}}{2\pi}$ , (7)

$F(\psi)$ $=$ $\det(1+\frac{2iG}{\sqrt{N}}\psi)^{-}N/2\exp[^{\sqrt{N}\beta}i\sum\psi_{j}j]$ (8)

ここで $c’ \mathrm{s}$ は行毎に違いうる正定数で, $\Delta_{ity}=-2\nu\delta_{xy}+\delta_{|x-y|,1}$ は格子空閲上の lattice Laplacian で
$G=(m^{2}-\Delta)-1$ はおなじみの格子空間上の伝播関数または Green 関数である. 同様に 2点関数は

$<\phi_{0}\phi \mathrm{g}>$ $=$ $\frac{1}{\tilde{Z}}\int(m^{2}-\Delta+2^{\sqrt{N}}i\psi)_{0^{1}}-xF(\psi)\prod\frac{d\psi_{j}}{2\pi}$ (9)

となるが $\tilde{Z}=c^{|\mathrm{A}|}Z_{\mathrm{A}}$ は再び前後から明らかな規格化定数である

さて質量定数 $m$ は正であれば何でも言い訳だが $m\geq 0$ を $G(\mathrm{O})=\beta$ が成立するよう選ぶと都合がよい :

$G(x)$ $=$ $\int e^{ipoe}\frac{1}{m^{2}+2\sum(1-\mathrm{c}\mathrm{o}sp_{i})}i\prod_{=1}\frac{dp_{i}}{2\pi}\nu$ . (10)

これは次元が 2以下ならどんな $\beta$ に対しても可能であって $G(\mathrm{O})$ が第–種完全楕円積分で表されるこ

とから 2次元では $m^{2}\sim 32e^{-4\pi\beta}(\betaarrow\infty)$ が出てくる. 摩詞不思議なことにこれは繰り込み群の計算

と完全に–致する [11]. 3次元以上ではかような $m$ は $\beta\leq G_{0}(\mathrm{O})\equiv G(0)|_{m=^{0}}$ の時のみ存在するこ

とはすぐに分かるが. $\beta>G_{0}(0)$ であれば系が自発磁化を示すことはすでに知られている [?]. 従って
$N\mu_{\nu}/(\mu_{\nu}^{2}-1)<\beta$

。$(N)<NG_{0}(0)$ for $\nu\geq 3$ . つまり次元が 2以下の時だけそしてその時だけ全ての $\beta$ に

ついて

$F(\psi)$ $=$ $\det_{\epsilon}(1+\frac{2iG}{\sqrt{N}}\psi)-N/2[\exp-\mathrm{R}(G\psi)2]$ (11)

と書けるのである. ただし $\det_{h}(1-A)=\det[(1-A)\exp[\sum_{1}-1/kA^{l}p$」. とおいた.

このような $m\geq 0$ が存在するときには系は近似的に以下のガウス測度 (自由系) で記述される :
$\exp[-\sum_{x,y}\psi(X)G^{\otimes\psi(y}2(x, y))]\prod d\psi$ ここで $G^{\otimes 2}(x, y)\equiv G(x, y)^{2}$ は $G$ と $G$ の Hadamard 積といわ

れるものでボソン 2個の伝播関数で正の演算子である. 積分は遂行されて行列式 $\det_{\theta(1}+2iG\psi/\sqrt{N})^{-N/2}$

が択られこれをガウス系に対する小さい摂動とみなそう. つまり $\mathrm{d}\mathrm{e}\_{2(\mathrm{i}-\mathrm{F}}’*,$ $2ie\psi_{/}:\sqrt{N}^{\backslash -}\mathit{1}N/\mathrm{g}$ は厳密に正で

ある関数 $|F(\psi)|=\det(1+4G\psi G\psi/N)^{-N/4}$ のように振る舞うと仮定できよう. もし\sim \check .の仮定が正当化で

きれば $N>2$ のとき系は相転移を示さずつねに massive である. 実際に

$<\emptyset 0\phi_{x}>$ $\sim$ $\frac{N}{\tilde{Z}}\int(m^{2-1}-\Delta+\frac{2i}{\sqrt{N}}\psi)0ae|F(\psi)|\mathrm{I}\mathrm{I}^{\frac{d\psi_{j}}{2\pi}}$

$\leq$ $N| \sup_{\psi}(m-\Delta+\frac{2i}{\sqrt{N}}2\psi)_{0_{l}^{1}}-|$

$\leq$ $N(m^{2-1}-\Delta)0\mathrm{f}\mathrm{l}’\leq c_{1}\exp(-C2m|x|)$

ただし $c_{i}>0$ は適当な定数である. (収束性から $N>2$ が必要).
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3 Block Spin $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$

実際には $\psi(x)$ は積分変数で無限大の値をとりうるので前の議論はキチンと正当化されねばならない. こ
れを示すため我々ほ非局夢相互作用を局所的な相互作用に分解し (polymer expansion [?, ?, ?, ?]) 再び加
えあわせる. しかし今まで出てきた kernels はきわめて non-local で $|\psi(:r)|$ が大きくなって行列式の展開
が成立しない領域がモザイクのように散らばって分布している. しかしこのようなモザイク領域の出現す
る割合は確率的に小さい. このことを利用して自由エネルギー $\log Z$ を解析関数の絶対収束級数で表す方
法をポリマー展開という.
ここで $\beta$ が大きければ $G$ は $G(x, x)\sim-\log m\sim\beta)$ なので行列式の展開は殆どの $\psi$ に対しておぼつ

かない. そこで行列式を $\phi$ を多くの distance scale からなる独立なガウス型確率変数の和として分解, 段
階的に積分, 行列式を多くの行列式の積に分解する. このため, $\mathrm{A}\subset Z^{2}$ をサイズが $L\cross_{\vee}L$ のブロック $\Delta_{i}$

に別け次のプロセスを繰り返す :

(1) $\phi_{n}$ のブロック平均を $\phi_{n+1}$ に保ちつつ,\mbox{\boldmath $\phi$}7で積分, ただし $\emptyset 0=\phi$,
(2) $\psi_{n}$ のブロック和を $\psi n+1$ に保ちつつ,\psi n で積分, ただし $\emptyset 0=^{\psi}$ ,
最初 $G(\mathrm{O})=\beta$ に留意して

$W_{0}(\phi, \psi)$ $=$ $\frac{1}{2}<\emptyset,$ $G_{0^{1}}^{-}\emptyset>-i<J_{0},$ $\emptyset>$ , (12)

$J_{0}(X)$ $=$ $- \frac{1}{\sqrt{N}}$ : $\phi^{2}(_{X)}$ : $c_{0}= \sqrt{N}\beta-\frac{1}{\sqrt{N}}\phi^{2}(X)$ , (13)

とおく, ここで : $A$ :G。は $A$ の mean zero, covariance $G_{0}^{-1}$ のガウス確率速度 $d\mu_{0}(\emptyset)$ に関する Wick 積
で $<f,$ $g>=\dot{\sum}aef(x)\cdot g(x)$ .
さて我々は $\phi(x)\equiv\phi 0(X)$ と $\psi(x)\equiv\psi_{0()}X$ をプロックスピン $\phi_{1}(x)=(C\phi_{0})(x)$ と $\psi_{1}(x)=(c’\psi 0)(\mathrm{i}I\mathrm{i})$ ,

$\phi(x)$ と $\psi(x)$ の揺動場 (fluctuations) $\xi_{0}(\zeta)$ と $\tilde{\psi}_{0}(\zeta)$ で表すここで $x\in\Lambda_{1},$ $\Lambda_{n}\equiv Z^{2}\cap L^{-\hslash}\Lambda$ かっ

( $\in\Lambda-L\Lambda_{1}$ . $C$ は $\emptyset(x)$ のブロック上の算術平均を, $C’$ はブロック上の算術和をとり, 両者ともひき続い
て座標を $L^{-1}$ だけスケール変換する

$(C\phi)(X)$ $=$ $L^{-2} \sum\phi.(LX+\zeta)$ , (14)
$\zeta$くロ

$(C’\psi)(x)$ $=$
$\sum_{\zeta\in \text{ロ}}\psi(L_{X+\zeta})$ (15)

ここで $x\in\Lambda_{1}$ でロ $(x)$ はサイズ $L\cross L$ , 中心 $x$ ( $\square =$ 臼 (0)) の正方形. この風変わりなスケ–ノ変換は $\phi$

は Televa..n$\mathrm{t}$ field として扱われるが, $\psi$ は marginal field として扱われることを示す. 従って $\psi(x)$ と $\phi \mathrm{o}(x)$

との積, 例えば $\psi(x)\phi_{0}^{2}(X)$ なども marginal になる. この理由については $\mathrm{e}\mathrm{q}.(46)$ を見られよ.
block spin $\emptyset$

} $(\mathfrak{B})\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{X}$ covariance

$G_{1}$

.
$(x, y)$ $=$

$CGC^{+}(x, y)=L-4 \sum G\mathrm{o}(LX+\zeta 1, L\zeta 11\zeta_{2}\in \mathrm{o}y+\zeta_{2})$ . (16)

を有し同様に $\phi_{n}$ の covaxiance $G_{n}$ と変換行列 A。と 』を導入する.

$G_{n}(x,.y)$ $–cG_{n-}{}_{1}C^{+}(_{X}.’ y)=L^{-4} \sum_{\in\zeta 1,\zeta 20}G\pi-1(Loe+\zeta_{1,y}L+\zeta_{2})$
, (17)

$A_{n}(_{X},y)$ $=$ $G_{n-}{}_{1}C+c_{n}^{-}1(x, y)= \sum G_{n}-1(X, \zeta)C^{+}G_{n}^{-1}(\zeta,y)$ , (18)
く

$A_{n}$ $=$ $A_{1}\cdots A_{n}=G_{0}(C+)nG^{-1}n$ . (19)
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(この記法は [12]) 以下の幾つかの写像を導入する. $Q;R^{\mathrm{A}\backslash L}\mathrm{A}_{1}arrow R^{\mathrm{A}}$ and its adjoint $Q^{+}$ : $R^{\mathrm{A}}arrow R^{\mathrm{A}\backslash L\mathrm{A}_{1}}$

$(Q\xi)(x)$ $=$ $\{$

$\xi(x)$ if $x\not\in LZ^{2}$

(20)
$- \sum_{y\in^{\mathrm{o}}(}x\rangle\xi(y)$ if $x\in LZ^{2}$

$-$

$(Q^{+}f)(x)$ $=$ $f(x)-f(x\mathrm{o})$ (21)

ここで $\mathrm{e}$ 鞠 $\in L\Lambda_{1}$ は $x$ からの最近接点. つまり $Q^{+}$ は微分作要素.

揺動場による積分 (fluctuation integr]) で起きることを見てみる:

$\exp[-W_{1}(\phi\iota, \psi 1)]=\int\exp[-W\mathrm{o}(A_{1}\psi_{1}+Q\xi 0,\tilde{A}1\psi 1+Q\tilde{\psi})]\prod d\xi_{0(X})\prod d\tilde{\psi}(x)$ (22)

ここで $\tilde{A}_{1}$ は (22) を $\xi_{0}$ で積分して後決定することとして, 係数を除いて次式を得る:

$\int\exp[-\frac{1}{2}\{<\phi 1, G_{1}^{-1}\phi_{1}>+<\xi 0, Q+G^{-}Q0^{1}\xi 0>\}+i\sqrt{N}\beta\sum\psi_{x}\varpi$

$- \frac{i}{\sqrt{N}}\sum_{x}[(A_{1}\phi_{1})^{2}t+2(A1\phi 1)0(Q\xi_{0})x+(Q\xi 0)_{x}^{2}]\psi_{x}]\prod d\xi_{0},x$

$=$ $\exp[-\frac{1}{2}<\phi 1, G^{-}1\phi_{1}1>+i\sqrt{N}\sum_{x}(\beta-\frac{1}{N}(\varphi\iota)^{2}ae)\psi_{x}]$

$\cross\exp[-\frac{2}{N}<Q^{+}(\varphi_{1}\cdot\psi), \frac{1}{K}Q^{+}(\varphi 1^{\cdot}\psi)>]\det^{-}/2(N1+\frac{2i}{\sqrt{N}}\Gamma_{0}Q+_{\psi}q)$ (23)

ここで

$\varphi_{1}(_{X)}$ $=$ $(A_{1}\phi_{1})(x),$ $X\in\Lambda$, (24)

$\Gamma_{0}$ $\equiv$ $[Q^{+}(-\Delta+m^{2})Q]^{-1}$ , (25)

$K$ $\equiv$ $Q^{+}(- \Delta+m^{2}+\frac{2i}{\sqrt{N}}\psi)Q$ . (26)

$m^{2}$. が如何に小さくても, $\mathrm{r}_{0}$ は $(m^{2}+L^{-2})^{1/2}[12]$ 程の質量を持ち, 行列式は例え $m=0$ でも locality を

持つ. $K^{-1}$ も又 $\psi$ ( $K^{-1}\sim\Gamma_{0}$ , see [4]) に–様に指数関数的 decay をもつ.

さて

$\det^{-}/2(N1+\frac{2i}{\sqrt{N}}\mathrm{r}\mathrm{o}Q^{+_{\psi Q)}}$ $=$ $\exp[\mathrm{n}(-i\sqrt{N}\mathrm{r}_{0}Q^{+}\psi Q-(\Gamma 0Q+\psi Q)^{2})]\eta(\psi)$ ,

$\eta(\psi)$ $\equiv$ $\det_{3}^{-N/2}(1+\frac{2i}{\sqrt{N}}\mathrm{r}\mathrm{o}Q^{+\psi Q)}$,

として, 我々の蟄 tegra麗は

$\exp[-\frac{1}{2}<\emptyset 1,$ $c^{-1}1\phi 1>-<\psi,\hat{H}_{0^{1}])}^{-}\psi>+i<J_{1},$$\psi>\eta(\psi$ (27)

と表される, ここで

$\hat{H}_{\overline{0}^{1}}$ $=$
$(Q \Gamma \mathrm{o}Q^{+})^{\mathrm{O}}2+\frac{2}{N}[(Q\frac{1}{K}Q^{+})\mathrm{o}(\varphi\iota\cdot\varphi 1)]$ , (28)

$J_{1}(x)$ $=$ $\sqrt{N}\beta-\sqrt{N}(Q\Gamma 0Q^{+})(_{X,X})-(\varphi 1)^{2}\sqrt{N}\underline{1}x$

$=$ $- \frac{1}{\sqrt{N}}$ : $\varphi_{1}^{2}(x)$ : (29)
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で:: は Gauss 測度 $d\mu_{G_{1}}$ についての Wick 積:

: $\varphi_{i}(x)\varphi_{j}(y):G1$ $\equiv$ $\varphi_{i}(x)\varphi_{j}(y)-\delta_{ij(}A1G1A_{1}+)(i\mathrm{r}, y)$

ここで $Q\Gamma_{0}Q^{+}=G_{\mathit{0}-}G_{0}o+_{G^{-}c1G}10$ と $A_{1}=G_{0}C^{+}G_{1}^{-1}$ を使った. ここで行列 $A$ と $B$ に対し, その
Hadamard 積を, $(A\circ B)(x, y)\equiv A(x, y)B(.x, y)$ で以下導入する.
:

この展開は注意深くおこなう. まず $\psi(x)$ の “Small Fields” を

$| \frac{2}{\sqrt{N}}\Gamma_{0}Q+_{\psi Q}|<N-e$ (30)

で定める. $\Gamma_{1}$ は有界作要素なのでこの条件は $|Q^{+}\psi Q|<N^{s}$ に同値である $( \delta<\frac{1}{2})$ . このように $\psi$ で積分
するには, 我々は $Q^{+}\psi Q$ は小さい, つまり, $||\mathrm{r}_{0}Q+\psi Q||<o(N^{\delta}),$ $0<\delta<1/2$ と仮定する. さらに $N$ は
大きいと仮定しなければならない. もしあるブロック $\Delta_{i}$ があってそこで $\psi$ が行列展開出来ない大きな値
を取るならば, そのような large field regions を抜きだし直接的に評価する. small field region は行列式展
開が絶対収束するようなブロックの和集合である.

$\psi$ で積分するため, Wick 積を取って主要項を $\hat{H}_{0}^{-1}$ より取り出す:

$\hat{H}_{0}^{-1}$ $\equiv$ $\tilde{H}_{0}^{-1}+\delta\tilde{H}_{0^{1}}^{-}$ , (31)
$\tilde{H}_{0}^{-1}$ $\equiv$ $\tau_{0^{02}1}+2\tau 0\circ \mathcal{G}$ , (32)

$\delta\tilde{H}_{0}^{-1}$ $=$ $\frac{2}{N}[\mathcal{T}_{0}\circ:\varphi 1^{\cdot}\varphi_{1}:_{G_{1}}]+\frac{2}{N}[(Q(\frac{1}{K}-\mathrm{r}_{0)}Q^{+})\circ(\varphi 1^{\cdot}\varphi 1)],$ (33)

こ $arrow\dot{}$ で $\mathcal{T}0\equiv Q\Gamma_{0}Q^{+}$ かつ $\mathcal{G}_{1}\equiv A_{1}G1A_{1}^{+}$ . さて $\tilde{H}_{0}^{-1}$ は strictly positive で、 zero-average fields $QR^{\mathrm{A}\backslash L\mathrm{A}_{1}}$

に制限すれば $\tilde{H}_{0}^{-1}\geq O(\beta)$ . また $\delta\tilde{H}^{-1}$ は $\tilde{H}_{0}^{-1}$ に比して小さい $(=O(\beta/N))$ . と言うわけで $\tilde{H}_{0}\delta\tilde{H}_{0}^{-1}$ $=$

$O(N^{-1})$ と $\tilde{H}_{0}\delta\tilde{H}_{0}^{-1}$ は大きな $N$ に対して $\beta$ に関係なく摂動で扱える.
すなわち我々は

$\tilde{A}_{1}=\tilde{H}_{0}(C’)+H_{1}^{-}1,$ $H_{1}=C’\tilde{H}0(c’)^{+}$ , (34)
と置いて

$<\psi,\hat{H}_{0}-1\psi_{>}$ $=$ $<\psi,\tilde{H}_{0}-1\psi>+<\psi,$ $\delta\tilde{H}_{0}-1\emptyset>$ , (35)
$< \psi,\tilde{H}_{0}^{-1}\psi>+i\sum J\mathrm{o}(_{X})\psi(X)$ $=$ $<\psi_{1},$ $H_{1}-\cdot 1\psi 1>+i<J\mathrm{r},\tilde{A}_{1}\psi_{1}>$

$+<\tilde{\psi},$ $Q^{+1}\tilde{H}\mathit{0}-Q\tilde{\emptyset}>+i<Q+_{j_{1}},\tilde{\psi}_{>}$ . (36)

を得る. $\mathcal{K}_{1}(X.)$ を $\{\emptyset\iota(X)\in R^{N}; x\in\Lambda_{1}\}$ の以下の条件を満たす極大集合とする
$.\dot{1}$ . $||\varphi_{1(_{X})}|-(N\mathcal{G}1\mathrm{t}x, x))1/2|<(N\mathcal{G}_{1}(x, X))\alpha$ ,

2. $|\varphi_{1}(X)-\varphi_{1}(_{X}+1)|<(\dot{N})^{\dot{1}/2\alpha}+$

ここですべての $x\in X$ に渡り $0<\alpha<1/2$ は小さくとる. $\mathcal{K}_{n}$ も又同様に定義され.“small-smooth’) と
いわれる.$\cdot$ 遥動場上の積分を繰り干すには, 集合 $\mathcal{K}_{n}$ が配位空間 $\{\phi_{n}(\dot{i}\mathrm{r})\in R^{N};x\in\Lambda_{n}\}$ で dominant
に存在しなくてはいけない。 $\phi_{1}\in \mathcal{K}_{1}$ ならば $|[Q\tilde{H}_{0^{1}}^{-}Q^{+}]^{-1+}QJ(x)|<<N^{\delta}$ なので $\tilde{\psi}$ に関する積分が
遂行できて次式が得られる.

$\det^{-}(1/2Q^{+_{\tilde{H}_{0}}}-1Q)\exp[-\frac{1}{4}<Q^{+}J_{1}, (Q+\tilde{H}1Q\overline{0})-1Q+j_{1}>]$.

$\tau_{0=QQ}\mathrm{r}_{0}+$ は $R^{\mathrm{A}\backslash L\mathrm{A}_{1}}$ (遥動場 (fluctuations)) の上では strictly positive で short range なので
$\tau_{0\circ}\mathcal{G}_{1}\sim\beta \mathcal{T}0>O(\beta)$ も然りである. これから $\tilde{H}_{0}^{-1}$ 及び $Q^{+}\tilde{H}_{0}^{-1}Q>O(\beta)$ も短距離相関を持つ正値演
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算子で補助場 $\psi$ の主要な寄与は $|\tilde{\psi}(X)|<\mathrm{c}\circ \mathrm{n}s\mathrm{t}.\beta^{-1/2}$ から来る. $Q^{+}\tilde{H}_{0^{1}}^{-}Q$ は下から const $.\beta$ で押さえ

られるので $(R^{\mathrm{A}\backslash L\mathrm{A}_{1}}\text{の上で})$ ,

$\int<Q^{+}J1,$ $(Q^{+}\tilde{H}_{0^{-}}1Q)-1Q+J_{1}>d\mu_{G_{1}}=O(1)$ . (37)

つまり $\tilde{\psi}$ に関する積分は. $\psi_{1}$ と $\phi_{1}$ の小さな補正項を生ずるだけで, これは $\mathcal{K}_{1}(X)$ が配位空間の中で十

分に大きいことをいう.
従って次の被積分関数は

$\exp[-W_{1}(\phi 1, \psi_{1})]$ $=$ $\exp[-\frac{1}{2}<\phi 1,$ $G_{1}-1\emptyset 1>-<\psi_{1},H_{1^{-}}1\psi_{1}>+i<J1,\tilde{A}1\psi_{1}>$

$- \frac{1}{4}<Q^{+}J_{1},$ $(Q^{+}\tilde{H}^{-1}0Q)-1Q+j_{1}>+\delta W_{1}]$ (38)

ここで $\delta W_{1}$ は小さなおつりである. これを $W_{0},$ $\mathrm{e}\mathrm{q}.(12)$ , と比較すると近似的な流れは次の式で与えられ

ることがわかる

$J_{0}=- \frac{1}{\sqrt{N}}\cdot\phi_{0}^{2}(X)$ : Go $arrow$ $J_{1}=- \frac{1}{\sqrt{N}}$ : $\varphi_{1}^{2}(X):_{G_{1}}$ ,

$H_{0}^{-1}=0$ $arrow$ $H_{1}^{-1}=(C’\tilde{H}0C^{\prime+1})^{-}$

またはもっと単純に: $\beta_{1}=\beta-\tau_{0}(x, x)$ .

4. 近似的繰り込み群の流れ
もし $\delta\tilde{H}_{\overline{n}}1$ や, 行列式からくる項及び

$\mathcal{F}_{n}=\frac{1}{4}<Q^{+_{\tilde{A}_{n-}^{+}}}1Jn’(Q+\tilde{H}^{-1}n-1Q)-1Q+_{\tilde{A}J}+>n-1n$ (39)

(上 $=\tilde{A}_{1}\cdots\tilde{A}_{n}$ ) を無視するならば前述の積分変換は何回でも遂行していける. 実際鑑は繰り込み群

の意味で marginal であり常に単位ブロックあたり $O(N^{-1})$ の大きさである. 従って, $\mathcal{F}_{n}$ は単位ブロッ

クあたり $o(N-\iota)$ の大きさで遥動場 (fluctuation fields $\{Q\xi_{n}\}$) とそれに基づく効果は制御可能である.

(ただしそれらから生ずる項は marginal とは限らない. またこれらの有る部分は繰り込みによって吸収さ

れる )
さて $\{z_{nn}=AQ\xi_{n}\}$ の covariance は

$\mathcal{T}_{n}$ $=$ $A_{n}Q\Gamma_{n}Q+A^{+}n$
’

(40)

なので, 繰り込み群の近似的流れは

$W_{n}(\phi_{n},\psi_{n})$ $=$ $\frac{1}{2}<\phi_{n},$ $G_{n}^{-1}\phi n>+<\psi n’ H-1\psi nn>-i<J_{n},\tilde{A}_{n}\psi r\iota>$, (41)

$J_{n}(\phi_{n})$ $=$
$J_{n-1}(A_{n} \phi_{n})-\sqrt{N}\tau_{n}-1=\sqrt{N}(\beta-\sum_{0}^{1}\mathcal{T}n-i^{-}\frac{\mathrm{i}1}{N}\varphi_{n}^{2})$ , (42)

$\tilde{H}_{n-1}^{-1}$ $=$ $H_{n-1}-1+\tilde{A}_{n-1[\mathcal{T}1}+narrow 0(\mathcal{T}n-1+2A_{nn}GA_{n}^{+})]\tilde{A}n-\mathrm{i}$, (43)

$H_{n}$ $=$ $C’\tilde{H}_{n-1}(c’)^{+}$ , (44)

$\tilde{A}_{n}$ $=$ $\tilde{H}_{n-1}(C’)+H_{n}^{-}1$ , (45)

で与えられる, ただし我々は全ての marginal terms を無瀕した, 又 $H_{0}^{-1}=0,$ $G0=(-\Delta+m^{2})^{-1}$ である.

さて $\tilde{H}_{n-1}$ と塩の性質を見るために

丸 (x, $y$) $\sim\delta_{[o\frac{e}{L^{\mathrm{L}}}]},y$ ’
$\tilde{A}_{\hslash}(x,y)\sim L-2n\delta[\overline{\mathrm{r}}^{\pi}.],y$ (46)
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$\#_{-}^{f}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{B}^{-}t\text{る}},$
$f’.^{\wedge^{\backslash }}.\backslash \text{し}x\in\Lambda,$ $y\in\Lambda_{n}$ -C $b\text{り}[x/L^{n}]$ a $x/L^{n}\hslash>\text{らの}\ovalbox{\tt\small REJECT}\grave{)}\mathrm{E}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$ W. (46) $\text{の}\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}|\mathrm{g}C^{7b}A_{n}=$

$(C’)^{n}L=1kA_{n}(x, y)k\tilde{A}_{n}(x, y)\not\subset)\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathfrak{F}P\sim \text{ノ}\lrcorner\succ t*\mathrm{B}1\text{ら}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\hslash 1i}l\text{る}$. $\text{ま}\wedge$. $Q\mathrm{r}_{n}Q^{+}=Gn-G_{n}C+G-1C\iota Gn+n$
$\mathrm{a}\mathrm{e}\text{の^{}-\tau}\text{我}*\#\mathrm{Z}J_{n}\mathrm{B}^{\mathrm{s}}\text{あら}\mathfrak{z}\supset\#^{\vee}\llcorner*u).\text{ら}h\text{る}$ :

$J_{n}(x)= \sqrt{N}(\mathcal{G}_{n}(_{X,x})-\frac{\varphi_{n}^{2}(x)}{N})=-\frac{1}{\sqrt{N}}$ : $\varphi_{n}^{2}(x)$ : (47)

ここで仇 O, $y$) $=(G_{0}(C^{+})nc_{\overline{n}}-1cnG_{0})(X, y)$ . さらに $|x|<<m^{-1}$ で $G_{0}(x)\sim\beta-C_{1}\log(1+|x|)$ ,
$|x|>m^{-1}$ で G0 $(X)\sim C_{2\mathrm{e}}\mathrm{x}\mathrm{p}[-m|X|]$ ($ci=$ const $>$

.
$0$ ) $.$. なので

1. $G_{n}(x, y)\sim\beta-c_{1}\log L^{n}(1+|x-y|)$ , if $L^{n}|x-y|<m^{-1}$ ,

2. $G_{n}(x, y)\sim L^{-}2nm^{-}\delta_{l}2y$ ’if $L^{n}m>1$ .
すなわち既に多くの発見的議論で指摘されているように $mL^{n}<<1$ で角 $\equiv G_{n}(x_{)}x)\sim\beta-c\mathcal{R}\log L$

$L^{n}m>1$ で $\beta_{n}\sim m^{-22n}L-$ となる.
$O(N)$ spin model の effective interactions の典型的形は (46) を $\mathcal{G}_{n}\equiv A_{n}^{+}c_{n}A_{n}$ と $\mathcal{T}_{n}=A_{n}Q\mathrm{r}_{n}Q^{+}A_{n}+$

に代入して得られる:

$(A_{n}[\tau_{n-1}\circ(\mathcal{G}_{n}+gn.+.1)]\tilde{A}_{n}+)(x, y)\sim \mathrm{c}0\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.(1+\beta nQQ+)_{x},y$

’ $x,$ $y\in\Lambda_{n}$ . (48)
これと $Q^{+}$ の性質 (21) より $\mathcal{F}_{n}$ が marginal であること, 又

$H_{n}^{-1}$ const $(1-\beta_{n}\Delta)$ , (49)
$<J_{n}.’\tilde{A}_{\dot{n}}\cdot\psi_{n}>$ $- \frac{1}{\sqrt{N}}<:\emptyset^{2}nG_{n}:,$ $\psi_{n}>$ . (50)

であることが出て来る. かくして $\psi_{n}$ で積即すれば以下の形をした double-well Potential が得られる

$\frac{N}{\beta_{n}}(\frac{\phi_{n}^{2}}{N}-\beta_{n})^{2}$

(51)

この相互作用は実は, Ga皿 avotti [3] によって昔提唱された hierarchical model の流れに近い.
$\sim\sigma)\mathfrak{R}\overline{\overline{-}}\Re \text{で}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{s}:\mathrm{g}_{\text{の}}\backslash \backslash \text{よ_{}\dot{9}}\iota_{\llcorner}\text{繰り_{}\grave{1}}\mathrm{x}$-*補正項を採り入れる $\delta>$ , large-small field の難解な部分は意図的に省か

れた。 これらについては [7] を見よ.
.
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