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序論
本論文では次の放物型発展方程式について考える.

$v’(t)+\kappa\partial V(v(t))\ni v(t)+\theta_{0}$ in $L^{2}(0, L),$ $t\geq 0$ , (0.1)

ここに, $0<L<+\infty,$ $\kappa$ は (十分小さい) 正数, $\theta_{0}$ は与えられた定数, $\partial V$ は $|z|\leq 1\mathrm{a}.\mathrm{e}$ .
on $[0, L]$ を満たす任意の関数 $z$ の全変分を対応させる関数 $V$ の $L^{2}.(0, L)$ での劣微分作
用素である.
この問題の背景にある物理現象は、Visintin ([8] 参照) によって提唱された中間的尺

度 (mesoscopic length scale) での 1次元液体固体相転移問題: ,

で, $\theta$ は (相対) 温度を表す関数で, $v$ は物質の状態を (液体か固体かを) 表す相関数と
される.

今仮に, $p\geq 2$ として,

$V(z)$$:=$であれば, 方程式 (0.1) は通常の Allen-Cahn モデル
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になる. このモデルに関しては $p=2$ の場合は Chen-Elliott ([1] 参照) , $p>2$ の場合
は Ito ([3] 参照) によって研究されている。

(0.1) の定常問題
$\kappa\partial V(w)\ni w+\theta_{0}$ in $L^{2}(0, L)$ (0.2)

の解については論文 [7] の中で詳しく研究され, (0.2) の解は高々有限個の不連続点を持
つような階段関数 (図 1参照) であることがわかっている. また, (0.2) は次の汎関数 (自

由エネルギー)
$rL$

$F_{\theta_{0}}(z):= \kappa V(z)-\int_{0}^{\mathit{1}_{\lrcorner}}|z+\theta_{0}|^{2}dx,$ $z\in L^{2}(0, L)$

の Euler-Lagrange 方程式であるが, 論文 [7] では更に乃。の極小元はすべて高々有限個
の点を除いて 1または $-1$ を値に持つ階段関数 (図 2参照) であることも示された.
本論文の最大の目標は, 有界閉区間 $[0, L]$ 内の液体領域 $\{w=1\}$ , 固体領域 $\{w=-1\}$ ,
そしてみぞれの領域 $\{-1<w<1\}$ の時間的変化を研究することで, 今回は特にそれぞ
れの領域の安定性について調べたい. そのために先ず $[0, L]$ 内の相対開区間 $J$ と定数
$c\in[-1,1]$ の組 $(J, c)$ に対する安定性の概念を導入する. この様な部分的な安定性の捉
え方は従来の常微分方程式の意味での安定性とは大きく異なるものであるが, 空間的な
広がりを考慮するという意味で偏微分方程式ならではの安定性の概念ということが出来
る. ここでは, 部分的な安定性の概念と先に得られた定常解の構造定理を用いて次の 3つ
の事柄について議論する.

(a) $(J, c)$ が安定 (不安定) であるための必要十分条件;
(b) (0.2) の解の安定性;
(c) 安定定常解の周辺から出発する (0.1) の解の漸近挙動.

1 既に知られた事実の紹介

本論文を通して, $L$ は正数, 各 $p\in[1, +\infty]$ に対して, $|\cdot|_{L^{p}(0,L)}$ ?は If $(0, L)$ のノルム,
$(\cdot, \cdot)$ は通常の $L^{2}(0, L)$ の内積とする. また、任意の $L^{2}(0, L)$ で定義された適性下半連続
凸関数 $\varphi$ に対し, $D(\varphi),$ $\partial\varphi,$ $D(\partial\varphi)$ をそれぞれ, $\varphi$ の有効領域, $\varphi$ の $(L^{2}(0, L)$ での) 劣

微分, $\partial\varphi$ の有効領域とする.
任意の 2つの関数 $f_{i}\in L^{1}(0, L),$ $i=1,2$ , に対し

$(f_{1} \vee f_{2})(x):=\max\{f_{1}(x), f2(X)\},$ $(f_{1} \wedge f_{2})(x):=\min\{f_{1}(x), f2(X)\},$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in(0, L)$

と定める. 特に, $f^{+}:=f\vee 0$ とする. また, 任意の区間 $J\subset \mathbb{R}$ に対し, $|J|$ は $J$ の長さと

する.
$V_{0}$ は任意の $z\in L^{1}(0, L)$ に対し, その全変分

$V_{0}(z):= \sup\{\int_{0}^{L}z\psi_{x}dx|$

\psi 。台
$(\mathrm{h}(0,\mathrm{L})(0, L),|\psi|$

内
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を対応させる汎関数とし, 全変分が有限な関数 (有界変分関数) 全体の空間を $BV[0, L]$

と書く, 即ち
$BV[0, L]:=\{z\in L^{1}(\mathrm{o}, L)|V_{0(Z)}<+\infty\}$ .

[2, Chapter 5] から, $V_{0}$ は $D(V_{0})=BV[0, L]$ となる様な $L^{1}(0, L)$ 上の適性下半連続凸関
数となる.

ここで, $L^{2}(0, L)$ 上の汎関数 $V$ を次で定義する.

$V(z):=\{$

$V_{0}(z)$ , if $z\in L^{2}(0, L),$ $|z|\leq 1\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on $(0, L)$ ,

$+\infty$ , otherwise.

このとき, 明らかに $V$ は $L^{2}(0, L)$ 上の適性下半連続凸関数である. 先に導入した全変分
$V_{0}$ は正確には本質的全変分 (essential variation) と呼ばれており, 通常の全変分.

$V_{1}(z):= \sup_{\triangle\in \mathscr{D}}\sum_{k=1}|Z(_{X_{k}})-Z(_{X}k-1)|,$
$\forall z:[0, L]arrow \mathbb{R}$,

ただし,

$\mathscr{D}:=\{\triangle=\{0=x_{0}<x_{1}<\cdots<x_{k}<\cdots<x_{n_{\Delta}}=L\},$ $n_{\triangle}\in \mathrm{N}\}$ ,

とは異なる値が対応する場合がある. しかしながら [2, Chapter 5] の事実から, 任意の
$v\in BV[0, L]$ に対し,

$\tilde{v}=v\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on $[0, L],$ $V_{1}(\tilde{v})=V_{0}(v)$ (1.1)

を満たす様な関数 $\tilde{v}$ : $[0, L]arrow \mathbb{R}$ が存在する事が確認される. 又, $\tilde{v}$ .は $x=0,$ $X=L$ で

連続で,
$(\tilde{v}(X+)-\tilde{v}(X))(\tilde{v}(x-)-\tilde{v}(X))\leq 0,$ $\forall x\in(0, L)$ (1.2)

を満たす. ここに,

$\tilde{v}(x+):=\lim_{y\searrow x}\tilde{v}(y),\tilde{v}(x-):=\lim_{y\nearrow x}\tilde{v}(y)$ .

更に, 各 $v\in BV[0, L]$ に対して $\tilde{v}$ の値は $[0, L]$ 内の高々可算個の点を除いては–意的に
定まる事も示される. よって, 本論文では $D(V)$ 内の関数として (1.1), (1.2) を満たす様

.
な関数 $\tilde{v}$ : $[0, L]arrow \mathbb{R}$ を用いる.

今, 与えられた (十分小さい) 正数 $\kappa$ と

$S_{\theta}:= \sup_{t\geq 0}|\theta|_{L^{2}}(t.’ t+1;L^{2}(0,L))<+\infty$

を満たす平な関数 $\theta\in L_{lo}^{2}$

。
$([0, +\infty);L^{2}(\mathrm{o}, L))$ に対して発展方程式

$(P)_{\theta}$ $v’(t)+\kappa\partial V(v(t))\ni v(t)+\theta(t)$ in $L^{2}(0, L),$ $t\geq 0$ ,

where $v’= \frac{dv}{dt}$ , を考えよう. .

関数 $v:[0, +\infty)arrow L^{2}(0, L)$ が次の 2つの条件を満たす時, $v$ を $(P)_{\theta_{0}}$ の解という.
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(S1) $v\in C([0, +\infty);L^{2}(\mathrm{o}, L))\cap W_{l}^{1,2}(oc(0, +\infty);L^{2}(0, L)),$ $V(v)\in L_{loc}^{1}([0, +\infty))$ ;
(S2) $\kappa\partial V(v(t))\ni v(t)+\theta(t)-v’(t)$ in $L^{2}(0, L)$ for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in(0, +\infty)$ .

また, 論文 [4] の結果から, 任意の $v_{0}\in\overline{D(V)}$ に対し, 初期条件 $v(\mathrm{O})=v_{0}$ を満たす $(P)_{\theta}$

の初期値問題の解 $v$ は–意的に存在し, 更に解 $v$ は次の意味で有界である事も分かって
いる. 即ち, $|v_{0}|_{L^{2}}(0,L)$ と $S_{\theta}$ に依存する正定数 $K0=K0(|v0|_{L^{2}}(0,L)$ , $S_{\theta})$ が存在し, 次の不
等式が成立する.

$\sup_{t\geq 0}|v(t)|_{L^{2}()}^{2}0,L+\mathrm{s}\iota 1t\geq 0\mathrm{P}\int_{t}^{t+1}\kappa V(v(t))d\tau+\sup_{t\geq 1}\int_{t}^{t+1}|v’(\mathcal{T})|_{L^{2}()}^{2}0,Ld\tau+\sup_{t\geq 1}\kappa V(v(t))\leq K_{0}$

次に, 劣微分作用素 $\partial V$ に対するいわゆる $\mathrm{T}$-単調性 ( $\mathrm{T}$-monotonicity) を証明する.

命題 1.1

$(z_{1}^{*}-z_{2}*, (z_{1}-z_{2})^{+})\geq 0,$ $\forall z_{i}\in D.(\partial V),$ $\forall z_{i}^{*}\in\partial V(Z_{i}),$ $i=1,2$ . (1.3)

証明 (1.3) と同値な不等式 ([6] 参照)

$V(z_{1}z_{2})+V$ ( $z_{1}$ A $z_{2}$ ) $\leq V(z_{1})+V(z_{2}),$ $\forall z_{i}\in D(V),$ $i=1,2$ (1.4)

を示そう. $z_{i}\in D(V),$ $i=1,2$ とすると, [2, Chapter 5] から, 各 $i=1,2$ に対して, 滑ら
かな関数の列 $\{z_{i}^{(j)}\}\subset C^{\infty}[0, L]\cap D(V)$ を

$z_{i}^{(j)}arrow z_{i}$ in $L^{2}(0, L),$ $V(z_{i}^{(j)})arrow V(z_{i})$ as $jarrow+\infty$ ,

となるように選ぶ事が出来る. この時, 各 $j=1,2,3,$ $\cdot\cdot$ , に対し, 次が成り立つ.

$V(z_{1}^{(j)}z_{1}^{(j)(j})+V(Z1)$ A $z_{2}^{(j)}$ )

$=$ $\int_{0}^{L}|(_{Z_{1}}(j)Z_{2})_{x}(j)(x)|dx+\int_{0}^{L}|(z\wedge z^{(j)}12(j))x(x)|dx$

$=$ $\int_{0}^{L}|(\mathcal{Z}_{1})_{x}(x)(j)|dx+\int_{0}^{L}|(z_{2}^{(j)})x(X)|dx=V(z_{1})(j)(Z(j)+V)2$.

$V$ は $L^{2}(0, L)$ で下半連続であるので, $jarrow+\infty$ とすれば直ちに (1.4) が得られる. $\blacksquare$

系 1.1 (比較定理) 任意の $0\leq s<+\infty,$ $0<T\leq+\infty$ に対し

$J_{s,T}:=\{$

$[s, s+\tau]$ , if $T<+\infty_{f}$

$[s, +\infty),$ if $T=+\infty$ ,

$\theta_{i}\in L_{lo}^{2}$

。
$(J_{S,\tau;}L^{2}(\mathrm{o}, L)),$ $(i=1,2)$ は与えられた関数で,

$\theta_{1}(t, x)\leq\theta_{2}(t, x),$ $a.e$ . $(t, x)\in J_{\text{、},T}\cross(0, L)$
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を満たすとする. 今, 各 $i=1,2$ に対し, $v_{i}\in C(J_{s,T};L^{2}(0,.L))$ は $(P)_{\theta_{i}}$ の解で,

$v_{1}(s, x)\leq v_{2}(s, x),$ $a.e$ . $x\in[0, L]$

を満たすならば, 次が成立する.

$v_{1}(t, x)\leq v_{2}(t, x)\forall t\in J_{\text{、},T},$ $a.e$ . $x\in[0, L]$ .

証明 $(P)_{\theta_{1}}$ と $(P)_{\theta_{2}}$ の両辺を辺宝引き算し, 更に $(v_{1}(t)-v_{2}(t))^{+}$ によって内積を施

すと

$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}|(v_{1}(t)-V2(t))+|_{L()}^{2}20,L+(v_{1}(*t)-v^{*}2(t), (v_{1}(t)-v_{2}(t))+).$.

$|(v_{1}(t)-v2(t))+|_{L()}^{2}20,L+(\theta_{1}(t)-\theta_{2}(t), (v1(t)-v_{2}(t))+)$ , $\mathrm{a}.\mathrm{e}:t\in J_{s,T}$

となる. ここで仮定と命題 1.1を用いると, 次の不等式を得る.

$\frac{d}{dt}|(v_{1}(t)-v_{2}(t))+|_{L(0,L)}^{2}2\leq 2|(v_{1}(t)-v2(t))+|_{L(0,L)}^{2}2,$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in J_{s,T}$ .

Gronwall の補題により

$|(v_{1}(t)-v_{2}(t))+|_{L(0,L)}^{2}2\leq e^{2(S)}|t-(v_{1}(S)-v_{2}(S))+|_{L}22(0,L)=0,\forall t\in J_{s,T}$

となるが, これは系の主張が正しい事を示唆している. $\blacksquare$

次に関数 $\theta$ が与えられた定数 $\theta_{0}$ である場合での, 方程式 $(P)_{\theta}$ ( $(P)_{\theta_{0}}$ と書く) の解の

漸近挙動に関して, 既に知られた結果を紹介する.

定義 1.1 ($\omega$-極限集合) $(P)_{\theta_{0}}$ の任意の解に対し,

$\omega(v):=\{v_{\infty}\in L^{2}(\mathrm{o}, L)|v(t_{i}\exists\{t_{i})arrow\}\subset[\mathrm{o}v_{\infty^{\mathrm{i}^{+}}}\mathrm{n}L^{2}(\infty)_{\mathrm{S}}.\mathrm{t}.ti\nearrow+\infty 0,L)\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{S}iarrow+’\infty$
$\}$

を $v$ の $\omega$-極限集合 ( $\omega$-limit set) と呼び, 各 $v_{\infty}\in\omega(v)$ (は $v$ の \mbox{\boldmath $\omega$}-極限点 ( $\omega$-limit point)

と呼ばれる.

命題 12 ([5, section 9] 参照) $(P)_{\theta_{0}}$ の任意の解 $v$ に対し, 次の (i), (ii), (iii) が成立

する.

(i) $v$ の $\omega$ -極限集合 $\omega(v)$ は空でなく, $L^{2}(0, L)$ の位相で連結で, コンノくクトである;

(ii) $v$ の $\omega$ -極限点 $v_{\infty}\in\omega(v)$ はすべて次の定常問題

$\kappa\partial V(w)\ni w+\theta_{0}$ in $L^{2}(0, L)$

の解である $i$

(iii) $v_{\infty},$
$w_{\infty}\in\omega(v)$ ならば

$F_{\theta_{0}}(v_{\infty})=F_{\theta_{\text{。}}}(w_{\infty}),$
$F_{\theta_{\text{。}}}(v(t))\searrow F_{\theta\text{。}}(v_{\infty})$ as $tarrow+\infty$ .
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2 $(P)_{\theta_{0}}$ の定常問題

本論文を通して $\theta_{0}$ は与えられた定数とする. この節では方程式 $(P)_{\theta_{0}}$ の定常問題

$(P_{\infty})_{\theta_{\text{。}}}$ $\kappa\partial V(w)\ni w+\theta_{0}$ in $L^{2}(0, L)$

について, 論文 [7] で得られた解の構造定理を紹介する. $|\theta_{0}|\geq 1$ である場合は定常解の
クラスは極めて単純明快であるのでここでは割愛して, $|\theta_{0}|<1$ の場合のみを扱う.

定義 2.1各 $-1<\theta_{0}<1,$ $n\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対し, $BV[0, L]$ の部分集合 &(\theta o) を次で定義
する.

(I) $S_{0}(\theta_{0)}:=\{-1, -\theta_{0},1\}$ .
(II) (図 1参照) 任意の $n.\in \mathbb{N}$ に対し, $S_{n}(\theta_{0})$ は以下を満足するような有界変分関数 $z$

全体の集合である.

$z(x):=\{$

$c_{k}$ , if $x\in J_{k},$ $k=0,1,$ $\cdots,$ $n$ ,

$-\theta_{0}$ , if $x\in[x_{k’ k}^{L}x]R,$ $k=1,$ $\cdots,$ $n$ ,

ここに,
(i) $0<x_{1}^{L}\leq x_{1}^{R}<\cdots<x_{k}^{L}\leq x_{k}^{R}<\cdots<x_{n}^{L}\leq x_{n}^{R}<L$ ,

$J_{k}:=\{$

$[0, x_{1}^{L})$ for $k=0$ ,

$(x_{k}^{R}, x_{k1}^{L})+$ for $k=1,$ $\cdots,$ $n-1$ ,

$(x_{n}^{R}, L]$ for $k=n$ ;

(ii) $c_{k}\in[-1,1]\backslash \{-\theta_{0\},=}k\mathrm{o},$ $1,$ $\cdots,$ $n$ ,

$(_{C_{k1}}-+\theta_{0})(_{C_{k}}+\theta 0)<0,$ $k=1,$ $\cdots,$ $n$ ;

(iii) $\bullet$ $k\in\{0, n\}$ ならば

$|,c_{k}+\theta_{0}||J_{k}|\geq\kappa$ 及び $c_{k}\in\{1,$ $-1,$ $\frac{\kappa}{|J_{k}|}-\theta 0,$
$- \frac{\kappa}{|J_{k}|}-\theta_{0}\}$ ;

$\bullet$ $k\in\{1, \cdots, n-1\}(n\geq 2)$ ならば

$|c_{k}+\theta 0||Jk|\geq 2\kappa$ 及び $c_{k}\in\{1,$ $-1,$ $\frac{2\kappa}{|J_{k}|}-\theta_{0},$ $- \frac{2\kappa}{|J_{k}|}-\theta_{0}\}$ .
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ここで, $N_{\theta_{\text{。}}}:= \sup\{n|S_{n}(\theta_{0})\neq\emptyset\}$ とおくと定義 2.1, (II) の条件 (iii) から

$1 \leq N_{\theta_{0}}\leq\frac{L}{2\kappa}(1+|\theta 0|)<+\infty$,

即ち $N_{\theta_{\text{。}}}$ は有限で, 更に $\kappa$ を

$0< \kappa<\frac{L}{2}(1+|\theta_{0}|)$ (2.1)

となるように取れば, $1<N_{\theta_{\text{。}}}<+\infty$ となる. よって本論文を通して $\kappa$ は $(_{\backslash }^{-}2.\mathrm{x})\backslash \prime f$ の意味

で十分小さい正数とする. .. .

今, $BV[0, L]$ の部分集合 $S(\theta_{0})$ を次で定義する.

$S( \theta_{0}):=\sum_{=n0}^{0}N_{\theta}sn(\theta 0)$ .

定理 2.1 ([7] 参照) $|\theta_{0}|<1$ とする. このとき関数 $w\in L^{2}(0, L)$ が (P\infty )\theta 。の解であ

るための必要十分条件は, 次の条件を満足するような関数 $w^{\mathrm{O}}\in S(\theta_{0})$ が存在することで

ある.
$x\in[0, L]$ が $w^{\mathrm{O}}$ の連続点ならば $w(x)=w(\mathrm{O})X$ . (2.2)

次に, $L^{2}(0, L)$ 上で定義された汎関数

$F_{\theta_{0}}(_{Z)}:=\{$

$\kappa V(z)-\frac{1}{2}\int_{0}^{L}|_{Z+}\theta 0|^{2}dx,$ if $z\in D(V)$ ,

+00, otherwise.
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を考える. 方程式 (P\infty )\theta 。は乃。の Euler-Lagrange 方程式である. また, $S(\theta_{0})$ の部分集

合 $M_{\iota_{oC}}(\theta 0)$ を次で定義する (図 2参照) .

$\{$

$\{1, -1\}$ , if $\theta_{0}\neq 0$ ,

$[$ $|zz$

の連続点

(
$1\leq x\iota=\mathrm{c}$

お

$\leq\theta 0$ )
$\text{ならば}(_{l}\backslash \text{て}|Z$

( $1$ で, )
$M_{l_{\mathit{0}}\mathrm{c}}(\theta 0):=1\{Z\in S(0)|x_{k}^{L}=X^{R}(k=|J_{0}|, |J_{n}|>\kappa,|k1,\cdots, n_{2\kappa}Jk|>),$

$(k=1, \cdots, n-1),$

$|$ , if $\theta_{0}=0$ .

ただし, $x_{k’ k}^{L}x^{R},$ $J_{k}$ はすべて定義 2.1で

用いた記号である

$z$

定理 22 ([7] 参照) $|\theta_{0}|<1$ とする。 このとき関数 $w\in L^{2}(0, L)$ が F\theta 。の極小元であ
るための必要十分条件は, 集合 $M_{\iota_{\mathit{0}\text{。}}}(\theta 0)$ の中に条件 (2.2) を満足するような関数 $w^{\mathrm{O}}$ が

存在することである.

3 主要な結果の概要

論文 [7] によると, $\theta_{0}>1$ (resp. $\theta_{0}<-1$ ) である場合, 定数値関数 $w\equiv 1$ (resp

$w\equiv-1)$ のみが定常解になる. よって, 必然的に $w\equiv 1$ (resp. $w\equiv-1$ ) が安定定常解に

なり, 方程式

$(P)_{\theta_{0}}$ $v’(t)+\kappa\partial V(v(t))\ni v(t)+\theta_{0}$ in $L^{2}(0, L),$ $t>0$ ,

の解 Iはすべて $[0, L]$ 上で $w\equiv 1$ (resp. $w\equiv-1$ ) に–様収束する. また, $|\theta_{0}|=1$ の場

合の定常解は $w_{1}\equiv 1,$ $w_{2}\equiv-1$ の 2つで, 容易に示されるように $\theta_{0}=1$ (resp. $\theta_{0}=-1$ )
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であれば $w_{1}\equiv 1$ (resp. $w_{2}\equiv-1$ ) が安定定常解で, $w_{2}\equiv-1$ (resp. $w_{1}\equiv 1$ ) は不安定定
常解となる.
従って, この節では $|\theta_{0}|<1$ として方程式 $(P)_{\theta_{0}}$ に対する安定性を議論する. そのた
めに先ず $[0, L]$ 内の相対開区間 $J$ と定数 $c\in[-1,1]$ の組 $(J, c)$ に対する安定性の概念を

導入する.

定義 3.1 $J$ は $[0, L]$ 内の相対開区間, $c\in[-1,1]$ は定数とする.

(i) (安定性) $(J, c)$ が次の条件を満足するとき, $(J, c)$ は安定であるという.
任意の正数 $\epsilon>0$ に対し, 正数 $\delta_{6}>0$ と時間 $t_{\epsilon}\geq 0$ が存在して

$|v(0)-C|_{L}\infty(J)<\delta_{\epsilon},$ $t\geq t_{\epsilon}$ ならば $|v(t)-C|_{L}\infty(J)<\mathit{6}$

となる. ここに, $v$ は $(P)_{\theta_{0}}$ の解である.
(ii) (不安定性) $(J, c)$ が安定でないとき, $(J, c)$ は不安定であるという. 即ちそれは次

の条件と同値になる. .

ある正数 $\epsilon_{0}>0$ が存在して, 任意の正数 $\delta>0$ と時間 $T\geq 0$ に対し,

$|v_{\delta,T}(0)-C|L\infty(j)<\delta,$ $|v_{\delta},\tau(t_{\delta},\tau)-C|_{L(}\infty J)\geq\epsilon_{0}$

となる様な時間 $t_{\delta,T}\geq T$ と $(P)_{\theta_{0}}$ の解 $v_{\delta,T}$ が存在する.

1番目の定理では $(J, c)$ が安定であるための必要十分条件を議論する.

定理 3.1 $|\theta_{0}|<1$ とする. $c\in[-1,1]$ は定数, $J$ は $[0, L]$ 内の相対開区間で

$J=[0, L]$ or $[0, b)$ or $(a, L]$ or $(a, b)$ (ただし $\kappa\leq a<L,$ $0<b\leq L-\kappa$) . (3.1),

であるとする. このとき, $(J, c)$ が安定であるための必要十分条件は

$\mathrm{I}=1$ 及び, $|c+\theta_{\mathit{0}}\mathrm{I}\mathrm{I}J|>\{$

$\kappa,$
$if\overline{J}\cap\{\mathrm{o}, L\}\neq\emptyset$,

$2\kappa,$ $if\overline{J}\cap\{\mathrm{o}, L\}=\emptyset$ ,
(3.2)

が成立する事である.

系 3.1 $|\theta_{0}|<1$ とする. Iは (P)\theta 。の解で, $v_{\infty}$ は $v$ の $\omega- \text{極限点とする}$ . $(\mathit{3}.\mathit{1})$ を満たす

直な相対開区間 $J$ と定数 $c\in[-1,1]$ の組 $(J, c)$ が安定で, かつ $v_{\infty}\equiv c$ on $J$

-

であれば,

任意のコンパクトな区間 $J_{1}\subset J$ に対し, 有限な時間 $t_{1}\geq 0$ が存在して

$v(t, \cdot)\equiv c$ on $J\forall t\geq t_{1}$

となる.
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次に, 定理 31の結果を本質的に使って, $(P)_{\theta_{0}}$ の定常問題

$(P_{\infty})$ $\kappa\partial V(w)\ni w+\theta_{0}$ in $L^{2}(0, L)$

の解の安定性を議論する.
任意の $(P_{\infty})_{\theta_{0}}$ の解 $w$ と (十分小さい) 正数 $\mu>0$ に対し, $[0, L]$ 内の相対開集合

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(w)$ を次で与える.

$J_{\mu}(w):=\{x\in[0, L]|$ 任意の $w$ の不連続点 $y$ に対し, $|x-y|>\mu\}$ .

定義 32 $w$ (は $(P_{\infty})_{\theta_{\text{。}}の}87+\mathrm{J},$ $S_{n}(\theta_{0)}(n\in \mathbb{N}\cup\{0\}),$ $x_{k’ k}^{L}x^{R},$ $J_{k},$ $c_{k},$
$w^{\mathrm{O}}$ はすべて定義 2.1

で用いた記号とする. この時:

(i) (安定性) 定常解 $w$ が次の条件を満足するとき, $w$ は安定であるという.

$\{$

$\bullet$ $w^{\mathrm{O}}\in S_{0}(\theta_{\mathit{0})}$ ならば $w\equiv 1$ または $w\equiv-1$ on $[0,$ $L|$ ,

$\bullet$ $w^{\mathrm{O}}\in S_{n}(\theta_{0})(n\in \mathbb{N})$ ならば, 各番号 $k\in\{0,1, \cdots, n\}$ に対し $x^{L}=x^{R}kk$ で,

$(J_{k}, C_{k})$ は安定である.

(ii) (不安定性) 定常解 $w$ が次の条件を満足するとき, $w$ は不安定であるという.

$.\{$

$\bullet$ $w^{\mathrm{O}}\in S_{0}(\theta_{0})$ ならば $w\equiv-\theta_{0}$ on $[0, L]$ ,

$\bullet$ $W^{\mathrm{O}}\in S_{n}(\theta_{0})(n\in \mathbb{N})$ ならば, $x_{k_{0}}^{L}<x_{k_{0}}^{R}$ 又 (は $(J_{k0}, C_{k_{0}})$ が不安定となる様な

番号 $k_{0}\in\{0,1, \cdots, n\}$ が存在する.

2番目の定理では定常解が安定であるための必要十分条件について議論する.

定理 32 $|\theta_{0}|<1$ とする. $(P_{\infty})_{\theta_{0}}$ の解 $w$ が安定であることと次の条件は必要十分で
ある.

十分小さい正数 $\mu_{0}>0$ が存在し, 任意の $\mu\in(0,$ $\mu_{0)}$ と正数 $\xi>0$ に対し,

$|v(\mathrm{o})-w|L^{\infty}(j_{\mu}(w))<\delta_{\mu,\epsilon},$ $t\geq t_{\mu,\epsilon}$ ならば $|v(t)-w|L\infty(j(\mu w))<\mathit{6}$

となる様な正数 $\delta_{\mu,\epsilon}$ と時間 $t_{\mu,\epsilon}$ が存在する. ここに $v$ は $(P)_{\theta_{0}}$ の解である.

3番目の定理では $(P)_{\theta_{0}}$ の解の安定定常解の周辺での挙動を考察する.

定理 33 $|\theta_{0}|<1,$ $w$ は安定定常解とする. この時, 正数 $\mu>0$ と $\delta>0$ を十分小さく

取れば, 初期条件 $|v(0)-w|_{L(}\infty J_{\mu())}w<\delta$ を満たす的な $(P)_{\theta_{0}}$ の解嫁ますべてある定常
解 $v_{\infty}$ に $L^{2}(0, L)$ の位相で収束する. 更に, $v(t)$ は $v_{\infty}$ の不連続点を含まない任意のコ
ンパクト集合上で–様収束している.

すべての $(P)_{\theta_{0}}$ の解がある定常解に $(L^{2}(0, L)$ の位相で) 収束しているかどうかは依

然としてわからないが, 定理 33によって安定定常解から十分に近いところがら出発し
た解はすべて収束することが示された. この結果は解の収束性に関する部分的な解答を
与えている.

上記の結果については次節以降で証明を与える.

100



4 定理 3.1の証明
この節では定理 3.1の証明を与える.

[十分性の証明]
先ず十分性を証明する. $(J, c)$ は条件 (3.2) を満たしているとしよう. この時, 他の場
合も証明は同様であるので, $c=1,$ $\overline{J}\cap\{0, L\}=\emptyset$ としよう.

$/-\urcorner\backslash ,$ $\mathrm{i}\mathrm{E}\text{数}\delta_{0}\text{を}$

$\delta_{\mathit{0}}:=\frac{1}{2|J|}(|1+\theta 0||J|-2\kappa)$ (4.1)

で与え, 関数 $v_{J}$ : $[0,1]arrow L^{2}(0, L)$ (図 3参照) を

$v_{J}(t, x):=\{$

$1+\delta_{0}(t-1)$ , if $x\in J$ ,
$\forall t\in[0,1]$

$-1$ , otherwise,

で定義する.

この時, 関数 $v_{J}$ は次の発展方程式の解になる.

$v_{J}’(t)+\kappa\partial V(v_{j}(t))\ni v_{J}(t)+\theta_{0}-\delta_{0^{t}}\chi j$ in $L^{2}(0, L),$ $t\in[0,1]$ , (4.2)

ここに, $\chi_{J}$ は $J$ の特性関数である. 実際, $v_{J}$ は条件 (S1) を明らかに満たしている. ま

た, (S2) についても, $v_{J}$ は $[0, L]$ 宰の関数

$w_{0}(x):=\{$

$1-2\delta_{0}$ for $x\in J$ ,

$-1$ , otherwise

によって

$v_{J}(t)=w_{0}+\delta_{0}(t+1)\chi_{J}$ in $L^{2}(0, L)$ (4.3)
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と書くことができ, 更に $w_{0}$ は定常解 (図 3参照) であるので次の変分不等式を満たす.

$\kappa V(w_{0})-\int_{0}^{L}(w\mathit{0}+\theta_{0})w_{0}dx\leq\kappa V(z)-\int_{0}^{L}(w0+\theta_{0})zdx,$ $\forall z\in D(V)$ .

よって, (4.1) と (4.3) から

$\kappa V(v_{J}(t))-\int_{0}^{L}(w_{0}+\theta_{0})v_{J}(t)dx$

$=$ $( \kappa V(w_{0})+2\kappa\delta_{0}(t+1))-(\int_{0}^{L}(w_{0}+\theta_{0})w0dx+\delta_{\mathit{0}}(t+1)((1+\theta_{0})-2\delta 0)|J|)$

$=$ $\kappa V(w_{0})-\int_{0}^{L}(w_{0}+\theta_{0})w0dx$

$\leq$ $\kappa V(z)-\int_{0}^{L}(w0+\theta_{0})ZdX,$ $\forall t\in[0,1],$ $\forall z\in D(V)$ .

この変分不等式を劣微分作用素方程式に書き直すと,

$\kappa\partial V(v_{J}(\theta))\ni ul_{0}+\theta_{0}$ in $L^{2}(0, L),$ $\forall t\in[0,1]$

となる. この方程式に (4.3) と $v_{J}’(t)=\delta_{0}\chi j$ を代入すれば方程式 (4.2) が直ちに得られる.

今, $v$ は $(P)_{\theta_{0}}$ の任意の解で

$|v(0)-1|_{L^{\infty(}}j)<\delta_{0}$

を満たすとすると,

$v_{J}(0)\leq v(\mathrm{O})\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on $[0, L],$ $\theta_{0^{-}}\delta_{\mathit{0}}txJ\leq\theta_{0},$ $\forall(t, x)\in[0, +\infty)\cross[0, L]$

であるので, 系 1.1から次の不等式が成立する.

$v_{J}(1, x)\leq v(1, x),$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in[0, L]$ .

次に仮定 (3.1) から $v_{J}(1)$ は定常解であるので, 系 1.1を再び用いれば

$v_{J}(1, x)\leq v(t, x),$ $\forall t\geq 1,$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in[0, L]$ ,

即ち
$v(t, x)=1,$ $\forall t\geq 1,$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in J$ .

を得る. よって $(J, c)$ は安定である. 実際, 任意の正数 $\epsilon>0$ に対し, $\delta_{\epsilon}:=\delta_{0},$ $t_{\epsilon}=1$ と

すれば
$|v(0)-1|_{L^{\infty(}}j)<\delta_{0},$ $t\geq 1$ ならば $|v(t)-1|_{L(J)}\infty=0<\epsilon$

が成立している.
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[必要性]
次に必要性を証明する. 対偶を証明すれば良いので, $(J, c)$ が (3.2) を満たさないと仮

定しよう. 即ち $|c|<1$ 又は

$|c+\theta_{0}||J|\leq\{$

$\kappa,$ if $\overline{J}\cap\{\mathrm{o}, L\}\neq\emptyset$ ,

$2\kappa,$ if $\overline{J}\cap\{\mathrm{o}, L\}=\emptyset$

(4.4)

ならば, $(J, c)$ は不安定となる事を示す. $(J, c)$ の不安定性は次の 2つの場合にわけて証
明される.

(場合壱) $|c|<1$ である場合.

証明はほとんど同じなので一\theta o $\leq c<1$ として証明する. 任意の (十分小さな) 正数
$\delta>0$ に対し

$T_{\delta}:= \frac{1-c}{\delta}-1$

として, 関数 $v_{\delta}$ : $[0, T_{\delta}]arrow L^{2}(0, L)$ (図 4参照) を

$v_{\delta}(t):=c+\delta(t+1)$ on $[0, L],$ $\forall t\in[0, T_{\delta}]$

で定義しよう.

この時, $v_{\delta}$ は次の発展方程式の解になる.

$v_{\delta}’(t)+\kappa\partial V(v_{\delta}(t))\ni v_{\delta}(t)-c-\delta t$ in $L^{2}(0, L),$ $\forall t\in[0, T_{\delta}]$ . (4.5)

実際, (S1) は明らかに成立し, (S2) についても, 各 $t\in[0, T_{\delta}]$ に対して

$\kappa\partial V(v_{\delta}(t))\ni v_{\delta}(t)-c-\delta(t+1),$ $v_{\delta}’(t)=\delta$ in $L^{2}(0, L)$
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となるので, この関係式から直ちに (4.5) を導くことが出来る.

今, $v$ を初期値問題

$\{$

$v’(t)+\kappa\partial V(v(t))\ni v(t)+\theta_{0}$ in $L^{2}(0, L),$ $t>0$ ,

$v(\mathrm{O})=v_{\delta}(\mathrm{O})$ in $L^{2}(0, L)$

(4.6)

の解とすると, 仮定から

$-\mathrm{C}$ $-\delta t\leq-c\leq\theta_{0},$ $\forall t\in[0, T_{\delta}]$

であるので系 1.1が使えて

$v_{\delta}(T_{\delta}, x)\leq v(T_{\delta}, x),$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in[0, L]$

となる. 更に $v_{\delta}(T_{\delta})(\equiv 1)$ は定常解なので, 再び系 1.1を用いると

$v_{\delta}(\tau_{\delta}, x)\leq v(t, x),$ $\forall t\underline{>}T_{\delta},$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in[0, L]$ ,

即ち
$v(t, x)=1,$ $\forall t\geq T_{\delta},$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in J$

を得る. よって $(J, c)$ は不安定である. 実際, $\epsilon_{0}:=1-c$ として, 任意の (十分小さな)

正数 $\delta>0$ と時間 $T\geq 0$ に対し, $t_{\delta,\tau:}=\tau_{\delta}+T,$ $v_{\delta,T}$ を初期値問題 (4.6) の解とすれば

$|v_{\delta,\tau}(0)-c|L\infty(J)<2\delta,$ $|v_{\delta},\tau(\tau_{\delta}+\tau)-c|L^{\infty}(J)=1-c=\in 0$

が成立している.

(場合弐) $(J, c)$ が (4.4) を満たす場合.
’

(場合壱) に当てはまらない場合のみを検証すれば良いので $|c|=1$ として良い. ま

た, 例によって他の場合の証明は全く同様であるので, $c=1,$ $\overline{J}\cap\{0, L\}\neq\emptyset$ として証明

する. 任意の (十分小さな) 正数 $\delta>0$ に対して

$\tilde{T}_{\delta}:=\frac{2}{\delta}-1$ ,

として, 関数 $\tilde{v}_{\delta}$ : $[0,\tilde{T}_{\delta}]arrow L^{2}(0, L)$ (図 5参照) を

$\tilde{v}_{\delta}(t, X):=\{$

$1-\delta(t+1)$ for $x\in J$ ,

$-1$ , otherwise,
$\forall t\in[0,\tilde{T}_{\delta}]$

で定義しよう.
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この時, $\tilde{v}_{\delta}$ は次の発展方程式の解になる.

$\tilde{v}_{\delta}’(t)+\kappa\partial V(\tilde{v}_{\delta}(t))\ni\tilde{v}_{\delta}(t)+\theta_{0}+(\delta t+\tilde{\delta}_{0})x_{J}$ in $L^{2}(0, L),$ $\forall t\in[0,\tilde{T}_{\delta}]$ , (4.7)

ここに,

$\delta_{0}:=(\mathrm{A}-\overline{|J|}2\kappa|1+\theta_{0}||J|)(\geq 0)$
. (4.8)

実際, $\tilde{v}_{\delta}$ は条件 (S1) を明らかに満たしている. また条件 (S2) についても, $\tilde{v}_{\delta}$ は $[0, L]$ 上

の関数

$\tilde{w}_{0}(x)$ $:=$
によって

$\tilde{v}_{\delta}(t)=\tilde{w}_{0}-\delta(t+1)\chi_{J}$ in $L^{2}(0, L)$ (4.9)

と書かれ, 更に [7, section 3] と同様の手法により ゆ。は次の変分不等式を満たすことが
わかる.

$\kappa V(\tilde{w}_{\mathit{0}^{)-}}\int_{0}L(\tilde{W}0+\theta_{0}+\tilde{\delta}_{\mathit{0}}x_{J})_{\tilde{W}dx\leq V}0\kappa(z)-I_{0}^{(}L\tilde{w}_{0}+\theta 0+\tilde{\delta}0xJ)zdX,$ $\forall z\in D(V)$ . $(4.10)$

(4.8) と (4.10) から

$\kappa V(\tilde{v}_{\delta}(t))-\int_{0}^{L}.(\tilde{W}0+\theta_{0}+\tilde{\delta}0x_{J})\tilde{V}_{\delta}(t)dx$

$=$
$( \kappa V(\tilde{w}_{0)(t}-2\kappa\delta+1))-(\int_{0}^{L}(\tilde{w}_{0+\theta}0+\tilde{\delta}_{0}xJ)\tilde{W}_{0}dx-\delta(t+1)(1+\theta_{0}+\tilde{\delta}_{0})|J|)$

$=$ $\kappa V(\tilde{w}_{\mathit{0}})-\int_{0}^{L}(\tilde{w}_{0}+\theta_{0}+\tilde{\delta}_{\mathrm{o}xJ})\tilde{w}0dx$

$\leq$
$\kappa V(z)-\int_{0}^{L}(_{\tilde{W}}0+\theta_{0+\tilde{\delta}_{\mathit{0}\chi)}}JzdX,$ $\forall t\in[0,\tilde{T}_{\delta}],$ $\forall z\in D(V)$ .
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この変分不等式を劣微分作用素方程式で書き直すと,

$\kappa\partial V(\tilde{v}_{\delta}(t))\ni\tilde{w}_{0}+\theta_{0}+\tilde{\delta}_{\mathit{0}}\chi j$ in $L^{2}(0, L),$ $\forall t\in[0,\tilde{T}_{\delta}]$

となる. この方程式に (4.9) と $\tilde{v}_{\delta}’(t)=\delta\chi j$ を代入すれば (4.7) が直ちに得られる.
今, $v$ を初期値問題

$\{$

$v’(t)+\kappa\partial V(v(t))\ni v(t)+\theta_{0}$ in $L^{2}(0, L),$ $t>0$ ,

$v(\mathrm{O})=\tilde{v}_{\delta}(\mathrm{O})$ in $L^{2}(0, L)$

(4.11)

の解とすると,
$\theta_{0}\leq\theta_{0}+(\delta t+\tilde{\delta}_{0})x_{J},$ $\forall(t, x)\in[0, +\infty)\cross[0, L]$

であるので系 1.1が使えて,

$v(\tilde{T}_{\delta}, x)\leq\tilde{v}_{\delta}(\tilde{\tau}_{\delta}, x),$
$\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in[0, L]$

となる.

次に, $\tilde{v}_{\delta}(\tilde{T}_{\delta})(\equiv-1)$ は定常解なので, 系 1.1を再び用いると

$v(t, x)\leq\tilde{v}_{\delta}(\tilde{\tau}_{\delta}, x),$ $\forall t\geq\tilde{T}_{\delta},$
$\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in[0, L]$ ,

即ち
$v(t, x)=-1,$ $\forall t\geq\tilde{T}_{\delta},$

$\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in J$

を得る. よって $(J, c)$ は不安定である. 実際, $\epsilon_{0}:=2$ として, 任意の (十分小さな) 正数
$\delta>0$ と時間 $T\geq 0$ に対し, $t_{\delta,\tau:=}\tilde{\tau}_{\delta}+T,$

$v_{\delta,T}$ を初期値問題 (4.11) の解とすれば,

$|v_{\delta,T}(\mathrm{o})-1|_{L(J)}\infty<2\delta,$ $|v_{\delta,T}(\tilde{\tau}_{\delta}+T)-1|_{L\infty(}j)=2=\epsilon_{0}$

が成立している.
よって必要性, 十分性共に証明されたので, 定理の主張は正しい. $\blacksquare$

5 その他の結果の証明

系 3.1を証明するにあたり, 有界変分関数のコンパクトな区間上での基本的な性質を
紹介する.

補題 5.1 $I$ を $\mathbb{R}$ 内のコンパクトな区間とし, $\{z_{i}\}$ を次を満たすような有界変分関数の

列とする.
$z_{i}arrow c$ (定数) in $L^{2}(I),$ $V_{0}(z_{i};I)arrow 0$ as $iarrow+\infty$ ,

ここに, $V_{0}(z_{i}; I)$ は $z_{i}$ の区間 $I$ 上での全変分である. この時, $z_{i}$ は $I$ 上で定数 $c$ に–様

収束する. ‘.
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系 3.1の証明: $v,$ $v_{\infty},$ $c,$ $J$ はすべて系 3.1と同じ記号とする. 仮定から,

$|c|=1,$ $J=[0, L]$ or $[0, a)$ or $(b, L]$ or $(a, b)$ with $\kappa\leq a<L,$ $0<b\leq L-\kappa$

であるが, いずれの場合も証明は全く同様であるため, $c=1,$ $Jarrow-(a, b)$ の場合のみを証
明する.

定理 3.1から, 任意のコンパクトな区間 $J_{1}\subset J$ に対し, 正数 $\mu>0$ を十分小さく取
れば

$J_{1}\subset(a+\mu, b-\mu)=:J_{\mu}$ ,

$(J_{\mu}, 1)$ は安定となるように出来る. 今, 時間の列 $\{t_{i}\}\subset \mathbb{R}$ を

$t_{i}\nearrow+\infty,$ $v(t_{i})arrow v_{\infty}$ in $L^{2}(0, L)$ as $iarrow+\infty$

となるように取ると, 命題 12から

$V_{0}(v(t_{i}, \cdot))arrow V_{0}(v_{\infty})$ as $iarrow+\infty$

を得る. ここで $I:=\overline{J_{\mu}},$ $z_{i}:=v\cdot(t_{i})|_{I}$ と置けば, $v_{\infty}\equiv 1$ on $I$ より

$z_{i}arrow 1$ in $L^{2}(I),$ $V_{0}(Z_{i;}I)arrow \mathrm{O}$ as $tarrow+\infty$ .

従って補題 5.1から, $z_{i}=v(t_{i})|_{I}$ は $I=\overline{J_{\mu}}$ 上で定数 1に–様収束する. $(J_{\mu}, 1)$ が安定

であることと併せると,

$v(t)arrow 1$ ($\overline{J_{\mu}}$ 上一様) as $tarrow+\infty$

を得る. 更に定理 3.1の十分性の証明と同様にして $v(t, \cdot)$ は $\overline{J_{\mu}}$ 上では定数 1に有限時

間 $t_{1}$ で到達することも示される. $\blacksquare$

定理 32の証明: $w$ が定数であれば, 定理 32の証明は定理 3.1の証明と全く同じに

なるので, $w$ は定数でないとする. 即ち $w^{\mathrm{O}}\in S_{n}(\theta_{0})(n\in \mathrm{N})$ と仮定する. ここに $w^{\mathrm{O}}$ は

定理 2.1で用いた記号である.
先ず必要性を示す. 定理 3.1から, 正数 $\mu \mathit{0}\in(0, \kappa)$ を十分小さく取れば

となるように出来る. ここに, $c_{k},$ $x_{k}^{L}=x_{k}^{R},$ $J_{k}$ はすべて定常解 $w^{\mathrm{O}}$ の構造に対して定義

2.1の (II) で用いた記号である. 任意の $\mu\in(0, \mu_{0}]$ に対し,

$J_{k,\mu}:=\{$

$[0, x_{1}^{R}-\mu),$ $k=0$ ,

$(_{X_{kk}^{R}}+\mu, x-R\mu+1),$ $k=1,$ $\cdots,$ $n-1$ ,

$(x_{n}^{R}+\mu, L],$ $k=n$

(5.2)
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と置くと, 再び定理 31から $(J_{k,\mu}, c_{k})(k=0,1, \cdots, n)$ はすべて安定になる. 従って任意
の $k\in\{0,1, \cdots, n\},$ $\mu\in(0, \mu_{0}],$ $\mathit{6}>0$ に対し,

$|v(0)-c_{k}|L\infty(J_{k,\mu})<\delta_{k,\mu,\epsilon},$ $t\geq t_{k,\mu,\epsilon}$ ならば $|v(t)-c_{k}|L\infty(Jk,\mu)<\epsilon$ (5.3)

となるような正数 $\delta_{k,\mu,\epsilon}>0$ と時間 $t_{k,\mu,\epsilon}\geq 0$ が存在する. ここに, $v$ は (P)\theta 。の解であ

る. 今, $J_{\mu}(w)= \sum_{k=0}^{n}Jk,\mu$ であるので,

$\delta_{\mu,\epsilon}:=$ 而 n $\delta_{k,\mu,\epsilon},$ $t_{\mu,\epsilon}:= \max t_{k,\mu,\epsilon}$

$0\leq k\leq n$ $0\leq k\leq n$

と置けば, (5.3) から容易に確認できる様に, この $\delta_{\mu,\epsilon},$ $t_{\mu_{)}\epsilon}$ は示すべき条件を満たして

いる.

十分性のほうは定理 3.1の必要性の証明と全く同様である. .
定理 33の証明: $w$ が定数であるときは系 3.1から自明なので, $w$ は定数でないとす

る. 即ち, $W^{\mathrm{O}}\in$ &(\theta o) $(n\in \mathbb{N})$ とする, ここに $W^{\mathrm{o}}$ は定日 21 と同じ記号である. また,

定常解 $w^{\mathrm{o}}$ の構造に関して $c_{k},$ $x_{k}^{L}=x_{k}^{R}$ , $J_{k}(k=0,1, \cdots, n)$ はすべて定義 2.1と同じ記

号であるとし, $\mu_{0}\in(0, \kappa)$ は (5.1) を満たすような正数, 各 $\mu\in(0, \mu_{0}],$ $k\in\{0,1, \cdots, n\}$

に対し, $J_{k,\mu}$ は (5.2) で定義される $[0, L]$ 内の相対開区間とする.

今, 任意の $\mu\in(0, \min\{\mu 0, \kappa\})$ に対し, 正数 $\epsilon$ を

となるように十分小さく取ろう, 無論 $c_{k}=1$ 又は $c_{k}=-1,$ $k=0,1,$ , . $,$

$,$

$n$ である. 定理

32から, この様な $\epsilon,$ $\mu$ に対し, 正数 $\delta_{\mu,\in}>0$ と時間 $t_{\mu,\epsilon}\geq 0$ を

$|v(0)-W|L\infty(j(\mu w))<\delta_{\mu,\epsilon},$ $t\geq t_{\mu,\epsilon}$ ならば $|v(t)-w|L^{\infty}(j_{\mu}(w))<\mathit{6}$

となるように取る事が出来る, ここに $v$ は $(P)_{\theta_{0}}$ の解である.

ここで, 初期条件
$|v(0)-w|L\infty(J(\mu w))<\delta_{\mu,\epsilon}$

を満たす様な $(P)_{\theta_{0}}$ の解 $v$ はすべてある定常解に $L^{2}(0, L)$ の位相で収束することを示そ

う. $v$ の $\omega$-極限点 $v_{\infty}$ を 1つ取ると, $v_{\infty}$ は定常解であるので, $\epsilon$ の選び方 ( $(5.4)$ 参照)

から
$v_{\infty}=c_{k}$ on $J_{k},$ $k=0,1,$ $\cdots,$ $n$

であり, 更に $0<\mu<\kappa$ であるので, $v_{\infty}$ は各閉区間 $[x_{k^{-\mu,\mu}}^{RR}xk^{+]}k=1,$ $\cdot\cdot,$
$n_{L},\text{内で高^{々}}\infty\cdot$

$2$ つの不連続点しか持てないこともわかる. ここで $v_{\infty}$ の構造を, 記号 $c_{k},$ $x_{k}$ , $x_{k}$ ,
$J_{k}^{\infty},$ $k=0,1,$ $\cdots,$

$n^{\infty}$ によって定義 2.1の (II) と同様に表現すると直ちに次が得られる.

$n^{\infty}=n,$ $c_{k}=c_{k}^{\infty},$ $J_{k,\mu}\subset J_{k}^{\infty},$ $k=0,1$ , $\cdot$ . .
$,$

$n$ ,
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$x_{k}^{R}-\mu\underline{<}X^{R,\infty}k\leq x_{k}^{L,\infty}\leq x_{k}^{R}+\mu,$ $k=1,$ $\cdots,$ $n$ ,

各 $k\in\{0,1, \cdots, n\}$ に対し, $(J_{k}^{\infty}, c_{k}^{\infty})$ は安定. $\text{よって}$ , 系 3.1と Lebesgue の優収束定理
から

$v(t)arrow v_{\infty}$ in
$L^{2}(_{k=}^{\sum_{\mathit{0}}J}k)\infty$

as $tarrow+\infty$

となる. この事は $v$ の任意の $\omega$-極限点に対して成立する. よって各区間 $J_{k}^{\infty}(k=$

$0,1,$ $\cdots,$ $n)$ は $\omega$-極限点の選び方に無関係に決まる事がわかる. 即ち $v$ の \mbox{\boldmath $\omega$}-極限点は

点 $v_{\infty}$ のみで, $v(t)$ は $v_{\infty}$ に $L^{2}(0, L)$ の位相で収束する.
更に, 系 3.1と補題 5.1を直接用いれば, $v(t)$ は $v_{\infty}$ の不連続点を含まない任意のコン

パクト集合上で $v_{\infty}$ に–様収束することも示される. $\blacksquare$
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