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1 はじめに

ここで扱う積分は,
$I( \omega)=\int_{0}^{\infty}f(_{X)e}i\omega x_{d_{X}}$ (1)

で, $f(x)$ の $xarrow\infty$ での発散のオーダーは $o(x^{m})$ であると仮定する. このとき, ${\rm Im}\omega>0$ で収

束し, $\omega$ を実軸に解析接続した値をここでの積分値として扱う.
具体例として,

$\frac{1}{2\pi}\int_{-\infty}^{\infty}e^{i_{d}}‘\alpha_{d_{X}}$ (2)

を考える. この積分を解析接続すると,

$\frac{1}{2\pi}(\int_{-\infty}^{0}+\int_{0}^{\infty})e^{i}dyxx$ $=$ $\frac{1}{2\pi i}(\frac{1}{\omega-i\epsilon}-\frac{1}{\omega+i\epsilon})$

$=$ $\delta(\omega)$ (3)

となる. このような収束しない Fourier 積分は, 応用上よく現れる積分であり, ここでは発散す

る Fourier積分の $\omega\neq 0$ での具体的な計算を試みる.
ここでの発散する Fourier積分の計算方法は, 連続 Euler 変換 $[1, 3]$ を用いる. 連続 Euler 変換

は Fourie積分の加速法であり, べき乗程度で発散する Fourier積分に対して収束させることがで
きる. 収束する値は $\omega$ に関して解析接続された値であり, 計算例や誤差評価などを示す.

2 連続Euler変換

通常の Euler 変換は, 交代級数

$S= \sum(-1)^{n}a_{n}$

$n=0$

に対して,

$S_{\mathrm{E}\mathrm{u}1\mathrm{e}}^{\mathrm{t}N)}= \mathrm{r}N-\sum w_{m}^{\langle N}(-1)1)ma_{m}$

$m=0$

$w_{m}^{(N}=) \sum_{+n=m1}^{N}\frac{1}{2^{N}}$ (6)

であらわされる. ここで, $w_{m}^{(N)}$ は二項分布の上側確率であることに注意する. –方, 交代級数

$S= \sum(-1)^{n}f\infty(n)=\sum e^{i\pi n}f\infty(n)$ (7)
$n=0$ $n=0$

は, Fourier積分
$I= \int_{0}^{\infty}e^{1\pi}.ft(X)dx$ (8)
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を離散化したものであると考えられる. このことより, 通常の Euler 変換を逆に連続化すること
で, 連続 Euler 変換が次のように導出できる [1, 3, 2].
ここでは, Fourier積分

$I= \int_{0}^{\infty}f(_{X})e.‘ d|d\approx x$ (9)

に対する連続 Euler変換を,

$I_{w}^{\langle L)}= \int_{0}^{D}w(x;p,q)f(X)e^{i\omega x}d_{X}$ (10)

で定義する. ただし, $w(x;p, q)$ は, 正規分布の上側確率で,

$w(x;p,q)$ $=$ $\int^{\infty}ae/pq-e\frac{1}{\sqrt{\pi}}-t^{2}dt$

$=$ $\frac{1}{2}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{c}(X/p-q)$ (11)

とし, $p,$ $q$ は積分を打ち切る区間 $L$ および $\omega$ に依存する正の数とする.

$\mathrm{H}1$ : The discrete weights $w_{m}^{\langle N)}$ and the continuous weight function $w(x;p, q)(N=16,$ $p=q=$
$(N/2)^{1/2})$

このとき, 連続 Euler 変換が発散する Fourier積分を収束させることができることを示す. ま

ず, $\omega>0$ として,

$I= \lim_{\zetaarrow\cdot+i0}\int_{0}^{\infty}f(x)e^{i\zeta ae}dx$ (12)

とし,

$I_{w}= \int_{0}^{\infty}w(x;p, q)f(X)ei\omega aedX$ (13)

とおく.

近似定理 関数 $f(z)$ が領域 $0\leq\arg z\leq\delta$ $(0<\delta<\pi/2)$ で正則で, その領域で $|f(Z)|\leq$

$M(1+|z|^{m})$ を満たすならば, 任意の $\alpha\leq\tan\delta,$ $0<\alpha’<\alpha<1$ に対して,

$|I-I_{w}| \leq M(\frac{1}{\sqrt{2}}+\frac{m^{m}}{\omega^{m}(\alpha-\alpha’)m}e^{-m})(\frac{\sqrt{\pi}p}{\sqrt{1-\alpha^{2}}}e^{(/}q-\omega\alpha’p2)2/\mathrm{t}1-\alpha^{2})+\frac{2}{\omega\alpha’}e-‘\alpha^{J}p)q)(q’-eq^{2}$

(14)
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が成り立つ.
証明

積分

$\Delta I_{w}^{(R,\zeta)}$ $=$ $\int_{0}^{R}f(X)e^{i}d_{X}\zeta x-\int_{0}^{R}w(x;p,q)f(x)ei\zeta \mathrm{g}dX$

$=$ $\int_{0}^{R}(1-w(X;p, q))f(_{X})e^{i\zeta\#}dx$ (15)

において, 積分路 $(0, R)$ を正則な領域ゐ範囲で, Fig 2のような $C_{+},$ $C_{R}$ に変形する.

了m $\sim$

図 2: Contour of Integration : $c_{\dotplus}+C_{R}$

このとき,

$|\Delta I_{w}^{(R,\zeta\rangle}|$ $=$ $| \int_{c_{+}+c_{R}}(1-w(Z;p,q))f(_{Z})e^{1}.\zeta zd_{Z}|$

$\leq$ $\int_{c_{+}+c_{R}}|1-w(z;p, q)|\cdot|f(Z)|\cdot|e^{i}|\zeta z$ . $|dZ|$ (16)

が成り立ち, [3] の定理 2と全く同じ考え方でこの積分を評価することにより,

$\lim_{Rarrow\infty}|\Delta I_{w}^{\mathrm{t}^{R},\zeta)}|$ $<$ $s$up $M(1+(1+\alpha^{2})^{1/\mathrm{e}\zeta \mathrm{t}}2m\mathrm{R}t)e^{-}\alpha-\alpha)\prime t$

$t>0$

$\int_{0}^{\infty}|1-w(t+i\alpha t;p, q)|\cdot e-{\rm Re}\zeta\alpha’t(1+\alpha^{2})^{1/2}dt$

$<$ $M(1+(1+\alpha^{2})^{1/2}m(m{\rm Re}\zeta)^{-}m(\alpha-\alpha’)-me^{-m})(1+\alpha^{2})^{1/2}$

$( \frac{\sqrt{\pi}p}{2\sqrt{1-\alpha^{2}}}e^{(q-}\langle 1-\alpha$
)$+{\rm Re}\zeta\alpha p/\prime 2$)

$2/2 \frac{1}{{\rm Re}\zeta\alpha’}e\mathrm{t}q-{\rm Re}\zeta\alpha’p$
)$q)e-q^{z}$ (17)

となり, 求める結果が得られる. [証明終り]
近似定理より, $p,$ $q,$ $\alpha$ および $L$ を

$q= \frac{\omega\alpha^{l}}{2}p$ , $L=2pq= \frac{4}{\omega\alpha’}q^{2}$ (18)

と選べば, $I_{w}$ を $L$ で打ち切った連続 Euler変換の誤差は,

$|I-I_{w}^{\mathrm{t}^{L}})|$ $\leq$ $|I-I_{w}|+|I_{w}-I_{w}(L)|$

$=$ $o(pe^{-})9^{2}$

$=$ $O(\sqrt{L}e^{-}\omega\alpha^{J}L/4)$ , $Larrow\infty$ (19)

となる. よって, 連続 Euler変換した積分値は, 発散のオーダーによらず指数関数的に目的の積
分値に収束する.
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3 発散する Fourier積分の計算例

積分

$I_{1}$ $=$ $\int_{0}^{\infty}x\cos Xd_{X}=-1$ (20)

$I_{2}$ $=$ $\int_{0}^{\infty}\frac{x^{3}}{1+x^{2}}s.\mathrm{n}Xdx=-\frac{\pi}{2}e^{-1}$ (21)

$I_{3}$ $=$ $\int_{0}^{\infty}x^{2}J_{\theta()}xd_{X}=-1$ (22)

の, Legendre-Gauss 積分公式での計算例を示す. 連続 Euler 変換のパラメータは, $q=\omega p/2=$

$4.5,$ $L=2pq=81$ と選び計算を行った. このときの, 連続 Euler 変換の理論誤差の主要項は,
$e^{-q^{2}}=1.6\mathrm{x}\mathrm{l}\mathrm{Q}-9$である. なお, 計算はすべて仮数部が 53 ビットの倍精度 (有効桁数は約 16桁)
で計算を行った.

表 1: 連続 Euler 変換と Legendre-Gauss 積分公式での計算例

ここで, $I_{3}$ は, Bessel 関数を含む発散積分で, Hankel 変換を $\omega=1+i0$ に解析接続した値と

して計算できることがわかる.
次に, 有限区間に対する DE 公式での計算例として, 原点に特異性がある積分

$f_{4}$ $=$ $I_{0}^{\infty}\log xs\mathrm{i}\mathrm{n}Xdx=-\gamma$ (23)

$I_{5}$ $=$ $\int_{0}^{\infty}\sqrt{x}\cos Xdx=-\sqrt{\pi/8}$ (24)

を追加して計算を行った.

表 2: 連続 Euler 変換と有限区間 DE 公式での計算例

有限区聞に対する DE公式は, 被積分関数の特異性の有無にかかわらず, 計算ができるのに対

して, $I_{1},$ $I_{2},$ $I_{3}$ のような被積分関数が滑らかな積分は, Legendre-Gauss 積分公式の方が少ない
標本点数で計算できるのがわかる.
さらに, 発散する Fourie積分に対する他の計算方法との比較として, Fourier積分に対する DE

公式 [4] の計算例を示す. この, $\mathrm{F}_{\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r}}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}$積分に対する -DE公式は, 発散する Fourie 積分を非常
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に効率よく計算できることがわかっている [51 $\cdot$ ここでの Fourier積分に対する DE 公式の変数変
換は,

$x=M\phi(t)=(\pi/h\rangle$ $\frac{t}{1-\exp(-2\pi\sinh(t))}$ (25)

と選んで計算を行った.

Fourier積分に対する DE公式では, 被積分関数のゼロ点の位匿と周期が正確にわかっていなけ
れば計算できないという欠点がある. したがって, Bessel 関数を含む積分 $I_{3}$ は, そのままでは計
算することができない.
次に, 発散のオーダーと誤差の増加について調べる. 計算する積分は,

$I_{6}$ $=$ $\int_{0}^{\infty}s\mathrm{i}\mathrm{n}xdX=0!=1$ (26)

$I_{7}$ $=$ $J_{0}^{\infty}x\mathrm{s}2\mathrm{i}\mathrm{n}XdX=-2!=-2$ (27)

$I_{8}$ $=$ $I_{0}^{\infty}x^{4}\sin xdx=4!=24$ (28)

$I_{9}$ $=$ $\int_{0}^{\infty}x^{6}\mathrm{s}\ln xd_{X}=-6!=-720$ (29)

で, 連続 Euler 変換のパラメータは $q=\omega p/2=5.5,$ $L=2pq=121$ と選び, Legendre-Gauss積
分公式で計算を行った. このとき, 連続 Euler 変換の理論誤差は, 主要項は, $e^{-q^{2}}=7.2\cross 10^{-14}$

に $(m/\epsilon)^{m}e^{-m}$ の項が追加される.

この積分の計算区間は $L=121$ で, $1^{-}21^{\epsilon}\simeq 3.1\cross 10^{12}$ となり, 実際の計算では, $m$ が大きく
なると連続 Euler 変換の理論誤差に加えて, 被積分関数の発散による桁落ち誤差が大きく効いて
くることがわかる.

4 まとめ

連続 Euler 変換により, べき乗程度で発散する Fourier積分を解析接続された積分値をもつ収束
する積分に変換できることがわかった. さらに, 通常の有限区間の積分公式と組み合わせる計算
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法で, Fourier積分に対する DE公式よりは少し劣るが, 実用として耐えられることが示せた. ま

た, bessel 関数を含むような積分にも対応できるという利点がある. 問題点として, 発散のオー

ダー $m$ に対して, 連続-Euler変換の誤差評価におよそ $m^{1}$, 倍の項が入り, これを打ち消すために

は $L$ をさらに大きくとらないといけない. さらに発散のオーダー $m$ が大きい場合, 計算に丸め

誤差が入る. この問題は, 高精度の計算で解消できると思われる.
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