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1 序節

『与えられた多変数関数を、 より少ない変数をもついくつかの関数に写像の合成演算
を適用して表現できるか否かを調べる問題』を、『関数族の合成表現問題 (もしくは重ね合
わせ表現問題)\sim という。 『合成表現で記述される多変数関数族\sim と r合成表現による記
述の際用いられる多変数関数族』に、 同時連続性という条件を与えた場合は、Hilbert の第
13問題として知られており、 この問題に対する肯定的結果が、Kolmogorov とその弟子の
Arnold により $\epsilon$-エントロピー理論を用いて証明された。Kolmogorov と Arnold による結
果には改良が加えられ、現在知られている最良の結果は、 $\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ より大きく 1未満の無理数 $\lambda$

と、 $[0,1]$ 上で定義された 1変数狭義単調増加連続関数 $\emptyset 0,$ $\emptyset\iota,$ $\phi 2,$ $\phi 3,$ $\phi_{4}$ をうまく選ぶと、
$[0,1]^{2}$ 上で定義され ‘ $[0,1]$ に値をとる 2変数同時連続関数 $f$ が与えられたとき $\text{、}[0,2]$ 上

で定義され、 $[0,1]$ に値をとる 1変数連続関数 $g_{f}$ が存在して、

$f(x, y)= \sum_{q=0}^{4}g_{f(\phi(x}q)+\lambda\phi q(y))$ , $0\leq x,$ $y\leq 1$

が成立する。$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ というものである。

ところで、 Hilbert の第 13問題に端を発する多変数関数合成表現問題は、 [合成表現で記

述される多変数関数族に付随する条件』 と『合成表現による記述の際に用いる多変数関数
族に付随する条件』 とを、 それぞれ変化させることにより、解答に大幅な変化が生じてく
る。 例えば、合成表現で記述される多変数関数族と合成表現による記述の際用いられる多
変数関数族にともに『多項式』 という条件を課した場合は、すべての関数が合成表現可能
であることが示される。 また、 両者に『有限回連続微分可能性』 という条件を課した場合
は、 Kobnogorov-Vituskin 指標と呼ばれる『変数の個数/連続微分可能回数』の値に応じ
て、 必ずしも合成表現可能でない多変数関数が存在することが知られている。但し、その
証明法には、Baire のカテゴリ一定理が用いられており、合成表現不可能な多変数関数の具
体例が示された訳ではない。更に両者に『無限回微分可能性』 もしくは [解析性\sim という

条件を課した場合は、 いまだに未解決である。
一般にこのような種類の問題を取り扱う際、与えられた関数と近似関数の間の距離を測
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定するため、一様ノルムを用いる場合と $L^{2}$-ノルムを用いる場合とがある。前者を用いる
場合は、一様ノルムによる $\epsilon$-網を構成しやすいが、関数空間の構造が (一様凸性や局所凸

性などの) 良い性質を持たないという欠点がある。後者を用いる場合は、 関数空間が良い
性質を備えているが、 $L^{2}-$ノルムによる $\epsilon$-網を構成し難いという欠点がある。 しかし再生核

Hilbert空間においては、再生核から構成される関数族が全空間の中で稠密であるという性
質を有するため、 $\epsilon$-網が構成しやすい。 この事実は、再生核且 ilbert空間族のエントロピー

理論的分類を可能にすることを示唆している。
なお、 Hilbert の第 13問題と $\epsilon-$エントロピー理論との関係を見ても分かるように、合成

表現問題はエントロピー理論と密接なかかわり合いを持つ。 そして最近、 自然界における
情報の流れが満たす普遍的法則を調べる『情報力学』が、 この問題に対して有効な役割を
果たすことが知られている。

2 1階合成表現不可能な実 3変数多項式の例
$\mathbb{Z}$ 及び $\mathbb{R}$ をそれぞれ整数の集合及び実数の集合とする。最初に [多変数関数を、 より

少ない変数をもつ関数の合成で表現すること』について説明する。 いま、 $f(\cdot, \cdot, \cdot)$ を $[0,1]^{3}$

上で定義され $[0,1]$ に値をとる 3変数関数とし、 $g(\cdot, \cdot)$ および $h(\cdot, \cdot)$ を $[0,1]^{2}$ 上で定義さ
れ $[0,1]$ に値をとる 2変数関数とする。 このとき三者の問に、

$f(x, y, z)=g(X, h(y, Z))$ , $0\leq x,$ $y,$ $z\leq 1$

という関係が成立するならば、 $f$ は、 $g$ と $h$ の合成表現によって記述されるという。例え
ば、 $x,$ $y,$ $z$ を実変数として、

$A(x, y)$ $=$ $x+y$ ,

$M(x, y)$ $=$ $xy$

と定めたとき、 3変数多項式 $xy+yz+zx$ は、

$xy+yz+zx=A(A(M(x, y),$ $M(y, z)),$ $\mathbb{J}f(z, X))$

と表現されるから、 この多項式は最も簡単な 2変数多項式を用いて、 3階の合成表現で記
述されることが分かる。 ところで、上記 3変数多項式の合成表現の階数を 2階もしくは 1
階に下げることはできないであろうか。以下の命題は、 この多項式に対する階数削減作業
が不可能であることを示すものである。

命題 1 . 3変数多項式 $xy+yz+zx$ は、 如何なる 2変数 2回連続微分関数を用い
ても、 1階の合成表現で記述することはできない。即ち、

$xy+yz+zx=g(\mathrm{c}l(x, y),$ $v(X, z))$ , $x,$ $y,$ $z\in \mathbb{R}$ ,

を満たす 2変数 2回連続微分関数 $g(\cdot, \cdot),$ $u(\cdot, \cdot),$ $v(\cdot, \cdot)$ は存在しない
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証明. $f(x, y, z)=xy+yz+zx$ と置く。更に、 $g,$ $u,$ $v$ がいずれも 2回連続微分可
能であることに注意する。 $y$ で偏微分した場合、合成関数の微分法により、

$x+z$ $=$ $\frac{\partial f}{\partial y}$

$=$ $\frac{\partial g}{\partial u}\frac{\partial u}{\partial y}$

が得られる。従って上式を、更に $z$ で偏微分すると、

$1= \frac{\partial}{\partial z}(\frac{\partial g}{\partial u})\frac{\partial u}{\partial y’}$ $x,$ $y,$ $z\in \mathbb{R}$

が成り立つ。 この式は、

$\frac{\partial u}{\partial y}(x, y)\neq 0$ , $(x, y)\in \mathrm{R}^{2}$

の成立を導く。従って、 $1/ \frac{\partial \mathrm{c}\iota}{\partial y}$ が 2変数同時連続関数であることが分かり、ある 2変数同時
連続関数 $p_{1}(\cdot, \cdot)$ が存在して、

$. \frac{\partial g}{\partial \mathrm{t}\iota}\frac{\partial u}{\partial x}$ $=$ $\frac{\frac{\Theta u}{\partial x}}{\frac{\partial u}{\partial y}}(X+Z)$

$=p_{1}(_{X}, y)(_{X+)}z$

が成り立つことが示せる。同様にして、 ある 2変数同時連続関数 $p_{2}(\cdot, \cdot)$ が存在して、

$\frac{\partial g}{\partial v}\frac{\partial v}{\partial x}=p_{2}(x, z)(X+y)$

が成り立つことも示せる。以上の結果より、

$y+z$ $=$ $\frac{\partial f}{\partial x}$

$=$ $\frac{\partial g}{\partial\uparrow\iota}\frac{\partial u}{\partial x}+\frac{\partial g}{\partial v}\frac{\partial v}{\partial x}$

$=p_{1}(x, y)(x+Z)+p2(_{X,Z})(_{X}+y)$ , $x,$ $y,$ $z\in \mathbb{R}$

が成り立たなくてはならない。 ここで $y=z=0$ を代入すると、

$p_{1}(x, 0)+p_{2}(x, 0)=0$ , $x\neq 0$

が得られる。 また $x=0$ を代入すると、

$y+z=p1(\mathrm{o}, y)Z+p2(\mathrm{o}, z)y$

が成り立つ。 この式より、

$p_{1}(0, y)$ $=$ 1, $y\neq 0$ ,
$p_{2}(0, z)$ $=$ 1, $z\neq 0$

が導かれる。 しかし上式は、 $p_{1}(\cdot, \cdot)$ 及び $p_{2}(\cdot, \cdot)$ が原点に於いても同時連続であることに矛
盾する。 口
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3 Liouville の定理と帯状領域で有界な周期的解析関数族

本節では、 [複素平面上で有界な解析的周期関数が定数関数に限られること』 を示す。

この結果は、複素関数論における有名な Liouville の定理を用いることにより、容易に得ら
れるものであるが、本節ではこの定理を用いず、 \epsilon -エントロピー理論を用いた証明法を紹

介する。以下では特にことわりのない限り、 対数の底を 2とする。
実数軸を含む幅 $h$ の閉帯状領域、 即ち $\{\omega\in \mathbb{C};-h\leq Im(\omega)\leq h\}$ で連続であるという

条件、更に、
$|f(\omega)|\leq 1$ , $-h\leq Im(\omega)\leq h$

という有界性条件、最後に実数軸を含む幅 $h$ の開帯状領域、即ち $\{\omega\in \mathbb{C}^{2}; -h<Im(\omega)<h\}$

で解析的である周期 $2\pi$ の奇関数族で、特に実数軸上で実数に値をとるという条件を満足
するものの全体を $A_{h}$ で表し、特に帯状領域に限らず、複素平面上で上記条件を満たすも

のの全体を $A_{\infty}$ で表す。任意の要素 $f\in A_{h}$ に対して、実数軸上での Fourier 級数展開を適
用すると、

$f( \omega)=\sum_{k=-\infty}ak(f)e^{ik\omega}$ , $-h<Im(\omega)<h$

という展開式が得られる。 このとき右辺の係数項に関して、次の評価式が成り立つ。

補題 2 任意の整数 $k$ に対して、次のような上からの評価式が成り立つ :

$|r,l_{k},(f)|\leq e^{-|k|h}.$ .

証明. $k$ が負の整数である場合について証明する。正の整数となる場合も同様にして

証明可能である。 $\delta$ を十分小さい正数とし、帯状領域内に以下の式が示す 4本の線分を用
いてつくられる反時計回りの長方形閉曲線を考える :

$\ell_{1}$ $=$ $\{\omega;0\leq Re(\omega)\leq 2\pi, I\uparrow\tau l(\omega)=0\}$ ,
$\ell_{2}$ $=$ $\{\omega;Re(\omega)=2\pi, 0\leq I_{7n}(\omega)\leq h-\delta\}$ ,
$P_{3}$ . $=$ $\{\omega;0\leq Re(\omega)\leq 2\pi, Im(\omega)=h-\delta\}$ ,
$p_{4}$ $=$ $\{\omega;Re(\omega)=0,0\leq Im(\omega)\leq h-\delta\}$ .

方、 Taylor 展開により得られる係数項は、

$|a_{k}(f)|=| \frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}f(_{X})e^{-}dx|ikx$

として評価される。 $f$ が有界であること、 $f(\omega)e-ik\omega$ も $\omega$ に関する周期関数となること、
および Cauclly の積分定理とから、
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$|\mathrm{r}x_{k}(f)|$ $=$ $| \frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}f(x)e-ikxdx|$

$=$ $| \frac{1}{2\pi}\int_{t}t|f(\omega)e^{-i}dk\omega\omega$

$=$ $|- \frac{1}{2\pi}\int_{\ell s}f(\omega)e-:k\omega d\omega|$

$=$ $| \frac{1}{2\pi}I_{0}^{2\pi}f(X+\dot{\mathrm{t}}(h-\delta))e-\dot{\mathrm{t}}k(x+i(h-\delta))dx|$

$=$ $| \frac{e^{k(h-\delta)}}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}f(x+i(h-\delta))e^{-}|kxd_{X1}$

$\leq$
$e^{k(h.-\delta)}$ .

ここで、 $k$ が負であること、 および $\delta$ は任意に小さく選べることに注意すると、求める結
論が得られる。 $k$ が正の整数の場合も同様に示せる。 口

(X, $d$ ) を距離空間とし、 $A$ を $X$ のコンパクト部分集合とする。 $\epsilon$ を正数としたとき、
$x\in X$ を中心とする半径\epsilon の開国を $B(x, \epsilon)$ で表す。 $N(A, \epsilon)$ を $X$ の部分集合とする。 この

とき、 任意の $A$ の要素 $x$ に対して、 ある $N(A, \epsilon)$ の要素 $y$ が存在して $d(x, y)<\epsilon$ が成立

するならば、 $N(A, \epsilon)$ を $\Lambda$ の \epsilon 網と呼ぶ。 さらに、 $A$ の $\epsilon$-網の要素数の最小値の 2を底と
する対数を $A$ の $\epsilon$-エントロピーと呼び、 $S(A, \epsilon)$ で表す。 このとき関数族 $A_{h}$ の \epsilon -エント

ロピーに対する上からの評価に関して、次の命題が成立する。

命題 3. $A_{\infty}$ に属する要素は、恒等的に $0$ に値をとる定数関数のみである。

証明. $e^{-h}<1/2$ が成り立つ事を仮定する。 1 より小さい $\epsilon$ に応じて定まる自然
数,\iota $($ \epsilon , $h)$ を ‘

$2e^{-nl\iota} \frac{e^{-h}}{1-e^{-h}}<\frac{\epsilon}{2}$

を満たす最小の非負整数とする。具体的には、

$\uparrow\iota(\epsilon, h)=\frac{1}{l\iota}[\frac{\log\frac{4\mathrm{e}^{-h}}{\epsilon(\iota_{-\mathrm{e}}-h)}}{\log e}]+\frac{1}{l_{l}}$

として決定される。従って $h>\log_{e}2$ に注意すると、

$\mathit{7}l(\epsilon, h)\leq\frac{1}{l\iota}\log_{e}\frac{4}{\epsilon}+\frac{1}{h}$ , $0<\epsilon<1$

が成立することが分かる。 このとき補題 2より、任意の $0\leq x\leq 2\pi$ に対して、
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$|f(x)- \sum_{\epsilon|k|\leq n(|\iota)},ak(f)eikx|$ $\leq$

$\sum_{|k|>n(\epsilon,h)}|ak(f)e^{i}|kx$

$\leq$ $\frac{\epsilon}{2}$

が成立する。 さらに $j,$ $k$ を整数としたとき、

$b_{n_{j}},= \frac{?n_{j}\epsilon}{2\sqrt{2}(21l(\epsilon,l_{l))}+1}$, $nl_{j}\in \mathbb{Z},$ $|m_{j}| \leq\frac{e^{-|\mathrm{j}|h}}{\frac{\epsilon}{2\sqrt{2}(2n(\epsilon,h)+1)}}$,

$c_{m_{k}}= \frac{7n_{k}\epsilon}{2\sqrt{2}(2\uparrow l(\epsilon,ll)+1)}$ , $m_{k}\in \mathbb{Z},$ $|m_{k}| \leq\frac{e^{-1^{k}|h}}{\frac{\epsilon}{2\sqrt{2}(2n(\epsilon,h)+1)}}$

と定め、複素平面上の関数 $g(\{b_{n\iota},+iC_{m_{k}}\}, \cdot)$ を

$g( \{l_{n_{k}},,+ic_{m_{k}}\},\omega)=1^{k}|\leq’\sum_{(l\epsilon,h)}$
( $bm_{k}$ 十 $icm_{k}$ ) $e^{ik\omega}$

と定義すると、関数族 $\{g(\{.b_{m_{k}}+ic_{m_{k}}\}, \cdot); |k|\leq n(\epsilon, h)\}$ は、 $A_{h}$ の \epsilon 網を構成する有限部

分族となっている。すなわち、任意の $A_{h}\text{の}$要素 $f$ に対して、

$|f( \omega)-\sum_{|k|\leq n(\epsilon,h.)}(b_{m}k+ic_{m_{\mathrm{t}}})e|k\omega\leq\epsilon$ , $0\leq|Im(\omega)|\leq h$

を成立させることができる。 この部分族の要素数は、上で定めた係数列 $\{b_{m_{k}}+ic_{m_{k}}\}$ の総
数と –致するから、

$S(A_{h}, \epsilon)\leq\log$ card $(\{g(\{b_{m_{k}}+ic_{m_{k}}\}, \cdot); |k|\leq n(\epsilon, h)\})$ , $0<\epsilon<1,$ $h>\log_{\mathrm{e}}2$

という上からの評価式を得る。 ここで $\epsilon$ を固定したとき、、

$harrow\infty 1\mathrm{i}\ln$ card $(\{g(\{b_{m_{\mathrm{k}}}+ic_{m_{k}}\}, \cdot);|k|\leq n(\epsilon, h), \})=1$

が成立する。明らかに、
$0\in A\infty\subset Ah$ , $h>0$

が成り立つ。 この式から、 card$(A\infty’\epsilon)=1$ が得られ、 $A_{\infty}$ に属する関数が唯–であること
が示された。 口

先にも述べたように、 この結果は、 Liouville の定理を $A_{\infty}$ に適用することによっても導か
れる。
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