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一般の結び目の二重化結び目に関する colored Jones 多項式を, Whitehead 絡み

目の colored Jones 多項式を用いて計算する方法を紹介する. 二重化結び目に関し

て $\backslash ^{r}/’ \mathrm{o}1\iota \mathrm{J}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{e}$ Conjecture が成り立つかどうか明らかにすることを目標にしており, し

たがって colored Jones 多項式も漸近挙動を調べることができるよう, explicit な形

で求めたいのだが, 今のところ得られていない. この記事では, 計算方法を紹介する

とともに, 問題となっている箇所について言及する.

1. 二重化結び目の colored Jones 多項式

まず, $11^{\Gamma}.\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}$ 絡み目の各成分に $\mathcal{U}_{q}(s\iota_{2})$ の $\alpha$ 次元, $\beta$ 次元既約表現を対応さ

せた場合の colored Jones 多項式 $J$ について考える. (図中では, $7l$ 次元表現を対応

させる成分の傍に $7b$ と書くことにする)

よく知られた等式 ([2, $\mathrm{p}\mathrm{p}.152-1^{r}06]$ の Figure 148, 14.12, 14.15) を用いると,

と書くことができる. さらに $\gamma=2_{\hat{\mathrm{C}}}+1$ とおくと

となることから,
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が

$)= \sum_{0\epsilon=}\prime \mathrm{Y}_{\epsilon}[\alpha\cross(2\epsilon+1)]$
. (1)

ここで

$[n]= \frac{q-n/2q^{-}/n2}{q-1/2q^{-}1/2}$

である.

一般の結び目 $K$ に対して, その二重化結び目を $\overline{I}\mathrm{f}$ とおく.

$K$ $I\tilde{\mathrm{f}}$

但し, $T$ はタングルを, $\tilde{T}$ (は $T$ の 2-parallel を表す.

このとき, $\tilde{I}\mathrm{f}$ の colored Jones 多項式は, Whitehead 絡み目の場合と同様にして,

つぎのような線形和で表せることが分かる.

$J( \tilde{K})=\sum_{\in=0}^{1}x_{\epsilon}J(K\beta-)$ (2)

等式の右辺に現れた X。は, 等式 (1) のものと同じであることに注意する.

等式 (2) より, X。を explicit な形で求めることは, 一般の結び目の二重化結び目
に関する colored Jones 多項式の漸近挙動を調べる上で, 非常に有用であることが分

かる.

そこでつぎに, $z1_{\xi j}^{\Gamma}$ を具体的に書き下す方法について考える.

colored Jones 多項式を書き換える際に用いた等式から, $z\lambda_{\epsilon}^{\Gamma}$ は量子 $6j$ 記号等を用

いて書き表すことのできることが分かる. しかし, 量子 $6j$ 記号を書き下したものが

非常に煩雑であるため ([3] を参照), 後に漸近挙動を調べることを考えるとあまり都

合のよい形とは言えない.
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よって. ここで再び等式 (1) を思い出し, 別の方法で」$\mathrm{Y}_{\epsilon}$ を求めてみる.

等式 (1) より

$W(\beta)=H(\beta)x(\beta)$ (3)

が成り立つことが分かる. 但し, 等式 (1) の右辺を $\mathrm{t}\mathrm{f}_{\alpha}^{\Gamma\beta}/$ と書くことにし, さらに

$t_{1/}\mathfrak{s},\prime r(/f)=(\mathrm{T}\prime \mathfrak{s}_{1}/^{\mathit{7}}\beta$
$\mathrm{w}^{r_{3}\beta}$, $W_{5}^{\beta}$ $W_{2\beta-\mathrm{t}}^{\beta})$ ,

’X $(\mathcal{B})=(X_{0} X_{1} z\mathrm{Y}_{2} . . . X_{\beta-1})$ ,

$H(\beta)=$
.

とする.

したがって, $7- 7\ovalbox{\tt\small REJECT}(’\beta’)$ – すなわち, Whitehead 絡み目の colored Jones 多項式 – と

$H(\beta)$ の逆行列を求めることができれば, $X(\beta)$ が分かる.

2. Whitehead 絡み目の colored Jones 多項式と $H(\beta)$ の逆行列

絡み目を 1箇所で切断して $(1,1)-$タングル表示し, [1] の $R$ 行列を用いて colored

Jones 多項式を計算することができる.

具体的には. 交差点および極小点・極大点につぎのものを対応させ. 積をとることで
多項式が得られる. 辺の傍の $i,$ $j,$ $k$ , 召まラベルと呼ばれるものであり, ラベル $i$ の付い

ている辺が $,\backslash$ 次元既約表現に対応する成分に属しているなら.\acute $i\in\{()., 1_{\backslash }, 2, \ldots./\backslash -1\}$

である.

$(R.)_{k}^{ij}c\mathrm{t}\beta\ell$
$(R^{-1})_{k\ell}^{i}\alpha\beta j$ $(\mu)_{i}\alpha$ $(\{l^{-1})ai$

,
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ここで, $i,$ $p$ の付いている辺と $j,$ $k$ の付いている辺はそれぞれ, $\alpha$ 次元表現, $\beta$ 次元

表現に対応する成分に属しているとし,

$(R)_{k}^{ij} \ell\sum^{)}=\delta_{\ell,i+}n\delta k,j-n\frac{(q)_{i+n}(q)_{\beta-}1+n-j}{(q)_{n}(q)_{i}(q)_{\beta}-1-j}(-1)\alpha \mathit{1}\mathit{3}\min(\alpha n=0-1-i,jn$

$\cross q^{-\frac{n^{2}}{2}-(\frac{\alpha+\beta}{4}+}-j)n+\frac{\alpha\beta}{4}-^{2}\pm_{4}1-\frac{2i+1}{4}\beta+4i\alphaarrow 2i+2+4i.+\iota_{J}$ .

$(R^{-1} \alpha\beta)_{k}^{i}j\sum^{j,)}\ell^{=}pi-n\delta k,j+n\frac{(q)_{j+n}(q)_{\alpha-}1+n-i}{(q)_{n}(q)_{j}(q)_{\alpha-1}-i}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}(\beta n-1=0-i\delta$,

$\cross q^{\frac{-3\alpha+\beta+2}{4}n+\frac{2j+1}{4}\alpha}+\frac{2i+1}{4}\beta-\frac{2i+2j+4i\mathrm{j}+1}{4}\text{ }$.

$(\mu)_{i}=q^{i+}\alpha-\alpha 1$ ,

$(\mu^{-\iota})_{i}=q^{-}\alpha i+\alpha-1$ ,

$(q)_{n}=(1-q)(1-q^{2})\cdot\cdot*(1-q^{n})$

とする. $\delta_{i_{:}j}$ は Kronecker のデルタである. また $q$ は generic であることに注意する.

Whitehead 絡み目のつぎのような図式にラベルをつけ,
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その colored Jones 多項式を計算すると, つぎのようになる.

$)= \sum_{\beta 0\leq i,j\leq k\leq-1}\frac{\{(q)_{k}\}^{2}(q)\beta-\downarrow-i(q)\beta-\iota-j}{(q)_{i}(q)_{j}(q)_{k}-i(q)_{k-}j\{(Cj)_{\theta-1-k}\}^{2}}(-1)i+j$

$\cross q^{\frac{\beta^{2}}{2}+\alpha(-}.ij)-\frac{\beta(4k+3)}{2}+\frac{i(i+1)}{2}+\frac{j(j+1)}{2}+(k+1)2$ .

したがって, $\alpha$ 次元表現に対応している成分を閉じたWhitehead 絡み目の colored

Jones 多項式 $\mathrm{T}\cdot \mathrm{f}_{\alpha}^{r}/\beta$ は

$)$

$=[ \alpha]\cross\sum_{0\leq i,j\leq k\leq\beta-1}\frac{\{(q)_{k}\}^{2}(q)_{\beta-1}-i(q)\beta-1-j}{(q)_{i}(q)_{j}(q)_{k}-i(q)_{k-}j\{(q)_{\beta-1-k}\}^{2}}(-1)i+j$

$\mathrm{x}q^{\frac{\beta^{2}}{2}}.+\alpha(i-j)-\frac{\beta(4k+3)}{2}+\frac{\mathfrak{i}(i+1)}{2}+\frac{j(j+1)}{2}+(k+1)^{2}$ (4)

となる.

つぎに. $H(\beta)$ の逆行列について考える.
$\mathit{1}\mathit{3}$ が小さい場合について, $H(\beta)$ 行列式や逆行列を計算してみたが, その計算から

は $\beta$ が–般の場合を上手く類推できていない. [計算機を使ってこの計算を行なうに

当たり, D. De Wit 氏にお世話になりました. 感謝致します]

この点が解決すると, 二重化結び目の coloerd Jortes 多項式が等式 (2) の形で書き

表すことができ, 二重化結び目に関する Volume Conjecture の研究も進むものと思

われる.

3. 具体例

最後に, つぎのような二重化結び目 $\tilde{I}<$ の colored Jones 多項式を, $\beta$ が小さい場

合を計算したので.\acute その結果を記しておく.

5



$\tilde{K}_{\lambda}$

$\tilde{\mathrm{A}^{\nearrow}}_{\lambda}$ に対し, $J_{\beta}(I\iota_{\lambda}^{\nearrow})\sim$ で $\beta$ 次元表現に対応する colored Jones 多項式を表すことに
する. このとき, 等式 (1) はつぎのようになる.

$J_{\beta}(I \tilde{\zeta}_{\lambda})=\sum_{\epsilon}^{\beta-}\lrcorner \mathrm{X}^{\Gamma}\mathcal{E}q^{\mathcal{E}(_{\mathcal{E}+}1)\lambda}[2\prime 1.1+]$ . (5)

$\beta=2$ の場合: $H(2),$ $\mathrm{T}l^{r}/(2)$ を計算すると

$H(2)=$ ,

$\mathrm{T}\prime 7^{r}(2)=(_{[3]}\cross q(q^{7}-q^{6}+2q-4q+q+q-321))[1]\cross q(q+1)$

となる. したがって

$X(2)=$
となり, colored Jones 多項式は

$J_{2}(I\tilde{\zeta}_{\lambda})=q+q^{-}+q^{-}-12\lambda+2q-2\lambda-1$ (6)

である.
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2次元表現に対応する colored Jones 多項式は, いわゆる Jones 多項式のことであ
る. 二重化結び目 $\tilde{K}_{\lambda}$ の Jones 多項式は, 既に [2] で公式が与えられており, 等式 (6)

はそれと –致している.

$\beta=3$ の場合: $\beta=2$ の場合と同様にして計算を行なうと

$X(3)=$
となる. よって, colored Jones 多項式は

$J_{3}(I\tilde{\zeta}_{\lambda})=q+1+3-3q$

$+q^{-2\lambda}(q^{4}+q-3q-2-q-3)-q^{-6\lambda}(q-5q^{3}-1+q-2)$

となる.

$f^{\prime \mathit{3}=4}$ の場合: $J_{4}(_{\backslash }r\tilde{c}_{\lambda})$ は省略して, $X(4)$ のみ記しておく.

$X(4)=$.
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