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1. はじめに

2自由度ハミルトン系において, ホモクリニック軌道をもつサドルセンターが存在す

る場合, カオス挙動が生じて系が非可積分となり, また, 無限個のホモクリニック分岐

が起こることが, Shil’inikov 型 $[1, 2]$ あるいは Melnikov 型 $[2, 3]$ の解析により示されて

いる $[4]-[9]$ . 本報告では, このようなサドル・センターを有する, あるクラスの 3自由度

以上の多自由度ハミルトン系を取りあげ, 2自由度系に対する既報 [9] の結果を発展させ,

Melnikov の方法 $[2, 3]$ をさらに拡張し, サドル・センター近傍の準周期軌道からなる不変

トーラスに対するホモクリニック軌道とヘテロクリニック軌道が存在する条件を解析的に
求めるための手法を提案する. さらに, このような軌道が存在するとき, 系は非可積分と

なり, Arnold拡散 $[10, 11]$ と類似の現象が起こることを示す. また, 具体的な適用例を示

し, 本手法の有用性を明らかにする. なお, 証明などの詳細については文献 [12] を参照さ

れたい.

2. 仮定

次の形の $n+1$ 自由度ハミルトン系 $(_{n}\geq 2)$ を考える.

$\dot{x}=J_{1}\mathrm{D}_{x}H(x,y)$ , $\dot{y}^{=J_{n}\mathrm{D}_{y}}H(x,y)$ , $(x, y)\in \mathbb{R}2\cross \mathbb{R}2n$ (1)

ここで, $H$ : $\mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{R}^{2n}arrow \mathbb{R}$ はぴ+1級 $(r\geq 2n+4)$ であり, $J_{m}$ は $2m$ 次シンプレク

テイック行列

$J_{m}=$ ,

$\mathrm{i}\mathrm{d}^{m}$ は $m$ 次単位行列を表す. 以下のことを仮定する.

(A1) 任意の $x\in \mathbb{R}^{2}$ に対して

$\mathrm{D}_{x}H(0,0)=\mathrm{D}_{y}H(x, 0)=0$

が成立する.
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図 1. $x$ 平面上の軌道

これは原点 $(x, y)=(0,0)(=O)\in \mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{R}^{2n}$ が式 (1) の平衡点であり, $x$-平面, $\{(x, y)\in$

$\mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{R}^{2n}|y=0\}$ , が式 (1) の流れのもとで不変であることを意味する. さらに, x-平面に

制限された系

$\dot{x}=\text{」_{}1}\mathrm{D}Hx(X, 0)$ (2)

は平衡点 $x=0$ を有する. また, 任意の $x\in \mathbb{R}^{2}$ に対して

$\mathrm{D}_{x}^{j}\mathrm{D}H(y\mathrm{o}x,)=0$ , $j=1,2,$ $\ldots$ ,

が成立する.

(A2) 式 (2) の平衡点 $x=0$ は双曲型サドルであり, ホモクリニック軌道 $x^{\mathrm{h}}(t)$ を有する.

$\mathrm{I}_{0}^{\urcorner}=\{x^{\mathrm{h}}(t)|t\in \mathbb{R}\}\cup\{0\}$ とおく. 図 1を参照せよ.

(A3) 行列 $\text{」_{}n}\mathrm{D}_{y}^{2}H(\mathrm{o}, \mathrm{o})$ は $n$ 組の純虚固有値 $\pm \mathrm{i}\omega_{j},$ $j=1,$ $\ldots$ , $n$ , を $k$
,
し, $1\leq|k|=$

$\sum_{j=1}^{n}|k_{j}|\leq 4$ を満足する $k=(k_{1}, \ldots, k_{n}),$ $k_{j}\in \mathbb{Z},$ $j=1,$ $\ldots,$
$n$ , に対して

$k\cdot\omega=k_{1}\omega_{1}+\cdots+k_{nn}\omega\neq 0$ (3)

が成立する. ここで, $\cdot$ はベクトルの内積を表し, $\omega=(\omega_{1}, \ldots, \omega_{n})$ である.

仮定 (A2) と (A3) は, 系 (1) の平衡点 $O$ がサドルセンターであり, ホモクリニック軌

道 (X, $y$ ) $=(x^{\mathrm{h}}(t), \mathrm{o})$ を有することを意味する. サドル・センター $O$ は, ホモクリニック軌

道 $(x^{\mathrm{h}}(t), \mathrm{o})$ に沿って–致する 1次元安定多様体 $W^{\mathrm{s}}(O)$ と不安定多様体 $W^{\mathrm{u}}(O)$ , および

$2n$ 次元中心多様体 $W^{\mathrm{c}}(O)$ を有する. また, 仮定 (A2) により, 2次正方行列」IDx2H$(0, 0)$

の固有値は, $\lambda$ をある正数として $\pm\lambda$ と表される.
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仮定 (A3) から, サドル・センタ $-O$ の近傍において適当な正準変換 $(x, y)\in \mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{R}^{2n}\mapsto$

$(s, u, I, \psi)\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R}\mathrm{x}\mathbb{R}n\mathrm{x}\mathbb{T}^{n}$が存在し, ハミルトン関数は次の Graff [13] の標準形に変

換される.

$H(s, u, I, \psi)=\lambda su+\omega\cdot I+\frac{1}{2}(AI\cdot I)+g(s, u, I, \psi)$ (4)

ここで, $A$ はある $n$ 次正方行列, $g$ は $s,$ $u$ および $I$ に対して 2次よりも高次の微小項

のみを含む, ( $x$ 平面に対応する) $I\neq 0$ において $C^{r+1}$ 級となる関数である. 次のことを

仮定する.

(A4) 行列 $A$ は正則である.

このとき, Fenichel $[14, 15]$ の不変多様体の理論 (また [16] を参照せよ) および P\"oschel [17]

による KAM理論によって, 中心多様体 $W^{\mathrm{c}}(O)$ 上サドルセンタ一 $O$ の近傍で, Diophantine

条件

$k\cdot l\text{ノ}>C|k|^{-\mathcal{T}}$ , $k\in \mathbb{Z}^{n}$ , $k\neq 0$ (5)

を満足する, $\omega$ に近い振動数 $l\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の準周期軌道からなる不変トーラス劣の Cantor集合が

存在する. ここで, $c>0$ および $\tau>n-1$ は定数, $l\ovalbox{\tt\small REJECT}=(\nu_{1}, \ldots, l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{n})$ である. さらに, 劣

は $C^{3},$ $(n+1)$ 次元安定および不安定多様体, Ws(劣) および $W^{\mathrm{u}}(ff_{U})$ , を有する,

$f(x, y)=J_{1}\mathrm{D}_{x}H(x, y)$ として,

とおく. $\mathrm{D}_{x}\mathrm{D}_{y}H(X, 0)\equiv 0$ より $P\mathrm{o}(x, \eta)\equiv 0$ となる. 次のことを仮定する.

(A5) $p_{1}(x, \eta)\not\equiv 0$

文献 [9] のように, 仮定 (A5) よりも弱い仮定の下でも, 以下で得られるものと類似の結果

を得ることができる.

3. ホモクリニックおよびヘテロクリニック軌道

サドルセンター $O$ およびホモクリニック軌道 $(x^{h}(t), 0)$ まわりの直交変分方程式,

$\dot{\eta}=J_{n}\mathrm{D}_{y}^{2}H(0,0)\eta$ (6)

および

$\dot{\eta}=J_{n}\mathrm{D}_{y}^{2}H(x(\mathrm{h}t), 0)\eta$ , (7)
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を考える. 式 (6) の基本行列は, $\Phi$ を各引数に対して周期 $2\pi$ で周期的で, $\Phi(0, \ldots, 0)=\mathrm{i}\mathrm{d}^{2n}$

を満たすある関数として, $\dot{\Phi}(\omega_{1}t, \ldots, \omega_{n}t)$ と表すことができる. また, $\Psi(t)$ を式 (7) の

基本行列とする. このとき, 線形微分方程式に対する基本的な性質 [21] から, 極限

$B_{\pm}= \lim_{\pm tarrow\infty}\Phi(-\omega t)\Psi(t)$ (8)

が存在し, これらの行列が正則であることが導かれる. ここで, $\Phi(\theta)=\Phi(\theta_{1}, \ldots, \theta_{n})$ ,

$\theta=(\theta_{1}, \ldots, \theta_{n})$ , と表している. $B_{0=}B_{+^{B^{-1}}}-$ とおく.

$e_{j}$ を, 行列 $J_{n}\mathrm{D}_{y}^{2}\mathrm{H}(0, 0)$ の固有値 $\pm \mathrm{i}\omega_{j}$ に対する固有ベクトルが張る固有空間に属す

るある実 $2n$ 次元ベクトルとし, $r=(r_{1}, \ldots, r_{n})\in \mathbb{R}_{+}^{n}(=\prod_{j=1}n (0, \infty))$ に対して

$\overline{\eta}_{r}=\sum_{j=1}$ rjej

とおく. さらに, $\eta\in \mathbb{R}^{2n}$ に対して

と表す. 次式によって, Melnikov 関数 $M(\theta;r)$ を定義する.

$M(\theta;r)=q_{\mathrm{o}(\overline{\eta}_{r})-q0(B}0^{\Phi}(\theta)\overline{\eta}r)$ (9)

このとき次の定理が成立する (証明は文献 [12] を参照せよ).

定理 1. (i) ある点 $(\theta, r)=(\theta_{0}, r_{0})\in \mathbb{T}^{n}\cross \mathbb{R}_{+}^{n}$ が存在して,

$M(\theta_{0};r\mathrm{o})=0$ , $\frac{\partial}{\partial\theta_{j}}M(\theta_{0}; r\mathrm{o})\neq 0$ , $j=1,$ $\ldots,$
$n$ (10)

となるものと仮定する. このとき, サドルセンター $O$ の近傍に, それぞれ, $\omega$ に近く

Diophantine条件 (5) を満足する, 振動数 $\nu^{1}$ および $\nu^{2}$ の準周期軌道からなる不変トーラス

劣 1および劣 2が存在し, 劣 1の不安定多様体 $W^{\mathrm{u}}(ff_{\nu^{1}})$ と劣 2の安定多様体 WS(劣 2)

はレベル集合上で横断的に交差する. さらに, ある $\tilde{\theta}_{0}\in \mathbb{T}^{n}$ に対して $\Phi(\tilde{\theta}_{0})\overline{\eta}r=B0\Phi(\theta_{0})\overline{\eta}r$

となるならば, $\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}=\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}^{2}(=\iota\ovalbox{\tt\small REJECT})$ とすることができる, すなわち, 不変トーラス劣に対す

る横断的なホモクリニック軌道が存在する.

(ii) $N-1$ 個の点 $\theta^{j}\in \mathbb{T}^{n},$ $j=1,$ $\ldots,$ $N-1$ , と $N$ 個の四 $r^{j}\in \mathbb{R}_{+}^{n},$ $j=1,$ $\ldots,$
$N$ , が

存在し, 条件 (10) が $(\theta_{0}, r\mathrm{o})=(\theta^{j}, r^{j}),$ $j=1,$ $\ldots,$ $N-1$ , において成立し, さらに, あ

る $\tilde{\theta}^{j}\in \mathbb{T}^{n}$ に対して $\Phi(\tilde{\theta}^{j})\overline{\eta}rj+1=B_{0}\Phi(\theta j)\overline{\eta}_{r}j,$ $j=1,$ $\ldots,$ $N-1$ , となるものとする. こ

のとき, サドル・センター $O$ の近傍に, それぞれ, $\omega$ に近 $\langle$ Diophantine 条件 (5) を満
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足する, 振動数 $l\ovalbox{\tt\small REJECT}^{j}$ の準周期軌道からなる $N$ 個の不変トーラス劣, , $j=1,$ $\ldots,$
$N$ , が存

在し, $W^{\mathrm{u}}(ff_{\nu}j)$ と $w^{\mathrm{s}}(g_{\nu}j+1),$ $N=1,$ $\ldots,$ $N-1$ , はレベル集合上で横断的に交差する.

このような性質をもつ不変トーラスの列は遷移チェーンと呼ばれる.

注意 1. 仮定 (A4) によって, サドルセンター $O$ の十分近傍では劣 1 $\neq$ 劣 2のとき
$\nu^{1}\neq\nu^{2}$ となる.

4. 非可積分性と Arnold拡散

本節では, 定理 1で示されるような, . $n$ 次元不変トーラスに対する横断的なホモクリ

ニック軌道あるいはヘテロクリニック軌道が存在することから導かれるいくつかの性質に

ついての結果を与える. 系の可積分性の定義から始める.

定義 1. $U$ を $\mathbb{R}^{2(n+1}$ ) のある開部分集合とする. $U$ の稠密な開部分集合において, $\{F_{0}=$

$H,$ $F_{1},$
$\ldots,$

$F_{n}\}$ が包合的 (すなわち, 任意の $i,j=0,$ $\ldots,$
$n$ に対して

$\{F_{i}, F_{j}\}=J_{n+1}\mathrm{D}_{z}Fi(z)\cdot \mathrm{D}_{z}F_{j}(z)=0$

$)$ で, それらの導関数 $\mathrm{D}_{z}F_{0},$

$\ldots,$
$\mathrm{D}_{z}F_{n}$ が独立となる, $n$ 個の第 1積分と呼ばれる関数

$F_{j}$ : $Uarrow \mathbb{R},$ $j=1,$ $\ldots$ , $n$ , が存在するとき, ハミルトン系 (1) は $U$ において (Liouville

の意味で) 可積分であるという. また, もし $U$ の任意の点の近傍において $H$ と独立な

このような $n$ 個の第 1積分が存在しないならば, ハミルトン系 (1) は $U$ において非可積

分であるという.

Koltsova and Lerman [18] が周期軌道のホモクリニック軌道に対して用いた議論を拡張

することにより, 次のことが証明される ‘

定理 2. 非共鳴な振動数 (式 (3) を参照) をもつ準周期軌道からなる $n$ 次元不変トーラ

ス $g$ が存在し, その $n+1$ 次元安定および不安定多様体, $W^{\mathrm{s}}$ (ff) および $W^{\mathrm{u}}(ff)$ , が

横断的に交差するものと仮定する、 このとき, ハミルトン系 (1) \iota よ $W^{\mathrm{S}}(\ovalbox{\tt\small REJECT})\cup W\mathrm{u}(ff)$ に

おいて非可積分である.

この定理の証明のために以下の結果が本質的である.

補題 1. $\triangle$ をレベル集合上で $W^{s}(ff)$ に横断的な $(n+1)$ 次元ディスクとする. このと

き $W^{\mathrm{u}}( \ovalbox{\tt\small REJECT})\subset\bigcup_{t>0}\psi_{t}(\triangle)$ となる. ここで, $\phi_{t}$ は式 (1) によって定義される流れを表す.
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この結果は文献 $[19, 20]$ で与えられた議論を修正することにより証明される.

注意 2. 1組の $n$ 次元不変トーラスシ, $j=1,2$ , が存在し, $W^{\mathrm{u}}(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1})$ および Wu(あ) が,

それぞれ, Ws(あ) および $W^{s}(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1})$ とレベル集合上で横断的に交差する, すなわち, ス

とあがヘテロクリニック・サイクルを構成するものと仮定する. このとき, 補題 1から,

$W^{\mathrm{u}}(ff_{1})$ および Wu(あ) が, それぞれ, $W^{s}(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1})$ および $W^{\mathrm{s}}(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2})$ とそのレベル集合において

横断的に交差することが導かれる. よって, ハミルトン系 (1) は, $\bigcup_{j=1}^{2}(W^{\mathrm{s}}(\ovalbox{\tt\small REJECT} j)\cup W\mathrm{u}(\ovalbox{\tt\small REJECT} j))$

を含む任意の開集合において非可積分となる,

また, 補題 1を用いることにより次のことが証明される.

定理 3. 非共鳴な振動数をもつ準周期軌道からなる $N$ 個の不変トーラスシ, $j=$

$1,$
$\ldots,$

$N$ , が遷移チェーンを構成するものと仮定する. このとき, そのレベル集合上に劣の

任意に近い点からなる開集合が存在し, それに含まれる点を出発し, 劣, $j=2,$ $\ldots,$ $N-1$ ,

の近傍を順々に通り, 諏の任意に近くの点に到達する軌道が存在する.

これは, よく知られた, 3以上の自由度もつ近可積分ハミルトン系で起こる Arnold拡

散 $[10, 11]$ と類似の現象である.

注意 3. 非共鳴な振動数をもつ準周期軌道からなる $N_{1}+1$ および $N_{2}+1$ 個の不変トーラス

が構成する 1組の異なる遷移チェーン, {%, 久 1, . . . , 勾, , %} と $\{\%, \mathit{5}_{1}^{2}, \ldots, ff_{N_{2}}^{2}, g_{0}\}$ ,

が存在するものとする (このように最初と最後の不変トーラスが–致するとき遷移チェー

ンは循環的であるという) . このとき, 定理 3によって, $ff_{0}$ の近くを出発し, 順々に

玖 1, . . . , $ff_{N_{1}}^{1}$ あるいは玖 2, . . . , $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{N_{2}}^{2}$ の近傍を通り, 再び瑞の近くに戻るということを繰

り返す軌道が存在する. これらの軌道に対して, $ff_{1}^{1},$
$\ldots$ , 窮 Nl あるいは禽 2, . . . , $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{N_{2}}$ の近

傍を通過するかによって記号 $‘(1$ ” あるいは $‘(2$ ” を与えることができる. よって, Bernoulli

シフトの軌道に対応づけられるカオス的な軌道が存在することになる.

5. ポテンシャルを有する系への適用

得られた理論をポテンシャルを有する系

$\dot{x}_{1}=x_{2}$ , $\dot{x}_{2}=-\frac{\partial V}{\partial x_{1}}(x_{1,y_{1})},$ $\cdot\dot{y}_{j}=$

.
$y_{j+n}$ , $\dot{y}_{j+n}=-\frac{\partial V}{\partial y_{j}}(x_{1}, y_{1}, \ldots, y_{n})$ (11)
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に適用する. ここで, $V$ : $\mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}$ は $C^{r+1}$ 級であり,

$\frac{\partial V}{\partial x_{1}}(0,0)=\frac{\partial V}{\partial y_{i}}(x_{1},0)=0$ , $\frac{\partial^{3}V}{\partial x_{1}\partial y_{i}^{2}}(x_{1},0)\not\equiv 0$, (12)

かつ $i\neq j$ に対して

$\frac{\partial^{3}V}{\partial y_{i}^{3}}(0,0)=\frac{\partial^{3}V}{\partial x_{1}\partial y_{i}^{2}}(0, \mathrm{o})=0$ , $\frac{\partial^{2}V}{\partial y_{i}\partial y_{j}}(_{X_{1}}, \mathrm{o})=\frac{\partial^{3}V}{\partial y_{i}\partial y_{j}^{2}}(0,0)=0$ (13)

を満たすものとする. 式 (11) のハミルトニアンは

$H(x, y)= \frac{1}{2}(x_{2}^{2}+\sum_{=j1}yj+n)n2+V(_{X_{1}}, y_{1}, \ldots, y_{n})$

で与えられ, 仮定 (A1) と (A5) が成立する. さらに, 仮定 $(\mathrm{A}2)-(\mathrm{A}4)$ が成立するものとす

6. $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{t}_{\sim}^{arrow}$ ,

$\omega_{j}^{2}=\frac{\partial^{2}V}{\partial y_{j}^{2}}(0,0)$

となる.

中心多様体の標準的な計算方法 [3] を用いることにより, 式 (12) と (13) から $W^{\mathrm{c}}(O)=$

$\{(x, y)|x=\mathit{6}(||y||^{3})\}$ と求められる. $W^{\mathrm{c}}(O)$ 上において, 式 (11) はハミルトン無数

$\tilde{H}(y)=\frac{1}{2}(\omega y_{jj}^{2}j2+y^{2}+n)+\frac{1}{24}\sum_{j=}n1\frac{\partial^{4}V}{\partial y_{j}^{4}}(0, \mathrm{o})y_{j}^{4}+\frac{1}{4}\sum_{i\neq j}\frac{\partial^{4}V}{\partial y_{i}^{2}\partial y_{i}^{2}}(0,0)y_{i}y_{j}+\theta 22(||y||^{5})$

を有するハミルトン系となる. 正準変換

$I_{j}= \frac{1}{2\omega_{j}}(\omega_{jj}^{2}y^{2}+y_{jn}^{2}+)$ , $\psi_{j}=\arctan(\frac{y_{j+n}}{\omega_{j}y_{j}})$ , $j=1,$ $\ldots,$
$n$ ,

を施し, さらに平均化 [22] を行うと,

$\tilde{H}(I, \psi)=\sum_{j=1}^{n}\omega jI+\frac{1}{16}\sum_{j1}^{n}j=\frac{1}{\omega_{j}^{2}}\frac{\partial^{4}V}{\partial y_{j}^{4}}(0, \mathrm{o})I^{2}j$

$+ \frac{1}{4}\sum_{i\neq j}\frac{1}{\omega_{i}\omega_{j}}\frac{\partial^{4}V}{\partial y_{i}^{2}\partial y_{i}^{2}}(0,0)IiIj+\theta(||I||^{5/}2)$

となる. よって, Graffの標準形 (4) における行列 $A$ の ( $i$ ,の要素は次式で与えられる.

$A_{ij}=\{$

$\frac{1}{8\omega_{j}^{2}}\frac{\partial^{4}V}{\partial y_{j}^{4}}(0,0)$ $(i=j)$ ;

$\frac{1}{2\omega_{i}\omega_{j}}\frac{\partial^{4}V}{\partial y_{i}^{2}\partial y_{j}^{2}}(0,0)$ $(i\neq j)$

(14)
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サドル・センターおよびホモクリニック軌道まわりの直交変分方程式, (6) および (7),

は, それぞれ,

$\dot{\eta}_{j}=\eta j+n$
’

$\dot{\eta}_{jn}+=-\omega^{2}\eta jj$ (15)

および

$\dot{\eta}_{j}=\eta j+n$
’

$\dot{\eta}_{j+n}=-\frac{\partial^{2}V}{\partial y_{j}}(x_{1}^{\mathrm{h}}(t), \mathrm{o})\eta_{j}$ (16)

で与えられる. $\eta_{j}=\hat{\eta}_{j}(t)$ を, $tarrow+\infty$ のとき

$\hat{\eta}_{j}(t)arrow \mathrm{e}^{\mathrm{i}\omega t}$ , (17)

$tarrow-\infty$ のとき

$\hat{\eta}_{j}(t)arrow a_{j}\mathrm{e}^{\mathrm{i}\omega t}+b_{j}\mathrm{e}^{-\mathrm{i}\omega t}$ (18)

となる線形微分方程式

$\ddot{\eta}_{j}+\frac{\partial^{2}V}{\partial y_{j}^{2}}(X^{\mathrm{h}}(1t), 0)\eta j=0$

の解とする. ここで, $a_{j},$
.

$b_{j}..\in \mathbb{C},$ $|a_{j}|^{2}-|b_{j}|^{2}=1$ である. このような解は, $\lim_{tarrow\pm\infty^{x^{\mathrm{h}}}}(t)=$

$0$ かつ $\eta_{j}=\mathrm{e}^{\pm \mathrm{i}\omega}jt$ が線形微分方程式

$\ddot{\eta}_{j}+\omega^{2}\eta_{j}j--0$

の解であることから, 線形微分方程式の基本的な性質 [21] により必ず存在する. 文献 [9]

の 5節で与えられた計算から, 式 (15) と (16) に対する基本行列は,

$\Phi(\theta)=\tilde{Q}\tilde{Q}^{-1}$ , $\Psi(t)=\tilde{Q}\tilde{Q}^{-1}$

となることがわかる. ここで, $n$ 次正方行列 $\tilde{Q}$ の ( $i$ ,の要素は

$\tilde{Q}_{ij}=\{$

1 ( $i$ が奇数かつ $i=(i+1)/2$ , また 1ま $i$ が偶数かつ $j=n+i/2$ ) ;
$0$ (上記以外)

で与えられ,

$\Phi_{j}(\theta_{j})=$ , $\Psi_{j}(t)=$
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である. 極限 (8) を求め, 行列 $B_{0}$ を計算すると, 次のようになる.

$B_{0}=\tilde{Q}\tilde{Q}^{-1}$

ここで,
/

$-$ $-$ $-$ 1$B_{j0}=$
である.

$e_{j}$ として $j$ 番目の要素が 1でそれ以外が $0$ の $2n$ 次元実ベクトルを選ぶ.

$q_{0}( \eta)=\frac{1}{2}\sum^{n}(\omega_{jj}\eta^{2}+\eta j+n)j=122$

となることを用いて式 (9) を計算すると, 次式が得られる.

$M( \theta;r)=\sum_{j=1}\omega_{j}^{2}r_{j}|b_{j}2|(|aj|\cos(2\theta_{j}+\phi j)-|bj|)$

ここで

$\phi_{j}=\arctan(\frac{{\rm Re} a_{j}{\rm Im} bj+{\rm Im} a_{j}{\rm Re} b_{j}}{{\rm Re} a_{j}{\rm Re} bj-{\rm Im} a_{j}{\rm Im} b_{j}})$

である. さらに,

$\frac{\partial}{\partial\theta_{j}}M(\theta;r)=-2\omega_{j}r_{j}22|a_{j}||b_{j}|\sin(2\theta_{j}+\phi_{j})$

となる. $|a_{j}|>|b_{j}|$ であることに注意すると, 定理 1-3から次の結果が得られる.

定理 4. もし $b_{j}\neq 0,$ $j=1,$ $\ldots,$
$n$ , ならば, 以下のことが成立する.

(i) サドルセンター $O$ 近傍に, 振動数 $\nu$ の準周期軌道からなる不変トーラス劣が存
在し, その安定および不安定多様体, Ws(劣) および $W^{\mathrm{u}}(ff_{\nu})$ はそれらのレベル集合上

で横断的に交差する. ここで, $\nu$ は $\omega$ に近く Diophantine条件 (5) を満足する. これは系

(11) が Ws(劣) $\cup W^{\mathrm{u}}(ff_{\nu})$ 上で非可積分であることを意味する.

(ii) 任意の 2以上の整数 $N$ に対して, サドルセンター $O$ 近傍に, 遷移チェーンを構

成する, $\omega$ に近 $\langle$ Diophantine条件 (5) を満足する $N$ 個の振動数 $\nu^{j}$ の準周期軌道からな

る不変トーラス劣 j, $j=1,$ $\ldots,$
$N$ , が存在し, Arnold拡散型の現象が起こる. 特に, 注

意 3で述べられたような, 1組の異なる, ある不変トーラス現 0に対する循環的な遷移
チェーンが存在し, Bernoulli シフトによって特徴づけられるカオス的な軌道が存在する.
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6. 具体的な例

例として, 次のポテンシャル関数の場合を考える.

$V(x_{1}, y_{1}, \ldots, y_{n})=\frac{1}{2}(-x_{1}^{2}+\sum_{j=1}^{n}\omega_{j}^{2}y_{j)}^{2}+\frac{\beta_{0}}{l+1}X_{1}^{\iota+1}+\frac{1}{2}\sum\beta_{jy}X_{1}^{\iota}-12+e_{(}j=1njy_{j})3$ (19)

ここで, $l$ は 3以上の整数とし, 式 (19) の高次項 $\theta(y_{j}^{3})$ は式 (12) と (13) を満足するもの

とする. 式 (2) のサドル $x=0$ はホモクリニック軌道

$x^{\mathrm{h}}(t)=(( \frac{l+1}{2\beta_{0}})^{1}/(\iota_{-}1)$ sech $2/(l-1)( \frac{l-1}{2}t)$ ,

$-( \frac{l+1}{2\beta_{0}})^{1}/(\iota-1)$ sech $2/(l-1)( \frac{l-1}{2}t)\tanh(\frac{l-1}{2}t))$

を有する. もし $l$ が奇数ならば, $x=-x^{\mathrm{h}}(t)$ もまたホモクリニック軌道となることに注

意する. さらに, 仮定 $(\mathrm{A}1)-(\mathrm{A}5)$ が成立し, 特に, 式 (14) で与えられる $n$ 次正方行列 $A$

が正則であるものとする.

式 (16) は次のようになる.

$\ddot{\eta}_{j}+$ ($\omega_{j}^{2}+\frac{(l+1)\beta_{j}}{2\beta_{0}}$ sech2 $( \frac{l-1}{2}.t)$ ) $\eta_{j}=0$ (20)

条件 (17) と (18) を満足する式 (20) の解は次式で与えられる.

$\eta_{j}(t)=[\cosh(\frac{l-1}{2}t)$ –slnh $( \frac{l-1}{2}t)]^{-2}\mathrm{i}\omega_{j}/(\iota-1)$

$\cross F(-\rho_{j},$ $1+\rho_{j},$ $1- \frac{2\mathrm{i}\omega_{j}}{l-1};\frac{1}{2}[1-\tanh(\frac{l-1}{2}t)])$ (21)

ここで, $F(c_{1}, c_{23}, C;z)$ は Gauss の超幾何関数 [23]

$F(_{C_{1},c_{2}}, c_{3;z})-- \sum_{=k0}\infty\frac{c_{1}(C_{1}+1)\cdots(_{C_{1}+}k-1).c_{2}(_{C_{2}+}1)\cdots(_{C+}2k-1)}{k!c_{\mathrm{s}}(_{C_{3}+}1)\cdot\cdot(c3+k-1)}z^{k}$

$=1+ \frac{c_{1}c_{2}}{c_{3}}\frac{z}{1!}+\frac{c_{1}(c_{1}+1)_{C_{2}}(_{C+}21)}{c_{3}(c_{3}+1)}\frac{z^{2}}{2!}+\cdots$

であり,

$\rho_{j}=\frac{1}{2}(\sqrt{\sigma_{j}}-1)$ , $\sigma_{j}=\frac{8\beta_{j}(l+1)}{\beta_{0}(\iota-1)2}+1$

である. 式 (21) の導出に対しては, 文献 [9] の 5.1節または文献 [24] の 25節の問題 4を参

照せよ. 式 (21) より次式が得られる.

$|b_{j}|=$ $(\sigma_{j}(\sigma_{j}<0)>0)$

;
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したがって, もし任意の自然数 $m$ に対して

$\frac{\beta_{j}}{\beta_{0}}\neq\frac{(l-1)^{2}}{2(l+1)}m(m+1)$

となるならば, $b_{j}\neq 0$ となり, 定理 4によって, サドルセンター $O$ 近傍の不変トーラスに

対する横断的なホモクリニックおよびヘテロクリニック軌道が存在することになる. さら

に, それらの不変トーラスの安定および不安定多様体上で系は非可積分であり, Arnold拡

散型の挙動が起こることになる. また, $l$ が奇数の場合, ホモクリニック軌道 $x=-x^{\mathrm{h}}(t)$

に対しても同じ結果が得られる. なお, 文献 [25] では, ここで得られた結果がある無限自

由度ハミルトン系に対して適用され, そこで起こる複雑な現象が解析されている.
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