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1 はじめに

$H$ を Hilbert 空間とし, $f,$ $f_{1},$ $f_{2},$
$\ldots$ , 几を $H$ から $R$への連続な凸関数とする. このとき,

凸最小化問題は次の形で与えられる.

$f(z)= \min\{f(x) : x\in C\}$

となる $z\in C$ を求めよ. ただし,

$C=\{x\in H : f_{i}(x)\leq 0, i=1,2, \ldots, n\}$

である. この問題で $g$ を

$g(x)=\{$
$f(x)$ , $x\in C$ ,
$\infty$ , $x\not\in C$

であると定義すると, $g$ は $H$ から $(-\infty, \infty]$ の中に値をとる proper で凸な下半連続関数とな
る. そこで我々は

$\min\{g(x):x\in H\}$ (1)

という凸最小化問題を考えることができる. このような $g$ に対して, $H$ 上の集合値写像 $\partial g$

を, $x\in H$ に対して

$\partial g(x)=\{x^{*}\in H : g(y)\geqq g(x)+(x^{*}, y-x), y\in H\}$

で定義し, これを $g$ の劣微分と呼ぶ. $H$上の集合値写像 $A\subset H\cross H$ は、 $(x_{1}, y_{1}),$ $(x_{2}, y_{2})\in A$

に対して $(x_{1}-x_{2}, y_{1}-y_{2})\geqq 0$ を満たすならば, 増大であるといわれ, $\lambda>0$ に対して, $A$

の resolvent が $J_{\lambda}=(I+\lambda A)^{-1}$ で定義される. 増大写像 $A$ が, すべての $\lambda>0$ に対して,
$R(I+\lambda A)=H$ を満たすならば, $m-$ 増大といわれる. ただし, $R(I+\lambda A)$ は $I+\lambda A$ の値
域を表す. proper で凸な下半連続関数 $g$ : $Harrow(-\infty, \infty]$ に対して, その劣微分 $\partial g$ は $m-$

増大になることが知られている. このような $m-$ 増大作用素に対して, つぎの初期値問題

$\frac{du(t)}{dt}+\partial g(u(t))\ni 0$ , $t>0$ ,

$u(0)=x$ (2)
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を考えることができる. ただし, $x$ は $\overline{D(\partial g)}$ の元である, このとき, (2) は–意の解 $u$ :
$[0, \infty)arrow H$ をもつ. ここで $S(t)x=u(t)$ とおくと, $\{S(t) : t\in[0, \infty)\}$ (は $\overline{D(\partial g)}$ 上の

one-parameter の非拡大半群となる [7]. 我々はまた

$0\in\partial g(x\mathrm{o})\Leftrightarrow$ $g(x_{0})= \min\{g(x) : x\in H\}$

$\Leftrightarrow$

$x_{0}\in t\geqq\cap F(s(t))0$

であることも知っている. ただし, $F(s(t))$ は $S(t)$ の不動点全体の集合である. さらに, す
べての $\lambda>0$ に対して

$0\in\partial g(\mathcal{Z})\Leftrightarrow J_{\lambda}z=z$

となることも知っている. また (1) の解を求めるよく知られた方法として, Martinet [24] によっ
て導入された proximal point algorithm というものがある. このアルゴリズムは, resolvent
$J_{\lambda}$ に関係がある. すなわち,

$J_{\lambda}x= \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{f(z)+\frac{1}{2\lambda}||z-x||^{2}$ : $z\in H\}$

である ( $\mathrm{M}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}}\mathrm{u}[26]$ を参照せよ). proximal point algorithm とは, {\mbox{\boldmath $\lambda$}訂 $\subset(0, \infty)$ とすると
き, $x_{0}\in H$ を初期点とし,

$x_{n+1}=J_{\lambda n}X_{n}$ $(n=0,1,2, \ldots)$

で帰納的に点列 $\{x_{n}\}$ を生成し, (1) の解を求める点列的構成法のことである $(\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}[30]$

を参照せよ). また, つぎの問題も知っている. $H$ を Hilbert空間とし, $C_{1},$ $C_{2,\ldots,r}C$ をそ

の共通部分 $C_{0}$ が空でない $H$ の閉凸集合とする. 距離射影 $P_{i}$ : $Harrow C_{i}(i=1,2, \ldots, r)$ のみ

が与えられて, ある点列的近似法によって $C_{0}$ の元を求めよ, という問題がある. このよう
な問題は制約可能性問題と関係がある. 実際, $\{g_{1}, g_{2}, \ldots, g\Gamma\}$ を $H$ 上で定義された $r$ 個の連
続凸関数とする. このとき, 凸制約可能性問題とは, 凸不等式のシステム

$C_{0}=\{x\in H : g_{i}(x)\leq 0, i=1,2, \ldots, r\}$

に対して, $c_{0}$ の元 $x$ を見つけよ, というものである.
方, 我々は非拡大写像の 3つの不動点近似法を知っている. 1つは, $x\in H$ とするとき,

$x_{n}= \sum_{k=0}^{-1}T^{k}Xn$

で $T$ の不動点と求める $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}[6]$ の方法である. 後の 2つは, Halpern [14] によって導入さ
れた配列的近似法

$x_{0}=x\in H,$ $x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})TX_{n}$ $(n=0,1,2, \ldots)$

と, Mann [23] によって導入された

$x_{0}=x\in H,$ $x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})TX_{n}$ $(n=0,1,2, \ldots)$

の近似法である. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ であり, $T$ は Hilbert 空間 $H$ から $H$への非拡大写像
である.
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ここでは, まず非線形エルゴード定理を弱収束と強収束の場合で紹介する (第 3節). 1975
年, $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}1_{0}\mathrm{n}[6]$ によって初めて証明された非線形エルゴ一ト ‘定理 (弱収束定理) は, 1999年,
Lau-塩路-高橋 [21] によって非可換の場合まで拡張された. また最近, 厚四-高橋 $[4,5]$ によっ
て, 強収束する非線形エルゴード定理が狭義凸な Banach 空間で証明された. 第 4節では
Halpern と Mann タイプの点列的近似法を紹介する. 特に, 塩路-高橋 [34] は Halpern 近似
法のアイディアを用いて, 非可換 nonexpansive 半群の強収束定理を得ている. また, 厚芝
塩路-高橋 [2] は Mann近似法のアイディアを用いて, 上の半群の弱収束定理を得ている. 第
5節は応用である. そこでは第 4節で得られた定理または証明の方法を用いて, 制約可能性
問題と proximal point algorithm が議論されている. 非拡大写像の不動点定理の面白さと応
用の広さを味わっていただければ幸いである.

2 準備

$E$ を Banach 空間とし, $E^{*}$ をその共役空間とする. $x\in E$ における $x^{*}\in E^{*}$ の値を $x^{*}(x)$

または $(x, x^{*})$ で表す. $E$ における点耳 $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束することを $x_{n}arrow x$ で表し, 弱収
束することを $x_{n}arrow x$ で表す.

$E$ の凸性の modulus $\delta$ は, $0\leqq’.\leqq 2$ となる $\epsilon$ に対して

$\delta(\epsilon)=\inf\{1-\frac{||X+y||}{2}$ : $||x||\leqq 1,$ $||y||\leqq 1,$ $||x-y||\geqq\epsilon\}$

で定義される. Banach 空間 $E$ が–様凸であるとは, $’.>0$ に対して, $\delta(\in)>0$ がつねに成
り立つときをいう. $E$ の元 $x$ に対して,

$J(x)=\{x^{*}\in E^{*} : (x, x^{*})=||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$

が定義されるが, この $J$ を $E$ 上の duality 写像という.
$U=\{x\in E:||x||=1\}$ としよう. このとき, $x,$ $y\in U$ に対して, 極限

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ (3)

を考えよう. $E$ のノルムが Gateaux微分可能であるとは, 任意のに $x,$ $y\in U$ 対して, (3)
がつねに存在するときをいう. $E$ のノルムが–様に G\^ateaux微分可能であるとは, 任意の
$y\in U$ に対して, (3) が $x\in U$ に関して–様に収束するときをいう. $E$ のノルムが Fr\’echet
微分可能であるとは, 任意の $x\in U$ に対して, (3) が $y\in U$ に関して–様に収束するときを
いう. $E$ が Gateaux微分可能なノルムをもてば, $E$ 上の duality写像は–価写像になる.
Banach 空間 $E$ が Opial’s condition $\lfloor 27\rfloor$ を満たすとは, $x_{n}arrow x$ かつ $x\neq y$ であるならば

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}\mathrm{f}$ $||x_{n}-x||< \lim_{narrow}\inf_{\infty}||x_{n}-y||$

となるときをいう. ただし, $arrow$ は弱収束を表す.

$E$ を Banach空間とし, $A\subset E\cross E$ としよ,う. $A$ が増大作用素 (accretive operator) である
とは, $(x_{1}, y_{1}),$ $(x_{2}, y_{2})\in A$ に対して, つねに $(y_{1}-y_{2}, i)\geqq 0$ となる $i\in J(x_{1}-x_{2})$ が存在する
ときをいう. ただし, $J$ は $E$ の duality写像である. $E$ を Banach を空間とし, $A\subset E\mathrm{x}E$ を増
大作用素とする. このとき, すべての $\lambda>0$ に対して $\overline{D(A)}\subset R(I+\lambda A)$ が成立するならば, $A$

は値域条件 (range condition) を満たすといわれる. このとき, $A^{-1}0=\{x\in D(A) : \mathrm{O}\in Ax\}$
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と $A$ の $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\sqrt r$の不動点の集合 $F(J_{r})$ の間には $F(J_{r})=A^{-1}0$ という関係がある. また,
つぎの定理 [15] は第 4章の定理の証明で本質的となる.

定理 2.1 ($rarrow\infty$ のときの $J_{r}x$ の収束性) $E$ を–様 Gateaux微分可能なノルムをも
つ–様凸な Banach 空間とし, $A\subset E\cross E$ を値域条件を満たす増大作用素とする. $C$ を $E$

の空でない閉凸集合で,

$\overline{D(A)}\subset c\subset\Gamma\bigcap_{>0}R(I+rA)$

を満たすものとする. このとき, $\mathrm{O}\in R(A)$ ならば, 任意の $x\in C$ に対して $\lim_{tarrow\infty}J_{t}X$ が存在

して, その極限は $A^{-1}0$ に属する.
$S$ を semitopological な半群, すなわち Hausdorff位相をもった半群で, 任意の $s\in S$ に

対して, $S$ から $S$ への 2つの写像 $t-+st$ と $t\vdash+ts$ が連続なときをいう. $B(S)$ を $S$ 上の
有界実数値関数のつくる Banach 空間とし, $X$ を 1を含む $B(S)$ の部分空間とする. このと

き, $x*$ 上の元 $\mu$ が $X$ 上の mean であるとは $||\mu||=\mu(1)=1$ を満たすときをいう. 我々は
$\mu\in x*$ が $X$ 上の mean である必要十分条件が

$\inf\{f(s) : s\in S\}\leq\mu(f)\leq\sup\{f(s) : s\in S\}$ $(\forall f\in X)$

であることを知っている. $X$ 上の mean $\mu$ と $f\in X$ に対して, $\mu(f)$ の代わりに $\mu_{t}(f(t))$ を
用いることもある.

$s\in S$ と $f\in B(S)$ に対して, $B(S)$ の元 $\ell_{s}f$ と $r_{s}f$ は $(\ell_{S}f)(t)=f(st)$ と $(r_{s}f)(t)=$

$f(ts)(\forall t\in S)$ で定義される. $X$ を $B(S)$ の部分空間で 1を含みかつ $\ell_{s},$ $s\in S$ (または $r_{s},$ $s\in$

$S)$ のもとで不変であるとする. このとき, $X$ 上の mean $\mu$ が left invariant (または right
invariant) であるとは $\mu(f)=\mu(\ell_{s}f)$ (または $\mu(f)=\mu(r_{s}f)$ ) $(\forall f\in X, s\in S)$ を満たす
ときをいう. invariant mean とは left かっ right invariant mean であるときをいう. $S$ を

semitopological 半群とし, $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない集合とする. このとき $C$ から $C$

への写像の族 $S=\{T_{s} : s\in S\}$ が $C$ 上の nonexpansive 半群であるとは, つぎの $(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$

を満たすときをいう. (i) $T_{St}x=Ts\tau_{t}X(\forall s, t\in S, x\in C)$ ; (ii) 任意の $x\in C$ に対して, 写
像 $s\vdash\succ TxS$ は連続である ;(iii) 任意の $s\in S$ に対して, $T_{s}$ は $C$ 上の nonexpansive 写像であ
る. $C$ 上の nonexpansive 半群 $S=\{T_{s} : s\in S\}$ に対して, 我々は $F(S)$ によって $T_{s},$ $s\in S$

の共通不動点の集合を表す. $C(S)$ はまた, $S$ 上の有界連続関数全体の Banach空間を表す.

3 非線形エルゴード定理

最初の非線形エルゴード定理は 1975年 $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}[6]$ によって Hilbert空間の場合で証明された.

定理 3.1([6]) $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし, $T$ を $C$ 上の nonexpansive 写像とす
る. このとき, $T$ の不動点の集合 $F(T)$ が空でないならば, 任意の $x\in C$ に対して, Ces\‘aro
mean

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(_{X)=}\frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}\text{丁�}$

は $y\in F(T)$ に弱収束する.

この定理は–様凸な Banach 空間の場合に $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{k}[8]$ によって証明された.
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定理 $3.2([8])$ $C$ を–様凸で, Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とする.
$T:Carrow C$ を不動点をもつ nonexpansive 写像とするならば $\{T^{n}x\}$ の Ces\‘aro mean (は $T$ の

不動点に弱収束する.

Baillon と Bruck の非線形エルゴード定理のあと, 沢山の非線形エルゴード定理が証明
されている. ここでは nonexpansive 半群に対する非線形エルゴード定理を紹介することに
する.

$\{\mu_{\alpha} : \alpha\in A\}$ を $C(S)$ 上の mean の net とする. このとき, $\{\mu_{\alpha}\in A\}$ が asymptotically
invariant であるとは, 任意の $f\in C(S)$ と $s\in S$ に対して

$\mu_{\alpha}(f)-\mu\alpha(p_{s}f)arrow 0$ かつ $\mu_{\alpha}(f)-\mu\alpha(r_{S}f.)arrow 0$

が満たされるときをいう.
$C$ を回帰的な Banach 空間 $E$ の零細集合とし, $S=\{T_{s} : s\in S\}$ を $C$ 上の nonexpansive

半群で, ある $x\in C$ に対して, $\{\text{丁_{}s}x : s\in S\}$ が有界であると仮定する. $\mu$ を $C(S)$ 上の
mean とする. このとき, $x\in C$ と $y^{*}\in E^{*}$ に対して, 関数 $t\vdash+(T_{t}x, y^{*})$ は $C(S)$ の中に入
る. そこでこの関数の $\mu$ における値を $\mu_{t}(T_{t}X, y^{*})$ とする.

Riesz の定理によって, ある $x_{0}\in E$ が存在し, $\mu_{t}(T_{t}X, y^{*})=(x_{0}, y^{*})(\forall y^{*}\in E^{*})$ となる.
我々はこの $x_{0}$ を丁\mu X または $\int Ttxd\mu(t)$ によって表す $[35,37]$ .
今や, Banach空間における nonexpansive半群のエルゴード定理を述べることができる.

その前に定理を 1つ与えておく. $\{\mu_{\alpha}\}$ を $C(S)$ 上の連続線形汎関数の net とする. このとき
$\{\mu_{\alpha}\}$ が strongly regular であるとはつぎの $(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ の条件を満たすときをいう.

(i) $\sup_{\alpha}||\mu_{\alpha}||<+\infty$ ;

定理 $3.3([15])$ $S$ を可換な semitopological 半群とし, $E$ を–様凸で Fr\’echet 微分可能
なノルムをもつ Banach 空間とする. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, $S=$ {丁 t : $t\in S$} を $C$ 上の
nonexpansive半群で $F(S)$ が空でないとする. このとき $C$ から $F(S)$ の上への nonexpansive
retraction $P$ で $P\text{丁}t=T_{t}P=P(\forall t\in s)$ かっ $P_{X\in\overline{CO}}\{\tau tX:t\in S\}(\forall x\in c)$ を満たすもの
が存在する. さらに, $\{\mu_{\alpha}\}$ が $C(S)$ 上の連続線形汎関数の net とする. このとき, $x\in C$ に
対して, 丁\mu \alpha丁 tx は $t\in S$ に関して–様に $Px$ に収束する.

$S$ が非可換であるとき, 定理 33が成り立つかどうかはこれまでわからなかった [39]. 最
近 Lau-塩路-高橋 [21] はつぎの形でこの問題を解いた.

定理 34([21]) $C$ を–様凸な Banach 空間 $E$ の閉凸集合とし, $S$ を semitopological 半群
で, $C(S)$ が invariant mean をもつとする. また $S=$ {丁 t: $t\in S$ } を $C$ 上の nonexpansive 半
群で, $F(S)\neq 0$ であるとする. このとき, $C$ から $F(S)$ の上への nonexpansive retraction $P$

で $P\text{丁}t=$ 丁 tP $=P(\forall t\in S)$ かっ $Px\in\overline{Co}\{\text{丁_{}t^{X:}}t\in S\}(\forall x\in C)$ を満たすものが存在する.

これは高橋の結果 [35] の–般化である. さらに Lau-塩路-高橋 [21] は Rod\’e’ の結果 [31]
をつぎの形にまで–般化した.

定理 35([21]) $E$ を–様凸な Banach 空間とし Fr\’echet 微分可能なノルムをもつとする.
$S$ を semitopological 半群とし, $C$ を $E$ の閉凸集合とする. また $S=$ {丁 t : $t\in S$} を $C$ 上
の nonexpansive 半群とし, $F(S)\neq\phi$ とする. $C(S)$ (は invariant mean をもつとする. この
とき, $C$ から $F(S)$ の上への nonexpansive retraction $P$ で $PT_{t}=T_{t}P=P(\forall t\in S)$ かっ

$Px\in\overline{co}\{\text{丁_{}t}X : t\in S\}(\forall x\in C)$ を満たすものが–意に存在する. さらに, $\{\mu_{\alpha}\}$ が $C(S)$ 上
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の mean の asymptotically invariant net であるならば, 任意の $x\in C$ に対して, $\{T_{\mu_{\alpha}}X\}$ は
$Px$ に弱収束する.

また, 最近, 狭義凸な Banach空間上で非線形エルゴード定理が厚唯-高橋に $[4,5]$ よって
強収束の形で証明された. この 2つの定理は Edelstein [13] と Dafermos-Slemrod [10] に関
係がある.

定理 36([4]) $E$ を狭義凸な Banach空間とし, $C$ を $E$ のコンパクトな凸集合とする. $T$ を
$C$ 上の nonexpansive 写像とし, $x\in C$ とする. このとき $(1/n) \sum_{i=0}^{n-1_{\text{丁^{}i+h}}}x$ は $T$ の不動点に
$h\in N\cup\{0\}$ に関して–様に収束する. また, $Qx= \lim_{narrow\infty}(1/n)\sum_{i=0}^{n}-1\text{丁}i_{X}(\forall x\in C)$ とおく
と, $Q$ は $C$ から $F(T)$ の上への nonexpansive retraction で, かつ $.QT^{k}=T^{k}Q=Q(\forall k\in N)$

かっ $Q_{X\in \mathrm{O}}\overline{\mathrm{c}}\{\text{丁^{}k}x:k\in N\}(\forall x\in C)$ を満たす.

定理 3.7 ([5]) $E$ を狭義凸な Banach 空間とし, $C$ を $E$ のコンパクトな凸集合とする.
$S=\{S(t) : 0\leqq t<\infty\}$ を $C$ 上の one-parameter nonexpansive 半群とし, $x\in C$ とする.
このとき $(1/t) \int_{0}^{t}S(\mathcal{T}+h)xd\tau$ は $S$ の共通不動点に弱収束する.

4 Hilbert空間での不動点近似法
この節では, Halpern と Mann タイプの点列島不動点近似法を紹介する. つぎの定理は

Halpern による柱列的不動点近似法である. 証明は $\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}[46]$ による.

定理 4.1([46]) $H$ を Hilbert空間とし, $C$ を $H$ の空でない閉凸集合とする. $T$ を $C$ から
$C$への非拡大写像とし, $F(\text{丁})\neq\phi$ とする. また $P$ を $H$ から $F(T)$ の上への metric projection
とする. $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1)$ は $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty$を満たすとする. こ

のとき, $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})TX_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義される点画 $\{x_{n}\}$ は $Px$ に強収束する.

つぎに, Mann による華府的不動点近似法に関する定理を紹介する. 証明は [40] を見よ.

定理 $4.2([40])$ $H$ を Hilbert空間とし, $C$ を $H$ の空でない閉凸集合とする. $T$ を $C$ から
$C$ への非拡大写像とし, $F(T)\neq\phi$ とする. $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は $0 \leqq\alpha_{n}<1,\sum_{n=1}^{\infty}\alpha n(1-\alpha_{n})=\infty$

を満たすとする. このとき

$x_{1}=x\in C,$ $x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})TX_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $F(T)$ の元 $z$ に弱収束する.

上の 2つの結果 (定理 4.1, 定理 42) を Banach 空間の場合まで拡張する. その前に塩
路-高橋 [33] によって証明された Banach limit に関する 2つの補助定理を述べておく.

補助定理 43 $a$ を実数とし, $(a_{1}, a_{2}, \ldots)\in p\infty$ とする. このとき, すべての Banach
limit $\mu$ に対して, $\mu_{n}(a_{n})$ $\leqq a$ が成り立つための必要十分条件は, 任意の $\mathcal{E}>0$ に対して,
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ある $m\in N$ が存在して,

$\frac{a_{n}+a_{n+1}+\cdots+a_{n}+p-1}{p}<a+\epsilon$ $(^{\forall}p\geqq m,$ $\forall_{n\in N)}$

が成り立つことである.

補助定理 44 $a$ を実数とし, $(a_{1}, a_{2}, \ldots)\in\ell^{\infty}$ とする. すべての Banach limit $\mu,\text{に対}$

して, $\mu_{n}(a_{n})\leqq a$ が成り立ち, かっ

$\varlimsup_{narrow\infty}(a_{n}+1^{-a_{n}})\leqq 0$

であれば, $\varlimsup_{narrow\infty}a_{n}\leqq a$ が成り立つ.

塩路-高橋 [33] によって証明されたつぎの定理は, 定理 4.1を Banach 空間の場合に拡張
するものである.

定理 4$.5([33])$ $E$ を–様Gateaux微分可能なノルムをもつ–様凸 Banach 空間とし, $C$ を
$E$ の閉凸集合とする. $T$ を $C$ から $C$への非拡大写像とし, $F(T)\neq\phi$ とする. $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1^{-\alpha_{n}}}|<\infty$を満たすものとする. このとき, $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Tx_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義される点三は $F(T)$ の元に強収束する.

$\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}[28]$ によって証明されたつぎの定理は, 定理 42を Banach 空間の場合に拡張する
ものである. その前に, 補助定理を 1つ述べておく.

補助定理 46 $E$ を Fr\’echet微分可能なノルムをもつ–様な凸 Banach 空間とし, $C$ を $E$

の閉凸集合とする. $\{T_{1}, T_{2}, \tau_{3}, \ldots\}$ を $C$ から $C$ への非拡大写像の列とし, $\cap\infty F(\text{丁_{}n})$ $\neq\phi$

を仮定する. $x\in C$ とし, $S_{n}=T_{n}Tn-1\cdots$ 丁 1 $(n\in N)$ とする. このとき, 集合

$\cap^{\text{面}\{S_{m}}X$ : $m\geqq n$ } $\cap U$

$n=1$

は高々–点からなる. ただし, $U= \bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ である.

定理 $4.7([28])$ $E$ を Fre’chet微分可能なノルムをもつ–様凸 Banach 空間とし, $C$ を $E$

の閉凸集合とする. $T$ を $C$ から $C$ への非拡大写像とし, $F(T)\neq\phi$ とする. {\alpha 訂 $\subset[0,1]$ は

$0 \leqq\alpha_{n}<1,\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})=\infty$ を満たすものとする. このとき $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})TX_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $F(T)$ の元 $z$ に弱収束する.

この節の最後に, 写像族に対する Halpern と Mann タイプの共通不動点近似法について
紹介する. 無限個の写像族に対する点列的不動点近似法は歴史も浅 $\text{く}$ , 1997年に清水-高橋
[32] によるものが最初のものである. 最近, 塩路-高橋 [34] は清水-高橋の結果をつぎの形に
まで拡張した.
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定理 $4.8([34])E$ を–様凸な Banach 空間で, 一様 G\^ateaux 微分可能なノルムをもつも
のとし, $C$ を $E$ の閉凸集合とする. $S=\{T_{t}=t\in S\}$ を $C$ 上の半群とし, $F(S)\neq\phi$ とする.
$\{\mu_{n}\}$ を $C(S)$ 上の mean の列とし, $||\mu_{n}-\ell_{s}*\mu_{n}||=0(\forall s\in S)$ を満たすものとする. $x,$ $y_{1}\in C$

とし, 点列 $\{y_{n}\}$ を

$y_{n+1}=\beta_{n}x+(1-\beta_{n})T_{\mu_{n}}yn$ $(n=1,2, \ldots)$

で与えるとしよう. ただし $\{\beta_{n}\}\subset[0,1]$ は $\lim_{narrow\infty}\beta_{n}=0$ かつ $\Sigma_{n=1}^{\infty}\beta_{n}=\infty$ を満たすもの
とする. このとき, {y訂は $F(S)$ の元に強収束する.

この定理を用いて, one-parameter半群に対する強収束定理を証明することができる.

定理 49 $E$ を–様凸な Banach空間で, 一様 G\^ateaux微分可能なノルムをもつものとし,
$C$ を $E$ の閉日集合とする. $S=\{S(t) : t\geqq 0\}$ を $C$ 上の one-parameter nonexpansive 半群
とし, $F(S)\neq\emptyset$ とする. このとき, $x,$ $y_{1}\in C$ に対して, 点列 {y訂を

$y_{n+1}= \beta_{n}x+(1-\beta_{n})\frac{1}{\lambda_{n}}\int_{0}^{\lambda_{n}}s(t)y_{n}dt$ $(n=1,2, \ldots)$

$-C\text{与_{}\grave{\mathrm{X}}_{-}}\text{る}\geq \text{し_{}\mathrm{c}}\mathrm{r}\check{\mathcal{D}}\cdot_{\vec{}}_{\vec{}}^{\backslash }\backslash \text{し},$ $\{\beta_{n}\}\subset[0,1]\text{と}\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty)$ es $\lim_{narrow\infty}\beta_{n}=0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\beta_{n}=\infty$

$k^{\backslash }\text{よび}\lambda_{n}arrow\infty k\grave{l}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{\vec{}}\text{すも}\sigma)k\text{する}$ . $T\text{る_{}\mathrm{t}}\succeq\{y_{n}\}$ es $F(S)(\mathrm{o}_{\overline{\pi}}l^{}5g\iota \mathrm{R}\text{束}9^{-}\text{る}$ .

野芝-塩路-高橋 [2] は, 写像族に対して Mann タイプの弱収束定理を証明している.

定理 4.10 ([2]) $E$ を–様凸な Banach空間とし, Fr\’echet微分可能なノルムをもつものと
する. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, $S=\{T_{t}=t\in S\}$ を $C$ 上の nonexpansive 半群とする. また
$F(S)\neq\phi$ とする. $\{\mu_{n}\}$ を $C(S)$ 上の mean の点列で $||\mu_{n}-\ell^{*}\mu_{n}|s|=0(\forall s\in S)$ を満たすと
する. このとき, $x_{1}=x\in C$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})T_{\mu nn}$

.
$x$ $(n:=1,2, \ldots)$

で与える. ただし $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ 3は $\alpha_{n}\in[0, a](0<a<1)$ を満たすものとする. このとき
$\{x_{n}\}$ は $x_{0}\in F(S)$ に弱収束する.

これを用いて one-parameter 半群に対する Mann タイプの弱収束定理が証明できる.

定理 4.11 $E$ を–様凸な Banach空間とし, Fr\’echet 微分可能なノルムをもつものとする.
$C$ を $E$ の閉凸集合とし, $S=\{S(t) : t\in[0, \infty)\}$ を $C$ 上の one-parameter nonexpansive 半
群とする. また $F(S)\neq\phi$ とする. このとき, $x_{1}=x\in C$ に対して, 点列 {x訂を

$x_{n+1}= \alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})\frac{1}{s_{n}}\int_{0}^{s_{n_{S(t)d}}}Xtn$ $(n=1,2, \ldots)$

で与える. ただし, $s_{n}arrow\infty(narrow\infty)$ であり, かつ $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は $\alpha_{n}\in[0, a](0<a<1)$

を満たすとする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $z\in F(S)$ に弱収束する.

5 応用

$H$ を Hilbert 空間とし, $c_{1},$ $c_{2},$
$\ldots,$

$c\Gamma$ を $C_{0}=\cap rC_{i}\neq\phi$ となる $H$ の空でない閉凸集合と
する. このとき, $H$ から $C_{i}$ の上への距離射影 $P_{i}(^{1}i=1,2, \ldots, r)\ovalbox{\tt\small REJECT}=$ のみを用いて, $C_{0}$ の元を
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もとめるという点列記近似法は $\{g_{1}, g_{2}, \ldots, g_{r}\}$ を $H$ 上の実数値連続凸関数の $r$ 個の族に対
して, , ..

$\dot{C}_{0}=\{x\in H : g_{i}(x)\leqq 0, i=1,2, \ldots, r\}$

となる $C_{0}$ の元を見つけるという制約可能性問題と関係がある. この節では, 第 4節の点列
的不動点近似法を用いて, 制約可能性問題を考察してみる. $C$ を Banach 空間 $E$ の空でな
い凸集合とする. $T_{1},$ $T_{2,\ldots,r}T$ を $C$ から $C$ への $r$ 個の写像とし, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$

$\ldots,$
$\alpha_{r}$ を $0\leqq\alpha_{i}\leqq$

$1(i=1,2, \ldots, r)$ となる $r$ 個の実数とする. このとき, $C$ から $C$ への写像 $W$ を

$U_{1}--\alpha_{1}\text{丁}1+(1-\alpha 1)I$ ,

$U_{2}=\alpha_{2}\tau_{2}U1+(1-\alpha_{2})I$ ,

$U_{T-1}=\alpha r-1\tau r-1Ur-2+(1-\alpha_{r-}1)I$ ,

$W=U_{r}=\alpha rTrUr-1+(1-\alpha_{r})I$

で定義する. このような写像 $W$ は $\tau_{1},$ $\tau_{2,\ldots,r}\tau$ と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ によって生成される $W-$

写像といわれる. つぎの補助定理はこの節では大切である.

補助定理 5.1 $E$ を狭義凸な Banach空間とし, $C$ を $E$ の閉凸集合とする. $T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots$ , $T_{r}$

を $\cap rF(T_{i})\neq\phi$ となる $C$ から $C$ への $r$ 個の非拡大写像とし, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ を $0<\alpha_{i}<$
$i=1$

1 $(i$
. $=1,2, \ldots, r-1),$ $0<\alpha_{r}\leqq 1$ となる $r$ 個の実数とする. また, $W$ を丁 T, $T_{2},$

$\ldots,$
$T_{r}$ と

$\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ によって生成される $W-$ 写像とする. このとき, つぎの式が成立する.

$F(W)= \bigcap_{i=1}F(T_{i})$ .

補助定理 5.1, 定理 45, 定理 47を用いて, 制約可能性問題と関係のあるつぎの 2つの
定理を得ることができる.

定理 52 $E$ を–様 Gateaux微分可能なノルムをもつ–様凸 Banach 空間とし, $C$ を
$E$ の閉凸集合とする. $\tau_{1},$ $\tau_{2,,..,r}\tau$ を $\cap rF(T_{i})\neq\phi$ となる $r$ 個の非拡大写像の $r$ 個の族と

$i=1$

し, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2}\ldots,$ $\alpha_{r}$ を $0<\alpha_{i}<1(i=1,2, \ldots, r-1),$ $0<\alpha_{r}\leqq 1$ となる $\gamma$ 個の実数とす
る. $W$ を $T_{1}$ , 丁 2, . . . , $T_{r}$ と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ . $\mathrm{v}\cdot,$

$\alpha_{r}$ によって生成される $W-$ 写像とし, $\{\beta_{n}\}\subset[0,1]$ を

$\lim_{narrow\infty}\beta_{n}=0,\sum_{n=1}^{\infty}\beta_{n}=0,\sum_{n=1}^{\infty}|\beta_{n}+1-\beta_{n}|<\infty$ を満たす実数の列とする. このとき

$x_{1}=x\in C$, $x_{n+1}=\beta_{n}x+(1-\beta_{n})Wx_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義される点列勧 n} は $F(W)= \bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})$ の元に強収束する.

定理 5.3 $E$ を Fr\’echet微分可能なノルムをもつ–様凸な Banach 空間とし, $C$ を $E$ の

閉凸集合とする. $\tau_{1},$ $\tau_{2,\ldots,r}\tau$ を $\bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})\neq\phi$ となる $r$ 個の非拡大写像の $r$ 膚の族とし

て, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ を $0<\alpha_{i}<1(i=1,2, \ldots, r-1),$ $0<\alpha_{r}\leqq 1$ となる $r$ 個の実数とす
る. $W$ を $T_{1},$ $T_{2},$

$\ldots$ , 丁 r と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ によって生成される $W-$ 写像とし, $\{\beta_{n}\}\subset[0,1]$ を

$0 \leqq\beta_{n}<1(n=1,2, \ldots),\sum_{n=1}^{\infty}\beta_{n}(1-\beta_{n})=\infty$ を満たす実数とする. このとき

$x_{1}=x\in C$ , $x_{n+1}=\beta_{n}x_{n}+(1-\beta_{n})WX_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$
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で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $F(W)= \bigcap_{i=1}^{r}$ F(丁 i) の元に弱収束する.

定理 52と定理 53を用いて, Banach空間における制約可能性問題を考える. その前に,
定義を 1 っ与えておく. $C$ を Banach空間 $E$ の閉凸集合とし, $D$ を $C$ の部分集合とする. この
とき, $C$ から $D$ の上への nonexpansive retraction が存在するとき, $D$ は $C$ の nonexpansive
retract といわれる.

定理 54 $E$ を–様 Gateaux微分可能なノルムをもつ–様凸 Banach 空間とし, $C$ を $E$

の閉開集合とする. $c_{1},$ $c_{2},$
$\ldots,$

$c_{r}$ を $\cap rC_{i}\neq\phi$ となる $C$ の $r$ 個の nonexpansive retract と
$i=1$

し, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ を $0<\alpha_{i}<1(i=1,2, \ldots, r-1),$ $0<\alpha_{r}\leqq 1$ となる $r$ 頭の実数とする.
$W$ を $P_{1},$ $P_{2},$

$\ldots$ , $P_{r}$ と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ によって生成される $W-$ 写像とする (ただし, $P_{i}$ は $C$

から $C_{i}$ の上への nonexpansive retraction とする). また, $\{\beta_{n}\}\subset[0,1]$ を $\lim_{narrow\infty}\beta_{n}=0,\sum_{n=1}^{\infty}$

$\beta_{n}=\infty,\sum_{n=1}^{\infty}|\beta_{n+1}-\beta_{n}|<\infty$ を満たすとする. このとき

$x_{1}=x\in C$, $x_{n+1}=\beta_{n}x+(1-\beta n)WX_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $F(W)= \bigcap_{i=1}^{r}$ Ci の元に強収束する.

定理 5.5 $E$ を Fr\’echet微分可能なノルムをもつ–様凸な Banach空間とし, $C$ を $E$ の

閉凸集合とする. $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots,$

$C_{r}$ を $\cap rC_{i}\neq\phi$ となる $C$ の $r$ 個の nonexpansive retract とし,
$.arrow-1$

$\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ を $0<\alpha_{i}<1(i=1,2, \ldots, r-1),$ $0<\alpha_{r}\leqq 1$ となる $r$ 個の実数とする. $W$ を
$P_{1},$ $P_{2},$

$\ldots$ , 君と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ によって生成される $W-$ 写像とする (ただし, $P_{i}$ は $C$ から
$C_{i}$ の上への nonexpansive retraction とする). また $\beta_{n}\subset[0,1]$ ?は $0\leqq\beta_{n}<1(n=1,2, \ldots)$ ,

$\sum_{n=1}^{\infty}\beta_{n}(1-\beta_{n})=\infty$ を満たすとする. このとき

$x_{1}=x\in C$, $x_{n+1}=\beta_{n}x_{n}+(1-\beta_{n})Wx_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $F(W)= \bigcap_{i=1}^{r}$ Ci の元に弱収束する.

最近, 上村-高橋 [17] は proximal point algorithm と関係するつぎの定理を得た.

定理 56([17]) $H$ を Hilbert 空間とし, $A\subset H\mathrm{x}H$ を $m$-accretive作用素とする. $x\in H$

に対して, 同タリ $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x$ かっ

$x_{n+1}=\alpha_{n}X+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}xn$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim_{narrow\infty^{\alpha_{n}=0}},$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ およ

び $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすとする. このとき $A^{-1}0\neq\phi$ ならば $\{x_{n}\}$ は $Px\in A^{-1}0$ に強収

束する. ただし, $P$ は $H$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影である.

上の定理 56を Rockafellar [30] の定理と比較してみるとよい.

定理 57([17]) $H$ を Hilbert 空間とし, $f$ : $Harrow(-\infty, \infty]$ を proper で下半連続な凸関
数とする. $x\in H$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x$ および

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}xn$ $(n=1,2, \ldots)$ ,

$J_{r_{n}}x_{n}= \arg\min\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-xn||^{2}$ : $z\in H\}$
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で定義する. ただし $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ Iは $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ およ

び $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすとする. もし $(\partial f)^{-1}0\neq\phi$ ならば $\{x_{n}\}$ (は $x$ に–番近い $f$ の

minimizer に強収束する. さらに

$f(X_{n+1})-f(v) \leqq\alpha_{n}(f(_{X})-f(v))+\frac{1-\alpha_{n}}{r_{n}}||J_{r_{n}n}X-v||||\sqrt r_{n}xn-xn||$

が成り立つ.

つぎの定理は Mann タイプの proximal point algorithm と関係するものである.

定理 58([17]) $H$ を Hilbert空間とし, $A\subset H\cross H$ を $m$-accretive作用素とする. $\{\alpha_{n}\}\subset$

$[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ を $\lim\sup_{narrow\infty^{\alpha_{n}}}<1$ および $\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たすとする. こ

のとき, $x_{1}=x\in H$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}xn$ $(n=1,2,$. $-\cdot)$

で定義する. もし $A^{-1}0\neq\emptyset$ ならば $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元に弱収束する.

つぎは, Mann タイプの proximal point algorithm である.

定理 59([17]) $H$ を Hilbert 空間とし, $f$ : $Harrow(-\infty, \infty]$ を proper で下半連続な凸関
数とする. このとき, $x\in H$ に対して, 点列什 n} を $x_{1}=x$ および

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})J_{\gamma_{n}}xn$ $(n=1,2, \ldots)$

$J_{r_{n}}x_{n}= \arg\min\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-x_{n}||^{2}$ : $z\in H\}$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ (は $\alpha_{n}\in[0, k](0<k<1)$ および
$\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすとする. もし $(\partial f)^{-1}0\neq\phi$ ならば什 n} は $f$ の minimizer に弱収束
する. さらに,

$f(x_{n+1})-f(v) \leqq\alpha n(f(x_{n})-f(v))+\frac{1-\alpha_{n}}{r_{n}}$ ll $\sqrt$r、xn-vl団 $\sqrt\Gamma_{n}x_{n}-x_{n}||$

が成り立つ.
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