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1. Operator Chaos. ヒルベルト空間上の positive opretor $A$ に対し

て $\log A$ を何故 operator chaos と見なすのか、 ということから始めよう。
その為にはまず von Neumann entropy [20] までさかのぼらなければなら
ない。 von Neumann は量子統計集団を表す統計作用素 (positive trace
class operator) $A$ に対してエントロピーを次のように与えた。

歌 $(A)=-\mathrm{t}\mathrm{r}A\log \mathrm{z}4$

梅垣 [25] はこの拡張として統計作用素 $A,$ $B$ に対して相対作用素エント

ロピーを次のように与えた。

$\hat{S}(A|B)=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{A}(\log A-\log B)$

その後この相対エントロピーは荒木、或いは Uhlmann らによってより広
範な作用素環上の定義へと拡張されている $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[26])$

。

更に中村-梅垣 [20](cf. [26]) は作用素エントロピー (operator entropy)
を次のように定義しうることを示した。

$S(A)=-A\log A$

この定義において重要な事はこれが operator concave function になって
いるか、 ということであった。 中村-梅垣はこの事の証明に苦労している
が、 最近、 古田 [10] によって明快な証明が与えられた。
我々は作用素エントロピーの相対化を目指した。 その為の道具として

久保-安藤 [18] によって与えられた作用素平均の理論を使う。 こでは特に
$\alpha$-power mean $\#_{\alpha}$ と呼ばれる作用素平均が有用である。 それは次のよう
に与えられるのであるが $\alpha=\frac{1}{2}$ のときが丁度 geometric mean である。
ヒルベルト空間上の positive opretor $A,$ $B$

$A \#\alpha B=A^{\frac{1}{2}}(A^{-\frac{1}{2}}BA^{-\frac{1}{2}})^{\alpha_{A}}\frac{1}{2}$ , for $\alpha\in[0,1]$

これを用いて我々は positive invertible operators $A,$ $B$ に対し相対作用

素エントロヒ
$\circ$

– (relative operator entropy) $S(A|B)$ を次のように与えた
$[3]_{0}$

$\lim_{\alphaarrow 0}\frac{A\#\alpha B-A}{\alpha}=A^{\frac{1}{2}}(\log A^{-\frac{1}{2}B}A-\frac{1}{2})A^{\frac{1}{2}}=S(A|B)$
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これは Uhlmann [24] によって与えられた相対エントロピーの手法を作用
素化したものである。 $A$ と $B$ が可換の時は梅垣 [25] によって与えられ
た相対エントロピーに–致する。更に $B=I$ の時 $S(A|I)=-A\log A$ と

なり作用素エントロピーが得られる。
$-$方、 $S(I|A)=\log A$ であることから、 これを $A$ 自身の持つカオ

ス、 すなわち operator chaos と見るのが妥当であろうと考える。 そこで
この operator chaos によって決められる順序、すなわち $\log A\geq\log B$ を

chaotic order と呼び $A\gg B$ と表す事にする $([4],[5])$。

2. Chaotic Furuta Inequality この chaotic order における Fu-
ruta型不等式を考察していく中で我々は次の道具を手に入れることが出
来た。 これは安藤 [1] の exponential inequality に刺激され得られた結果
である

’

$[7]$。これを chaotic 版の Furuta不等式と呼んでおこう。

Theorem $\mathrm{A}$ (Chaotic Furuta inequality). Let $A$ and $B$ be positive
invertible operators. Then the followings are equivalent.

(i) . $A\gg B$

(ii) $A^{-r} \#\frac{r}{p+r}B^{p}‘\leq\sim I$ for $0\leq r$ and $0\leq p$

-#

(iii) $B^{-r} \#\frac{r}{\mathcal{P}+r}A^{p}\geq I$ for $0\leq r$

$an\grave{d}\backslash \mathrm{r}_{\wedge\wedge}’0\leq p$

.

これは更に次のような–般化ができる事が解る $([14],[15])$。

Theorem 1. Let $A$ and $B$ be positive invertible operators, then the
followings are equivalent.

(1) $A\gg B$ (i.e. $\log A\geq\log B$ )

(2) $A^{-r}\#_{\frac{\delta+r}{P+r}}B^{p}\leq B^{\delta}$ for $r\geq 0$ and $0\leq\delta\leq p$

(3) $B^{-r}\#_{\frac{\delta}{\rho}}\pm\Gamma+\Gamma A4^{p}\geq \mathrm{z}4^{\delta}$ for $r\geq 0$ and $0\leq\delta\leq p$
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(4) $A^{-r}\#_{P}32_{\frac{+r}{+r}}B^{p}\leq A^{\gamma}$ for $-r\leq\gamma\leq 0$ and $0\leq p$

(5) $B^{-\Gamma}\#_{\frac{\gamma+r}{P+r}}A^{p}\geq B^{\gamma}$ for $-r\leq\gamma\leq 0$ and $0\leq p$ .

Proof. Since $A^{-r} \#\frac{r}{p-u}B^{p}\leq 1$ by Theorem $\mathrm{A},$ (1) implies (4) is given
as follows:

$A^{-r} \#_{p+}\mathrm{L}_{\frac{r}{r}}^{+}B^{p}=A^{-r}\# f_{\frac{+r}{r}}(A^{-r}\#\frac{r}{p+r}B^{p})\leq A^{-r}\#\mathrm{L}\underline{+r}r1=A^{\gamma}$ .

The equivalence of these inequalities are easily seen as follows:
(2) is equivalent to $B^{-p}\#--\delta+RA^{r}\geq B^{-\delta}$ since $B^{\delta}\geq A^{-\gamma}\#_{\frac{\delta}{p}}\pm r+rB^{P}=$

$B^{p}\#_{1-\frac{\delta}{p}}\pm_{r}+TA^{-r}=B^{p}\#-\delta+\overline{r}+\mathrm{p}Rr+pA^{-r}$. By exchanging $-\delta$ and $\gamma,$ $p$ and $r$ , we
have (5). Replacing $A$ and $B$ by $B^{-1}$ and $A^{-1}$ respectively, we see the
equivalence of (2) and (3) or (4) and (5).

下の図によってこの関係を見ることが出来る。
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3. フルタ不等式. Furuta不等式が与えられたのは 1987年、 $[8](\mathrm{c}\mathrm{f}.[9])$

においてである。 その形を述べておこう。

Furuta Inequality:

If $A\geq B\geq 0$ ,
then for each $r\geq 0$ ,

$(A^{\frac{r}{2}}A^{p}A \frac{r}{2})^{\frac{1}{q}}\geq(A^{\frac{r}{2}}B^{p}A\frac{r}{2})^{\frac{1}{q}}$

and

$(B^{\frac{r}{2}}A^{p}B^{\frac{r}{2}})^{\frac{1}{q}}\geq(B^{\frac{r}{2}}B^{p}B^{\frac{r}{2}})^{\frac{1}{q}}$

holds for $p$ and $q$ such that $p\geq 0$

and $q\geq 1$ with

$(1+r)q\geq p+r$ .

この不等式は L\"owner-Heinz 不等式を $r=0$ の場合として含みこの領
域の best possibility は棚橋 [21] によって証明されている。

Furuta不等式は $q$ を省いて $p\geq 1,$ $r\geq 0$ として扱っても本質は変わ
らない。 書き直すと次のようになる。

$A\geq B\geq 0$ に対し

$(A^{\frac{r}{2}}B^{p}A \frac{r}{2})^{\frac{1+r}{P+r}}\leq A^{1+r}$ , and $B^{1+r} \leq(B^{\frac{r}{2}}A^{p}B\frac{r}{2})^{\frac{1+r}{P+r}}$

作用素平均を用いて Furuta不等式を表せば次のようになる $([2],[6],[7],[13]$

etc.): If $A\geq B\geq 0$ , then

(I) $A^{-r} \#\frac{1+r}{p+r}B^{p}\leq A$ $and$ $B\leq B^{-r}\# 1\pm\overline{P}+r\tau A^{p}$

hold for $p\geq 1$ and $r\geq 0$ .

更に我々は $\alpha$-power mean $\#_{\alpha}$ を用いてフルタ不等式に別証明を与える
ことで次のような結果を得る事が出来た [13]。
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Satellite theorem of the Furuta inequality: If $A\geq B\geq 0$ , then

$A^{u} \#\frac{1-u}{p-u}B^{p}\leq B\leq A\leq B^{u}\#_{\frac{1-u}{p-u}}A^{p}$

for all $p\geq 1$ and $u\leq 0$ .

さてこの Furuta不等式と先の Chaotic Furuta不等式関連であるが、内
山 [22] は Furuta 不等式を用いるだけで Chaotic Furuta 不等式が導ける
ことを次のように示した。 古田 [11] に従った形でこれを述べよう。 道具
は次の事実である。

(5) $\lim_{narrow\infty}(1+\frac{\log X}{n})^{n}=x$ .

そこで $A\gg B$ を仮定すると、

$A_{n}=1+ \frac{\log A}{n}\geq B_{n}=1+\frac{\log B}{n}$

が得られる。 この $A_{n}\geq B$
。

$\geq 0$ に対して Furuta不等式を用いれば

$(A^{\frac{nr}{n^{2}}}B_{n}^{np}A^{\frac{nr}{n^{2}}})^{\frac{\frac{1}{n}+r}{p+r}}.\leq A_{n}^{1+nr}$ .

$narrow\infty$ とすれば (4) がえられる。

4. Chaotic order and Furuuta inequality. : ここでは我々は内山 [21]
の示したことの逆を示そう。すなわち Chaotic FUruta不等式を用いるだけ
で Furuta不等式が得られる。まず次の事実を見ておく。 これは Theorem
1において $\delta=1$ と置けば得られることであるが Satellite Theorem と比

較すれば chaotic order $\gg$ と usual order $\geq$ との違いが理解しやすい。

Theorem 2 If $A\gg B$ for $A,$ $B>0$ , then

(II) $A^{-r} \#\frac{1}{p}+\pm rrB^{p}\leq B$ $and$ $A\leq B^{-r}\# 1\pm r\overline{p}+rA^{p}$

hold for all $p\geq 1$ and $r\geq 0$ .

次が Furuta 不等式と Chaotic Furuta 不等式が同値であることを示す
結果である $[17](\mathrm{c}\mathrm{f}.[16])$

。 $..j$
. . . $\cdot.\cdot$

t-..
.. .$\cdot$.. $\cdot$
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Theorem 3. The followings are equivalent.

(i) If $A\geq B>0$ , then (I) holds for $p\geq 1$ and $r\geq 0$ .

(ii) If $A\gg B$ for $A,$ $B>0$ , then (II) holds for $p\geq 1$ and $r\geq 0$ .

Proof. (ii) $\Rightarrow(\mathrm{i})$ については既に内山 [22] によって示されている。そ
こで (ii) $\Rightarrow(\mathrm{i})$ についてのみ示せばよい。 :

Suppose that the chaotic Furuta inequality (ii) and $A\geq B>0$ . Since
$A>>B$ is satisfied, we have (II) and so

$A^{-r}\#_{\frac{1}{p}}\pm r+rB^{p}$
$=$ $B^{p}\#_{1-\frac{1}{p}}.\pm r+rA^{-r}=B^{\acute{p}}\#_{p+}L_{\frac{1}{r}}^{-}A^{\cdot}4^{-r}’..$

.

$=$ $B^{p} \#_{L^{-\underline{1}},p}(B^{p}\#_{\overline{P}+r}\mathrm{A}_{-}A^{-r})\leq B^{p}\mathfrak{g}_{\epsilon_{\frac{-1}{p}}}I=I\#\frac{1}{p}B^{p}=B$. $\cdot$

Moreover, since $A\geq B$ is assumed, we have the Furuta inequality (I).

5. Application. 最近、 内山 [23] は Furuta不等式の拡張を試み次の
ような結果を示している。

Uchiyama’s result. Let $A,$ $B$ and $C$ be positive invertible operators.

If $A\leq B!_{\lambda}C$ , then for $t\geq s\geq 0$ and $r\geq 0$

$A^{\frac{r}{2}}(B^{s_{\nabla\lambda}}Cs)A^{\frac{r}{2}} \leq\{A^{\frac{r}{2}}(B^{t}’\nabla\lambda c^{t})A^{\sim}2\}r\frac{s+r}{t+r}$ .

ここで $B!_{\lambda}C$ は harmonic mean. $B\nabla\lambda C$ は arithmetic operator mean
[18] でありそれらは次のように与えられる。
$\lambda\in[0,1]$ に対して

$B!_{\lambda}C=(\lambda B^{-1}+(\iota-\lambda)c^{-}1)^{-1}$

$B_{\nabla\lambda}C=\lambda B+(1-\lambda)C$ .

以下の結果は、古田との共同作業 [12] で得られたものである。 しかし

ここでは [12] とは少し違った仕様で述べてみよう。 まず次の事実を示し
ておく。

Theorem 4 Let $A,$ $B,$ $C>0$ . If $A\ll B!_{\lambda}C$ , then

$A^{t}\ll B^{t}\nabla\lambda C^{t}$ (or $A\ll(B^{t}\nabla\lambda C^{t})^{\frac{1}{t})}$
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for all $t>0$ .
Proof. Since $x^{\alpha}$ is operator concave for $\alpha\in[0,1]$ , we have

$(*)\lambda S^{\alpha}+(1-\lambda)T^{\alpha}\leq(\lambda S+(1-\lambda)\tau)^{\alpha}$ for $\alpha\in[0,1]$ and $S,$ $T\geq 0$ .

By using this fact, we can show the result as follows:
(i) In the case $t\geq 1;B!_{\lambda}C\leq B_{\nabla\lambda}C\leq(B^{t}\nabla\lambda C^{t})^{\frac{1}{t}}$ by $(^{*})$ .
(ii) In the case $1\geq t>0$ ;

$(B!_{\lambda}C)^{t}=(B^{-1}\nabla\lambda C^{-1})-t\leq(B^{-\iota_{\nabla\lambda}\iota}c^{-})-1=B^{t}!{}_{\lambda}C^{t}\leq B^{t}\nabla\lambda C^{t}$

because the first inequality follows by $(^{*})$ and the last inequality holds
always. This implies $A^{t}\ll B^{t}\nabla\lambda C^{t}$ , so that we have the result by (i)
and (ii);

$A^{t}\ll(B^{\iota_{\nabla\lambda}}Ct)$ (or $A^{t}\ll B^{\iota_{\nabla\lambda}}C^{t}$) for all $t>0$ .

この事より先の Theorem 1を用いることで次の結果を得ることが出来
る。

Theorem 5 Let $A,$ $B,$ $C>0$ .
(I) If $A^{t}\ll B^{\iota_{\nabla\lambda}}C^{t}$ for all $t>0$ , then

$(B^{s_{\nabla\lambda}}C^{S})\leq A^{-r}\#_{\frac{s+r}{t+r}}(B^{\iota_{\nabla\lambda}}C^{t})$ .

(II) If $A^{t}\gg B^{t}!_{\lambda}C^{t}$ for all $t>0$ , then

$B^{s}!_{\lambda}c^{s}\geq A^{-r}\#_{\frac{s+r}{t+r}}(B^{t}!_{\lambda}C^{t})$.

Proof. (I) We have only use Theorem 1(3) and $(*)$ for $A\ll(B^{t}\nabla\lambda C^{t})^{\frac{1}{t}}$ .
(II) Replacing $A$ by $A^{-1},$ $B$ by $B^{-1}$ and $C$ by $C^{-1}$ in (I),
$A^{-i}\ll B^{-t}\nabla\lambda C-t$ is equivalent to $A^{t}\gg(B^{-\iota_{\nabla}}\lambda C^{-t})^{-1}=B^{t}!_{\lambda}C^{t}$ .

$\#_{\alpha}$ を用いない形で表せば次のようになる。

(V) $A^{\frac{r}{2}}(B^{s_{\nabla\lambda}}Cs)A^{\frac{r}{2}} \underline{<_{\vee}’}\{A^{\frac{r}{2}}(B^{t}\nabla\lambda C^{t})A\frac{r}{2}\}^{\frac{s+r}{t+r}}$ ,

(II’) $A^{\frac{r}{2}}(B^{s}!_{\lambda}C^{s})A^{\frac{r}{2}}\geq\{A^{\frac{r}{2}}(B^{t}!_{\lambda}C^{t})A^{\frac{r}{2}}\}^{\frac{s+r}{t+r}}$.
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更に内山の結果は $\{A^{\frac{r}{2}}(B^{t}\nabla\lambda c^{t})A^{\frac{r}{2}}\}^{\frac{s+r}{t+r}}$ が作用素単調関数となってい

ることも示唆している。 これは次のようにまとめることが出来る。

Theorem 6. Let A,. $B,$ $C>0$ and $r,$ $s,$ $t\geq 0$ such that $t\geq s$ and
$(r, t)\neq(\mathrm{O}, 0)$ . Then the following (I) and (II) hold and each follows from
each other.
(I) If $A^{t}\ll B^{t}\nabla\lambda C^{t}$ for all $t>0$ , then

$f(t)= \{A^{\frac{r}{2}}(B^{t}\nabla\lambda ct)A^{\frac{r}{2}}\}\frac{s}{t}+\pm_{r}r$

is increasing of $t$ .
(II) If $A^{t}\gg B^{t}!_{\lambda}C^{t}$ for all $t>0$ , then

$h(t)=\{A^{\frac{r}{2}}(B^{t}!_{\lambda}C^{t})A^{\frac{r}{2}}\}^{\frac{s+r}{t+r}}$

is decreasing of $t$ .

この証明は $A\ll(B^{t}\nabla\lambda C^{t})^{\frac{1}{t}}$ であることより次の Theorem $\mathrm{C}[7]$ から

明らかとなる。

Theorem C. Let $A,$ $B,$ $>0$ . Then the followings are equivalent.

(i) $A\ll B$ (i.e. $\log A\leq\log B$)

(ii) $g(t)=(A^{\frac{r}{2}}B^{t}A^{\frac{r}{2})+T} \frac{s}{t}\pm t$ is increasing of $t(\geq s)for$ fixed $s,$ $r\geq 0$ .
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