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1 Introduction
変分問題がある種の対称性を持つとき, 言い換えれば, ある変換群 $G$ の作

用の下で不変なとき, 同じ対称性を持つ critical point の存在がしばしば問題
になる.

$X$ を Bana,ch 空間で $G^{r}$ が線形に作用しているものとし, $J$ : $Xarrow 1\mathrm{R}$ を
$G$-不変 (任意の $g\in G$ と $u\in X$ に対して $. \int(\mathit{9}^{u})=.J(u)\mathrm{I}$ な $\mathrm{C}^{1}$ 級の汎関数
とする. また, $\Sigma$ を対称な点 ( $G$ の作用の下で不変な点) から成る部分空間,
すなわち $\Sigma=\{v$. $\in X|g_{1l}=u\forall g\in G^{1}\}$ とする. $.J$ の対称な critical point を
探す場合, $.J$ を $\underline{\nabla}$’に制限して critical point を構成するという方法が考えられ
る. しかし, そのようにして構成された critical point がもとの $.J$ の critical
point になっているかどうかは明らかではない. 実際, これが成立しない反
例が挙げられる (2.1節を見よ). Palais [6] はより –般的な枠組 (G-rnanifold
setting) でこの問題を考察し, 多くの場合 (例えば上の枠組では $G$ がコンパク
トな場合) これが成立することを示した. この事実は Principle of $\mathrm{s}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}.\mathrm{v}11\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}$

$\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ と呼ばれる.
本論の目的は, この原理を変分不等式にも適用できるよう, 汎関数が滑ら

かではない場合へ拡張することにある.
$\varphi$ : $Xarrow(-\infty,$ $+\infty|$ を $G$-不変な下半連続凸関数とする. 我々は次の原理

$\partial(\varphi|\Sigma)(\cdot u)+(J|\Sigma)’(\cdot \mathcal{U})\ni 0\Rightarrow\partial\varphi(\mathrm{t}/,)+.J’(u)\ni 0$ (1)

について考察する. 粗っぽく言えば「\Sigma に制限された汎関数 $\varphi+.J$ の critical
point はもとの $\varphi+J$ の critical pont である」ということである.

* 本論は早大理工・大谷光春教授との共同研究である.
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本論ではまず, 2章において $\mathrm{C}^{1}$ 級の汎関数に対する (‘原理’ を考察し, 次
に 3章でそれを (1) の形へ拡張する (実際は (1) をより扱いやすい形に書き
換えたものを扱う). いずれの章でも $G$ の作用が等距離的である場合と $G$ が

コンパクトな場合を考える. これらの条件は, 多くの応用例において両方と
も満たされていることに注意されたい.

2 Principle for Smooth Functions
この章は 22節を除いて Palais [61の結果である. しかし, 我々の目的で

ある “原理” の拡張に向け, ここではその証明まで紹介する.
$X$ を実 Bana,ch 空間 $x*$ をその双対空間とする. $X,$ $X^{*}$ のノルムをそれ

ぞれ $||\cdot||,$ $||\cdot||_{*}$ で表すことにする. $x*\langle,\cdot.\cdot\rangle x$ で $X$ と $x*$ の双対性内積を表
し, 混乱の恐れが無い場合は単に ( $\cdot,$

$\cdot\}$ と書く.
$G^{l}$ を群とし, $\pi$ を $G$ の $X$ 上の表現とする. すなわち, 任意の $g\in G^{\mathrm{v}}$ に対

し.\acute $\pi(g)$ は $X$ 上の有界線形作用素で

$\pi(e)=\mathrm{I}\mathrm{d}x.!$

$7\Gamma(g_{1}\mathit{9}.\mathit{2})=\pi(_{C/1}\backslash )\pi(g_{\mathit{2}})$ $\forall c/\backslash \cdot c1’.J\mathit{2}\in G$

を満たすとする (c-$\cdot$ は $G$ の単位元). $(_{-7}^{-\mathrm{v}}$ の $x*$ 上の表現 $\pi_{*}$ が次の関係式によ
り自然に定義される:

$\langle_{7\ulcorner_{*}}(\mathrm{t}/)c.f\cdot. \mathrm{t}\mathit{1}\rangle=$ $\langle.f.\prime \mathrm{T}(.q^{-1})u.\rangle$ $\backslash \zeta/\in G.$ . $f\cdot\in X^{*}$ . $\cdot\iota/$. $\in X$ .

以後, 混乱の恐れが無い場合は簡単のため $\overline{\prime|}$ や $\overline{J\downarrow}*$ を省略して $.(j\cdot U.,$
$.\zeta/.f\cdot$ のよう

に書くことにする. $X$ 上の (または $X^{\mathrm{x}}$ 上の) 汎関数 $f$ は

. $f\cdot(c\supset^{\mu}.,\mathrm{I}=.f\cdot(\cdot\alpha)$ $\forall_{\mathrm{c}}\mathrm{t}-/\in G_{T}.\forall\cdot\iota/$. $\in x(\mathrm{o}\mathrm{r} X^{*})$

を満たすとき G-不変であるといい.\acute $X$ の (または $x*$ の) 部分集合 $M$ は

$\backslash \subset-/M(=\{\supset\Gamma^{\cdot}\mathrm{t}/.| U$. $\in \mathrm{i}il\})\subset M$ $\forall g\in C_{\mathrm{T}}|$

となるとき G-不変であるという.

$\underline{\nabla}_{=}\{1/$. $\in x|g\iota/$. $=U. \forall_{\{/\sim}-\in G\}$
$.\mathrm{V}$

$\underline{\nabla}*=$ $\{.f\cdot\in X^{*}|.(/.t\cdot=.t\cdot \forall_{\overline{\mathrm{t}},j}.\in G\}$
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とおく. すなわち, $\underline{\nabla},$ $arrow*\nabla$ は, それぞれ $X,$ $x*$ の対称な点から成る部分空間
である. 従って, $f\cdot\in x*$ が対称である事とそれが G-不変な汎関数である事
が同値となる. $\approx\nabla.,$ $arrow*\nabla$ はそれぞれ $X_{\mathit{1}}.x*$ の $(_{T^{-}}’$不変な閉部分空間になってい
ることを注意しておく.

$J:Xarrow 1\mathrm{R}$ を G-不変な $\mathrm{C}^{11}$. 級の汎関数とする. この章では次の原理

$(\mathrm{P}_{\mathrm{U}})$ $(.]|_{\Sigma})’(\mu.)=0\Rightarrow.J’(\iota l)=0$ .

について考察する. ここで $.$
] $|\underline{\nabla}$ は.J の $arrow\backslash ^{\neg}$ への制限.\acute ’は Frc\’echet, 微分を意味

する.
次の命題は (Pu) の成立に関する 1つの判定条件を与えている.

PROPOSITION 2.1 ( $[()$ , PROPOSITION 4.2]) 原理 (Pu) が成立するのは.\acute 次の
条件

$.arrow_{*}\cap\nabla\underline{\backslash \neg}\perp=\{0\}$

が満たされるとき, またそのときに限る. ここで

$\underline{\nabla}\perp=$
$\{.f\cdot\in X^{*}| \langle.f_{\mathit{1}}..\mathit{1}^{\cdot}\rangle=0\forall\alpha\cdot\inarrow\}\nabla$ .

$P_{7^{-}\mathit{0}}of\cdot$. まず $\Sigma_{*}\mathrm{n}_{\cup}^{\nabla\perp}=\{0\}$ を仮定し, 原理 (PU) が成立することを証明する.
$v_{D}0$ を.J|\simeq \nabla の critical point とせよ. $.]’(U_{\forall \mathrm{U}})=0$ を示さなければならない.

$.J$ は G-不変であるから

$\langle.J’(\mathrm{L}cj\cdot U_{}), \cdot \mathrm{t}’\rangle$ $=$ $1\mathrm{i}_{111\frac{J(jCU,+t\cdot \mathrm{L})-.J(_{\mathit{9}}\iota/)}{f}}tarrow 0^{\cdot}\cdot..$

”

$=$ $1 \mathrm{i}_{111}.\frac{J(_{1l}+\dagger c_{j^{-1}}\mathrm{t}))-.](\iota\prime)}{f}tarrow 0^{\cdot}.$

‘

$=$ $\langle.J’(\iota l).\mathit{1}\backslash (j^{-}\mathrm{t}1)\rangle$

$=$ $\langle_{\backslash }c/\cdot J’(\lfloor l‘), \iota’\rangle$ $\forall_{\overline{\subset},)}.\in(_{7}’\forall\iota/$ . $\mathrm{t}’\in X_{:}$

すなわち
$.J’(g\cdot\iota/.)=.\overline{\mathrm{t}}j^{]’}.(\mu)$ $\forall\supset C\in G,$ $\forall \mathrm{t}\iota\in X$ (2)

が成立する. 特に $v_{0},\inarrow\nabla$ であるから $g.J’(\iota\iota_{\mathrm{u}})=.J’\mathrm{O}\prime_{\mathrm{U}}.)$ が任意の $.\subset/-\in G$ につ
いて成立する. これは $.J’(u_{\mathrm{U}})\in\Lambda_{*}\nabla$ を意味する.

–方
$x*\langle\cdot]’(\cdot u_{0)}, v\rangle X=\Sigma^{*}\langle(\cdot J|_{\Sigma})’(\mathrm{L}/\prime \mathrm{u}), \mathrm{t}’\rangle\Sigma=0$ $\forall v\in.arrow\nabla$

が成立する. ここで $\Sigma^{*\langle\cdot,\cdot\rangle_{\Sigma}}$ は $\Sigma$ とその双対空間 $\underline{\nabla}*$ の双対性内積である.
これは $.J’(U_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\cup)\in\Sigma^{\perp}$ を意味する. 以上により $J’(\cdot \mathrm{t}\iota_{0})=0$ が示された.
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次に $\underline{\nabla}*\cap\approx\nabla\perp=\{0\}$ が原理 $(\mathrm{P}_{\mathrm{U}})$ の成立に必要であることを証明する.
零元でない $\Sigma_{*}\cap^{\underline{\nabla}\perp}$ の元 $f$

.
が存在すると仮定しよう. .$f\cdot\inarrow*\nabla$ であるか

ら. これは G-不変な $\mathrm{C}^{1}$ 級の汎関数である. 従って $.J$ として, この . $f$

.
をとる

ことができる.
任意の $U$. $\in X$ に対して $J’(v.)=.f$

.
であるから $J$ には critical point がな

い. しかし $u$. $\in_{\mathrm{A}}^{\nabla}$ とすると

$\Sigma^{*\langle(J|_{\Sigma})’(u),\rangle}v\underline{\nabla}=$ $\langle.f\cdot, \cdot \mathit{0}\rangle=0$ $\forall v\in\Sigma$

であるから. $U_{\wedge}$ は.I $|_{\underline{\nabla}}$ の critical point である. 以上より, 条件 $\underline{\nabla},$

$* \bigcap_{arrow}^{\nabla}\perp=\{0\}\Pi$

が $(\mathrm{p}_{0})$ の成立に必要であることが示された

2.1 A $\mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{u}1}1\mathrm{t}\mathrm{e}\Gamma$ Exainple
次の例 ( $[(_{)_{\backslash }}3.2]’\cdot)$ は (Po) が–般には成立しない事を示している.

$X=1\mathrm{R}^{2}.‘ G=\mathbb{R}$ とし IR の $1\mathrm{R}^{\mathit{2}}$ への作用を

$7\ulcorner(f)(_{i}\mathrm{t}_{J}..|J)=(x+f_{J}1J,\cdot|/)$ $f_{J}\in 1\mathrm{R}_{i}.(_{X}\mathit{1}^{\cdot}|J)\in 1\mathrm{R}^{\mathit{2}}$

と定義する. $\infty\nabla$ は $x$軸 $\{(x\cdot, 0)|x\in]\mathrm{R}\}$ と–致し, よって $\underline{.\nabla}\perp$ は $/\iota$ 軸 $\{(0, \mathrm{t}1/)|y\in$

$1\mathrm{R}\}$ となる. また, $\underline{\nabla}*$ も $y$ 軸と–致することが容易に確かめられる. 従って
$\underline{\nabla}*\mathrm{n}_{\infty}^{\nabla\perp}\neq\{(0,0)\}$ であり, PROPOSITION 2.1より $(\mathrm{P}_{\mathrm{U}})$ は成立しない.

より具体的には.\acute 関数 $.J(x, y)=|J((x, y)\in 1\mathrm{R}^{2})$ を考えると, これは $G^{t}-$

不変である. 任意の $(x, /\iota)\in \mathbb{R}^{2}$ に対して $J’(.’.\iota\cdot, /1)=(0,1)$ であるから $.J$ は
critical point を持たない. しかし $J|_{\underline{\nabla}}$ は恒等的に $0$ であるから, $\Sigma$ ( $x$ 軸) 上
のすべての点が $.J|_{\underline{\nabla}}$ の critical point となってしまい, $(\mathrm{P}_{0})$ が成立しないこ
とが確かめられる.

2.2 $\mathrm{T}1_{1}\mathrm{e}$ Isometric Case
この節では, 次の 2つを仮定する.

(A.1) $X$ は回帰的で狭義凸.

$(\mathrm{A} 2)$ $G$ の $X$ への作用が等距離的, すなわち

$||gu||=||u||$ $\forall g\in G’,$ $\forall u\in X$ .
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(A 2) より $G$ の $x*$ への作用も等距離的になる.
$F$ を $X$ から $x*$ への duality ntap とする. (A.1) により $F^{-1}$ は $x*$

から $X$ への duality llla.p で, しかも 1価写像となる. さらに (A.2) により
$F^{-1}(^{\underline{\nabla}}*)\subsetarrow\nabla$ となる.
実際 $f\inarrow*\nabla$ ならば, 任意の $g\in C_{7}$ に対し次が成立する:

$||_{\mathrm{e}}(/^{F}-1$ $(.f\cdot)||=||F^{-1}$ $(.f\cdot)||=||.f.||\cross\cdot$

$\langle.f\cdot, gF^{-1} (.f)\rangle=$ $\langle.f\cdot, F^{-1} (.f\cdot)\rangle=||.f.||_{*}^{\mathit{2}}.$ .

従って, $gF^{-1}$ $(.f\cdot)=F^{-1}(.f\cdot)$ であり, これは $F^{-1}$ $(.f\cdot)\in\underline{\nabla}$ を意味する.

REMARK (2) を用いて $F^{-1}(\Sigma_{*})\subset\Sigma$ を示すこともできる.
$J(.f)=- 1/2||.f||_{*}2$ $(.f\in X^{*})$ とおくと, これは G\^ateaux 微分可能で.\acute .$f$

.
にお

ける Gateaux 微分 $\delta J(.f)$ は $F^{-1}(.f\cdot)$ と–致する (Barbu [8, Chapter 1] を見
よ). $J$ は $x*$ 上の $G$-不変な汎関数であるから (2) より

$F^{-1}(_{\mathit{9}.f)}.=gF^{-1}$ $(.f\cdot)$ $\forall c\supset\in G$

が成立する ( (2) の証明に用いたのは $.J$ の Gateaux 微分可能性であって
Frechet 微分可能性は用いていないことに注意). よって. . $f\cdot\in\underline{\nabla}*$ ならば
$F^{-1}$ $($ .$f)\in\Sigma$ となる.

THEOREM 22仮定 (A. 1), (A.2) の下で原理 $(\mathrm{p}_{\mathrm{u}})$ は成立する.

$P\gamma\cdot oof$. PROPOSITION 2.1により $\Sigma_{*}\caparrow\nabla\perp=\{0\}$ が成立することを示せば
よい.

.$f \cdot\in\mu_{*}\nabla\bigcap_{arrow’}^{\nabla\perp}$ とせよ. .$f\cdot\inarrow*\nabla$ より $F^{-1}$ $(.f\cdot)\in\underline{\nabla}$ . これと.$f\cdot\in\underline{\nabla}\perp$ により,
$||.f\cdot||_{*}^{\mathit{2}}=\langle.f\cdot, F^{-1}(.f\cdot)\rangle=0$, すなわち $f\cdot=0$ を得る $\square$

2.3 Tlie Conipact Case
この節では, 次を仮定する.

(A 3) $G$ はコンパクトな位相群で, $7$「は連続表現, すなわち $G\cross X$ から $X$ へ

の写像 $(g, ’ u)-,$ $g\cdot u$ が連続.
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$(\mathrm{A} 3)$ より $\subset_{7}$’上の正規化された Harr 測度 $\mu$ が–意的に存在する. 任意
の t/ $\in X$ に対し. –意に $A’u\in X$ が存在し

$\langle.f_{\mathit{1}}..A\cdot U_{\nearrow}\rangle=\int_{G^{l}}\langle.\dagger...(j\cdot U.\rangle d\mu(\backslash /’)$ (3)

を満たす.
$A’\cdot u:=J_{G^{-}}Cj\cdot U_{\text{ノ}}d\mu(\subset j)$

と書く. 作用素 $A’$ は次の性質を持つ.

$\bullet$
$A^{i}$ は線形かつ連続で, $X$ から $arrow\nabla$ への射影となっている.. $C$ を $X$ の G-不変な閉凸集合とすると $A(C)\subset C$ が成り立つ.

(3) を満たす $A_{U}$. の存在, 及びこれらの性質については Vanderebauwhede $[1_{J}$.
Section 2.5] または Rudin [ $9_{J}.$ Chapter .3] を参照されたい.

THEOREM 2.3 ([6. THEOREM 5.1]) 仮定 (A.3) の下で原理 $(\mathrm{P}_{0})$ は成立する.

$P’\cdot oo.f.\underline{\nabla}\cap\underline{\nabla}\perp*=\{0\}$ を背理法によって示す.
. $f\cdot\in\underline{\nabla}\cap\nabla\perp*arrow$ とする. .$f\cdot\neq 0$ と仮定しよう. . $f\cdot\in\underline{\nabla}*$ であるから, 超平面

$\mathrm{f}\mathit{1}=\{\iota/| \langle.f_{i}.\cdot\iota/.\rangle=1\}$ は $X$ のび不変な閉凸集合となる. $U\in H$ とせよ $($ . $f\cdot\neq 0$

より $H\neq\emptyset$ ). 上記のことから $Au\in H\cap^{\underline{\nabla}}$ となる. $A\iota 4\inarrow\nabla.,$ $.f\cdot\in\underline{\backslash \neg}\perp$ より
$\langle$ . $f\cdot\cdot,$

$I-^{\mathit{1}}1U$ ) $=0$ となるが. これは $A_{U_{c}}\in H$ に矛盾する $\square$

3 Principle for Subdifferentials
$\varphi$ を $X$ から $(-\infty., +\infty]$ への.\acute 適正 $(\varphi\not\equiv+\infty)$ 下半連続凸関数とする.

$\alpha\in X$ における $\varphi$ の劣微分 $\partial\varphi(v.)$ が

$(.|)_{(}r\cap(\cdot \mathcal{U})=$ $\{.f\cdot\in X^{*}|\varphi(\cdot \mathrm{t}^{)})-_{\Psi}\wedge(\mathrm{t}/.)\geq \langle.f\cdot, \iota’-\cdot u\rangle \forall \mathrm{t})\in X\}$

により定義される. $\partial\varphi$ は $X$ から $x*$ への極大単調作用素である.
さて, さらに $\varphi$ が G-不変であると仮定し, 2章と同様 $.J$ を G-不変な $(^{\mathrm{t}1}$,

級の汎関数とする. 1章で述べたように. この章では (PU) を変分不等式へ応
用できる形へ拡張する.

181



(1) の条件 $\partial((\circ|_{\Sigma}r)(\lfloor/.)+(.J|_{\underline{\nabla}})’(\cdot \mathrm{t}l)\ni 0$ は $\underline{\backslash \neg}$ の双対空間 $\underline{\nabla}*$ におけるものな
ので扱いにくい. まず.\acute これを書き換えよう. この条件は

$.\iota/$. $\in D((|r^{\cap}\underline{\backslash \neg})$ $\dot{c}1.11\mathrm{d}$
$\varphi|_{\underline{\nabla}}(\iota’)-\varphi|_{\Sigma}(\{\int)\geq\backslash ^{\neg}*\langlearrow-(./|\backslash arrow\backslash )’(l/). \mathrm{t}’-\iota l\rangle_{\Sigma}$ $\forall_{l)}\inarrow\backslash ^{\neg}$

ということであり.

$\mathrm{t}/$. $\in\underline{\nabla}_{\cap D((r^{\cap)}}$ ancl $\backslash ^{\mathit{1}}\rho(\mathrm{t}))-\varphi(U)\geq x*(-$ ノ/(l). $\iota’-l/\rangle_{\backslash ’}.\cdot$ $\forall\iota^{1}\in\underline{\backslash ^{\urcorner}}$

と同値である. これは $\underline{\nabla}$ の指示関数 $I_{\Sigma}$ を用いて $(j((\cap r+I_{\nabla,arrow})(l/)+.J’(\mathrm{t}’)\ni 0$

と書ける (これは $x*$ における条件である).
以上により (1) は次の形に書き換えられた:

$(\mathrm{P}_{1})$ $\partial(\varphi+I_{\underline{\nabla}})(u)+.J’(\mathfrak{l}/)\ni 0\Rightarrow(^{-}.)_{\varphi}(\mathrm{t}t)+.J’(\mathrm{t}/)\ni 0$ .

以下, この原理 $(\mathrm{P}_{1})$ について考察する.
Frecltet 微分と同様に, G-不変な凸関数の劣微分についても次が成立する:

$\partial\varphi(gu)=_{\mathit{9}^{(?_{\varphi(}}}U,)$ $\forall.c/\in G_{2}^{1}.\forall_{U}.$. $\in X.$ (4)

まず $\partial_{r^{c}}((gu‘)\subset yc\partial_{r^{\eta}}((\cdot u)$ を示そう. . $f\cdot\in\partial_{(_{f’}}\cap(\backslash /\cdot-)c\iota/$ とすると

$\varphi(\mathrm{t}^{)})-\varphi(\mathrm{t}t)$ $=$ $\varphi(_{\Gamma/\cdot\iota}.’)-\varphi(\mathrm{c}C/\iota/)$

$\geq$ $\langle.f\cdot.c/\backslash \mathrm{t})-.(/\iota/.\rangle$

$=$ $\langle g^{-1}.t\cdot, \mathrm{t}’-U\rangle$ $\forall \mathrm{t}’\in Al’$

となる. これは $.(/f-1.\in\partial(\circ r(\mathrm{t}l‘)$ を意味し, 従って . $f$

.
\in 9\partial \mbox{\boldmath $\varphi$}((科.

逆向きの包含関係については. 上で .t/- $\in G.\prime l/\in X$ は任意だったので

$yc\partial(^{\eta}(r\iota\iota)=_{\mathrm{c}}c/^{\partial}(\circ\}’(.c^{-}/cjU)1,\subset_{\mathrm{L}}c/\mathit{9}-1\partial(, (r^{\circ}\backslash \mathrm{L}c//.)=\partial(_{\Gamma}\cap(’\zeta\backslash /\cdot \mathrm{t}/\cdot \mathrm{I}\cdot$

従って (4) は示された.

REMARK (4) により, [$/$. $\in\approx\nabla$ ならば $\partial_{r}(\cap(\cdot\iota/.)$ は $x*$ の G-不変な $*$ 弱閉凸集合
である事がわかる. 特に $\partial(\cap r$ が 1価ならば $\partial_{r}(\eta(\cdot \mathrm{t}l_{J})\inarrow*\nabla$ となる. しかし. 一般
には $\partial\varphi(u)$ の各元が対称であるとは限らない. これは Frechet 微分の場合の
(2) と異なり, 原理 $(\mathrm{P}_{1})$ の成立を示すときの困難な点となる.

PROPosITIoN 2.1により, 原理 $(\mathrm{P}_{1})$ の成立に関しても $\underline{\nabla}*\bigcap_{D}^{\nabla\perp}=\{0\}$ は
必要である. さらに, 上で述べた点を克服するため, 次の性質 $(c\iota\cdot)$ を満たす
$x*$ から $\Sigma_{*}$ への射影 $P$ を考える:
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$(\alpha)C$ を G-不変な $*$ 弱閉凸集合とすると $P(C)\subset C^{\mathrm{Y}}$ が成り立つ.

PROPOSITION 3.1 $\Sigma_{*}\cap^{\underline{\nabla}\perp}=\{0\}$ とし, 条件 $(c\iota’)$ を満たす $x*$ から $arrow*\nabla$ へ

の線形な射影 $P$ が存在するとする. さらに $\partial(\varphi+I_{\underline{\nabla}})=\partial\varphi+\partial I_{\underline{\nabla}}$ , すなわち
$\partial(\cap r+\partial I_{\underline{\nabla}}$ が極大単調であれば, 原理 $(\mathrm{P}_{1})$ は成立する.

$P_{7\mathit{0}\mathit{0}}.f$ .
$\partial_{r^{\eta}}((\cdot\iota \mathit{1}.)+\partial I_{\simeq}\nabla(_{U_{J}}.)+.J’(\mu.)\ni 0$ (.5)

を仮定して $\partial(_{\Gamma’}\cap(u\mathrm{I}+.J’(\cdot u)\ni 0$ を示せばよい.
$(.\overline{3})$ より $u\in\underline{\backslash .\neg}$ であり, また $.[\in\partial_{(}\circ(rl,)$

$.f+h+J’(\cdot a)=0$ を満たす. この式に $P$ を作用させて P.$f\cdot+Ph+P.J’(\cdot U_{\ovalbox{\tt\small REJECT}})=0$

を得る. $\iota\iota\in\infty\nabla$ であるから $P.J’(, \lfloor\int)=.]’(\cdot U_{J})$ . また, 条件 ( $c\iota^{0}\mathrm{I}$ より $P.f\cdot\in\partial\varphi(u)$ .
よって, あとは $Ph=0$ を示せば十分である.

$\partial I_{\Sigma}$ の値域は $\mathrm{r}\nabla\perp$ と–致するので, $l\iota\in\infty\nabla\perp$ である. $\Sigma^{\perp}$ は $x*$ の G-不変
な閉部分空間, よって $*$ 弱閉凸集合であるから $(\alpha)$ により, $Ph\in \mathrm{r}\nabla\perp$ となる.
もちろん $Ph\in \mathrm{r}_{\star}\nabla$ であるから.\acute 仮定 $\mu_{*}\mathrm{n}\nabla\Lambda\nabla\perp=\{0\}$ により $Ph=0$ を得る.
以上で $\partial\varphi(u)+.]’(\cdot U.)\ni 0$ が示された. 口

3.1 The Isoinetric Case

この節では 2.1節と同様に次の (A.1’) と (A.2) を仮定する.

(A. $1’$ ) $X$ と $x*$ は回帰的でともに狭義凸.

(A. $1’$ ) により duality map $F$ は $X$ から $x*$ への全単射となる. また, 2.1節
と同じ議論により

$F(cju)=c_{j}F(\sim u)$ $\forall_{jC}\in G_{:}$ $\forall u\text{ノ}\in X$ (6)

従って $F(^{\nabla}arrow)=arrow*\backslash \neg$ を得る.

THEOREM 3.2 仮定 (A. $1’$ ). (A.2) の下で原理 $(\mathrm{P}_{1})$ は成立する.

$P\uparrow Oo\mathit{1}$ . THEORREM 22(の証明) により $\Sigma_{*}\cap\Sigma^{\perp}=\{0\}$ は成立する. そこでま
ず, 条件 $(\mathfrak{a}\cdot)$ を満たす射影 $P$ : $Xarrow x*$ の存在, 次に $\partial(_{f\prime}\circ+\partial I_{\underline{\nabla}}$ の極大性を
示す.
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LEMMA 3.3 $\underline{\nabla}\perp$ は $\underline{\nabla}*$ の位相的補空間である. すなわち

$X^{*}=\mathit{0}_{*}\dot{\not\in}\mathrm{b}^{\underline{\nabla}}\nabla\perp$ .

$Pr\cdot oof\cdot$ Of LEMMA $3.3$ . $.\dagger 0\in x*$ とせよ. $arrow*\nabla,$
$\underline{\nabla}\perp$ は閉で $arrow*\nabla\bigcap_{arrow}^{\nabla\perp}=\{0\}$ であ

るから, $\dagger 0$ が $.arrow*\nabla$ と $\Sigma^{\perp}$ の元の和として表される事を示せばよい.
まず, 次式で定義される関数 $\rho$ : $x*arrow$ ]$\mathrm{R}$ を考える:

$\rho(h):=.\frac{1}{\mathit{2}}||h-.f_{0}.||_{*}.\mathit{2}$ .

$x*$ は回帰的で狭義凸なので, $\rho|_{\underline{\nabla}\perp}$ の $11^{-}1\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}_{1}\mathrm{n}\mathrm{i}_{\mathrm{Z}\mathrm{e}\mathrm{r}}h_{\mathrm{U}}$ が–意に存在する $(/\mathit{1}_{\mathrm{U}}$

は $rightarrow\nabla\perp$ における. $\dagger 0$ からの nearest point である). $\rho$ は $\mathrm{G}_{\hat{\partial}.\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{a}}.\iota \mathrm{t}\mathrm{X}$ 微分可能で
$\delta\rho(h_{0})=F^{-1}(h\mathit{0}-.t0)$ となる (Barbu [8., Chapter 1] を見よ). 従って

$\langle h-h_{0,F}-1(h0-.t\cdot 0)\rangle\geq 0$ $\forall h\in\underline{\nabla}\perp$

を得る. $\Sigma$ は部分空間であるから, これは

$\langle h, F^{-1}(h0-.t.\mathrm{U})\rangle=0$ $\forall h\in\underline{.\nabla}\perp$

を意味する. Brezis [.3, PROPOSITION II.12] により $F^{-1}(h_{\cup}-.\dagger \mathrm{u})\inarrow\nabla$ . 従っ
て $h_{\mathrm{U}}-.t_{0}\in,\underline{\nabla}*$ を得る. 以上よりんは次のように分解されたことになる:

.$f_{0}.=(.\dagger.0-h\mathrm{o})+h\mathrm{U}_{J}$. . $f_{0^{-}}.h_{0}\in\underline{\nabla}*_{\mathit{1}}\cdot h_{\cup}\in\underline{.\nabla}\perp$ .

よって LEMMA 33は示された. $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

LEMMMMA 3.3により, 連続な射影

$P$ : $X^{*}arrow\underline{\nabla}*$

’
$Q$ : $X^{*}arrowarrow\nabla^{1}$

が存在する (実際 $Q$ は上の証明において.fu\mapsto h。で定義される作用素であ
り. $P=\mathrm{I}\mathrm{d}_{X^{*}}-Q$ ).

LEMMA 3.4上記の射影 $P$ は条件 $(\alpha)$ を満たす.

Proof
$\cdot$

$\mathit{0}\mathit{1}^{\cdot}$ LEMMA 3.4. $C$ を $x*$ の $G$ -不変な閉凸集合とする (X は回帰的で
あるから.\acute これは * 弱閉凸集合). . $\dagger 0\in C$ とせよ. LEMMA 3.3により, $f_{\mathrm{U}}$ は次
のように分解される:

.$f_{\mathrm{U}}.=l_{\mathrm{U}}+h_{0}$ , $l_{0=}P.t.0\in\approx\nabla*’ h_{\mathrm{U}}=Q.f_{\mathrm{U}}.\in\approx\nabla\perp$ .
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$/_{\mathrm{u}}\in C^{\gamma}$ を示さねばなら $f_{\tilde{\mathrm{A}}[\mathrm{a}}$ .
背理法で示す. $l_{\mathrm{U}}\not\in C$ とせよ. $(\mathrm{A}.1’)$ により. 閉凸集合 $C^{\gamma}\cap(/_{\mathrm{U}}+\Sigma^{\perp})$ に

おける 1。からの nealest point $f_{1}$ が存在する. . $f_{1}$ を次のように分解しよう:

.$f_{1}.=l_{0}+h1_{\mathrm{i}}$ $h_{1}\in\Sigma^{\perp}$ .

$/_{\mathrm{U}}\not\in C$ であるから $h_{1}\neq 0$ , よって $h_{1}\not\in\Sigma_{*}$ である ( $arrow_{*}\cap\nabla\underline{\backslash .\neg}\perp=\{0\}$ に注意).
従って $\backslash (/^{h}1\neq h_{1}$ を満たす $\backslash q\in G$ が存在する. そのような $\supset c$ に対し

$h \underline{\cdot)}=.\frac{1}{\mathit{2}}(h_{1}+c\supset^{h}1)$

とおく. $||gh_{1}$ $||_{*}=||h_{1}||_{*}$ で $x*$ は狭義凸であるから $||h_{2}||_{*}<||h_{1}||_{*}$ を得る.

.$f_{2}..=l\mathrm{u}+h_{\mathit{2}}$

とおこう.

. $f_{\mathit{2}}.=. \frac{1}{\mathit{2}}.f_{1}.+.\frac{1}{2}g.f_{1}.$ .

と書けるので.$f_{\mathit{2}}\cdot\in C$ であるが, これは. $f_{1}$ の定義に矛盾する. 口

LEMMA 3.5 $\partial\varphi+\partial I_{\nabla}arrow$ は極大単調である.

$P\cdot’\cdot oof_{\mathit{0}}f$ LEMMA 3. $\cdot$5. まず次の事実を挙げておく.
$A4$ : $Xarrow x*$ を極大単調作用素.\acute $\iota,\mathit{1}’$ : $Xarrow(-\infty, +\infty]$ を適正下半連続凸

関数とする.

$l.)”(.]_{\lambda}Au)\leq(\mathit{1}’(1l)+M\lambda$ $\forall\iota\int\in D(l,\mathrm{I}J^{\cdot}\forall\lambda>0$

が満たされるなら $A+\partial\cdot\iota f$
, も極大単調である. ここで Jぐは $A$ のレゾルベン

ト, $M$ は $\lambda$ と $u$ に依らない定数である. これは $X$ が Hilbert 空間のときに
はよく知られた事実である ([4, THEOREM 9]). 条件 $(\mathrm{A}.1’)$ を満たす Banach
空間の場合にも, 同様の方法で示すことができる ([4, THEOREM 8] ではなく
[5. THEOREM 2.1] を使う).
上記の事実を $A=\partial(\cap$ . $\cdot \mathrm{t}\mathit{1}$

「
$|=l\underline{\nabla}$ として適用しよう. $\lambda>0$ を固定し. $.J,\backslash$ を

$\partial(,\cap$ のレゾルベントとせよ. 従ってみ $(^{\underline{\nabla}})\subset\underline{\backslash \neg}$ を示せばよいことになる.
みの定義より .

$\Gamma^{4}(.\int_{\backslash ^{u-u}}.)+\lambda\partial\varphi(.J_{\backslash \prime}u)\ni 0$ $\forall_{1l}.\in X$ .

185



これに $.C$) $\in G$ を作用させると, (6) 及び PROPOSITION 4により次を得る.

$F(_{C/\cdot/}.J.\backslash ^{\mu.-_{\mathrm{L}}\Gamma}U.)+\lambda\partial(\eta(r.‘/\cdot]_{\backslash }-.)U\ni()$ $\forall.\mathrm{r}/\in(_{r^{t}}$ . $\forall\iota/\in\lrcorner \mathrm{t}’$ .

よって, 再びみの定義により

$.J_{\backslash }.(\mathit{9}u)=.c/\cdot J_{\backslash }.\iota/$ $\forall.c/\in(,’$ . $\forall U$. $\in\lrcorner 1’$

を得る. 特に $\iota/$. $\in\underline{\backslash \urcorner}$ ならば.\acute 任意の $.c/\in\zeta_{\gamma}$’に対し.j,\\iota / $=.C/^{J_{\backslash }}\cdot.\mathrm{t}l$ . すなわち
$.]_{\backslash },\mu$. $\inarrow\backslash \urcorner$ である.
以上で LEMMA 3. $\cdot$5は (従って THE $()\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{M}3.2$ は) 証明された $\square$

3.2 The Coinpact Case
この節では 23節同様 (A 3) を仮定する.

PROPOSITION 3.1の $P$ として $A$ の随伴作用素 4* をとることができる.
すなわち:

LEMMA 3.6 $A^{*}/$ は $x*$ から $\mathrm{r}_{*}\nabla$ への射影である. また $C^{\gamma}$ を X*.の $(_{\tau-}$
’ 不変な

$*$ 即実凸集合とすると $A^{*}(\zeta_{/}^{\gamma})\subset C’$ .

$P?OO.f\cdot$. まず, . $f\cdot\in X^{*}$ ならば $A^{\underline{/}}1^{*}.f\cdot\in\underline{\nabla}*$ となることを示す.
Harr 測度の左不変性 ([.9, THEOREM 5.14]) 及び定義式 (3) により

$A.c/\mathrm{t}/$ . $=_{d}4\cdot 1/$ $\forall.c/\in(_{\tau_{;}^{1}}\forall\cdot\iota’$. $\in z1’$ .

従って

$\langle_{\sim}c/^{A^{*}}.f\cdot, u\rangle$ $=$ $\langle.f\cdot,$ $A_{\mathrm{L}}’C^{-1}/U.)$

$=$ $\langle.f\cdot, A’u\rangle$

$=$ $\langle A^{*}.f\cdot, u\rangle$ $\forall.c/\in G,$ $\forall\cdot\iota\iota\in X$ .

すなわち $A^{*}.f\cdot\in\Sigma_{*}$ である.
次に $A^{*}(C)\subset C$ を背理法で示す.
.$f\cdot\in C$ で $A^{*}.f\cdot\in C$ なるものが存在したとせよ. $\sigma(X^{*}, X)$ を備えた $x*$

で Hahn-Banach の定理を適用することにより, $u\in X$ と $c\in 1\mathrm{R}$ が存在して

$\langle/A^{*}.f\cdot, u\rangle<C<\langle h, \cdot\mu.\rangle$ $\forall h\in C^{\gamma}$
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となることが分かる. 任意の $\xi\subset/\in G$ に対して $jC^{-1}.\dagger\in C$ となるから

$\langle.f\cdot, A\cdot u\rangle<c<$ $\langle.f\cdot, g_{U}..\rangle$ $\forall.c_{j}\in G$

これは (3) に矛盾する. 口

THEOREM 2.3 (の証明) により $\mathrm{r}_{*}\nabla\cap\Sigma^{\perp}=\{0\}$ は成立する. 従って, 次が
示された:

THEOREM 3.7 (A.3) を仮定する. $\partial\varphi+\partial I_{\underline{\nabla}}$ が極大単調ならば $(\mathrm{P}_{1})$ は成立
する.

REMARK 応用において, 2つの単調作用素の和の極大性を示すことは, 必ず
しも簡単ではない. 残念ながら THEOREM 32と違い, $\partial\varphi+\partial I_{\Sigma}$ の極大性を
この抽象的な枠組で証明することは難しいように思われる.
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