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1 前書き

$n$ 個の変数 $\{x_{1,2,\ldots,n}Xx\}$ に関する $s$ 個の連立代数方程式 $f1=0,$ $\ldots,$
$f_{n}=0$ の実解を所

望の絶対誤差で求めることを目的とする。 一般に連立方程式の実解を求めることは $\mathrm{x}=$

$\{x_{1}, \ldots, x_{n}\}$ を $n$ 個の不定元の集合とし、 $f1,$
$\ldots,$

$f_{s}\in \mathbb{Q}[\mathrm{x}]$ としたとき、 $\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{a}$] $(\{f1, \ldots, fn\})$

の $\mathbb{R}^{n}$ での零点を求めることである。 ここで、 $\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{a}$] $(\{f1, \ldots, fn\})$ は零次元、すなわち解の

個数は有限個であることを仮定する。

代数的方法を基礎とした連立代数法的式の解法としては、消去法を用いて与方程式を

$g_{n}(x_{n})=0,$
$\ldots,$

$g_{2}(x2, \ldots, xn)=0,$ $g_{1}(x_{12\cdots,n}, X,x)=0$ , の形に三角化し、 $g_{n}(x_{n})=0$ ,

い-1 $(x_{n-1}, xn),\ldots,g1(x_{1,2,\ldots,n}Xx)=0$ を逆代入の方法で、順次 $x_{n},xn-1,\ldots,x1$ について解

くという方法が考えられる。

この方法では、誤差の累積が生じることが問題となる。 誤差の累積を避ける方法とし

て、 shape $\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}[2]$ や generalized shape lemma (rational univariate representation) による方

法 [1, 31が開発された。 これらは、零次元かつ根基イデアルを生成する方程式の場合に、各

変数をいわゆる–般の位置にある元の多項式あるいは有理式で表現し、一般の位置にある

元の値を各表現に代入することによって、解を定めるものである。誤差の累積は避けられ
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るが、誤差を定められた範囲に押えようとするとき、代数的数の符号判定問題と同様の処

理が必要になる。

別の方法として、各変数の満たすべき最小多項式から各変数についての解を求め、その

解の組合せが全体の解となるか否かを判定して解を得る方法 [7] がある。 これには、累積誤

差の問題はないが解の組合せが多くなるという欠点をもっていた。 また、解の組合せから

真の解を判定する方法も問題であった。すなわち、 方程式の係数や次数が大きい場合、元

の方程式に解の候補値を代入して $0$ に近いか否かにより真の解を判定するという単純な方

法は無力である。 これは解の候補値は近似値、 もしくは解を含む区間として扱うしかなく、

代入による零判定問題が代数的数の符号判定問題としての処理が必要になるためである。
浮動小数点数により近似する場合には、必要となる精度に見合った大きな表現長のデータ

を処理するという負担が避けられない。

本論文では、後者の枠組の中で組合せ爆発を避け、 かつ少ない計算量で精度の保証も容

易な方法を提示する。

2 分離写像

2.1 用語と諸定義

$I=[l, r]\subset \mathbb{R}$ を区間、 すなわち, $I=\{a|l\leq a\leq r\}\subset \mathbb{R}$ とする. $L(I)$ と $R(I)$ で

それぞれ $l= \min I$ と $r= \max I_{\text{、}}$ すなわち区間の左端と右端とを表す. 区間 $I$ の幅を

Width $(I)=r-^{\iota}$ と表す。
$k$ 個の区間の集合 I $=\{I_{1}, I_{2}, \ldots, Ik\},$ $k\in \mathbb{N}$ に対して、 その左端と右端とを $L(\mathrm{I})=$

$\min\{\bigcup_{1\leq i\leq k}Ii\}_{\text{、}}$ と $R( \mathrm{I})=\max\{\bigcup_{1\leq}i\leq k\}I_{i}$ によって定義する。

さらに、 区間集合 I の covering lnterval $\overline{\mathrm{I}}=\{I_{1}, I_{2}, \ldots, I_{k}\}$ を $\overline{\mathrm{I}}=[L(\mathrm{I}), R(\mathrm{I})]$ により定義

する。 また、 I の span を Span(I) $=\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{h}(\mathrm{I})=R(\mathrm{I})-L(\mathrm{I})$ により定義する。

また、記号の簡略のために、 $\mathrm{I}_{\text{、}}\mathrm{J}$ を区間の有限集合とするとき、その「組合せ直積 (pairing

direct $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{t}$) $\rfloor$ (と仮に呼ぶ) を I $\mathrm{N}\mathrm{J}=\{I\cross J|I\in \mathrm{I}, J\in \mathrm{J}\}$ と書くことにする。 これは、

I と $\mathrm{J}$ の各要素区間のペアごとに直積、すなわち長方形の領域、 を作ったとき、それらの

長方形領域の全てからなる集合である。

ふたつの区間 $I$ と $J$ とは $I\cap J=\emptyset$ のとき disjoint であると言い、 そうでないとき

overlapped であると言う。

ある区間 $I$ (は $R(I)<L(J)$ であるとき区間 $J$ の左にあるという。 $I$ が $J$ の左にあると

き $J$ (は $I$ の右にあるという。 この状況を $I<J$ あるい (は $J>I$ と書く。

この関係 $<$ はつぎのように区間の集合に対しても拡張して用いる。すなわち、 区間のふ

たつの集合 $\mathrm{I}=\{I_{1}, \ldots, I_{r}\}$ と $\mathrm{J}=\{J_{1}, \ldots, J_{r}\}$ とに対して、「 $\mathrm{I}<\mathrm{J}$ とは、 任意の $I\in$ I と

$J\in \mathrm{J}$ とに対して $I<J$ となること」 と定義する。
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ふたつの disjoint な区間 $I$ と $J$ とについてその、 間隙 Gap$(I, J)$ を

Gap$(I, J)$ $=$ $L(J)-R(I)$ if $I<J$
$=$ $L(I)-R(J)$ if $J<I$
$=$ undefined otherwise.

により定義する。

2.2 2次元の場合

まず、. 2変数の場合を考察する。

パラメータ $0<\alpha\in \mathbb{R}$ をもつ線形写像 $\psi(x, y)=x+\alpha y_{\text{、}}\psi$ : $\mathrm{R}^{2}arrow \mathbb{R}$ を考える。
$X\subset \mathbb{R}$ と $Y\subset \mathbb{R}$ とを区間とするとき、 これらの直積 $X\cross \mathrm{Y}\subset \mathbb{R}^{2}$ は長方形領域とな

る。 ここで $\alpha$ が正であることから $\psi$ は各変数について単調増加な写像である。 よって、 $\psi$

による長方形領域の像は左端と右端とがそれぞれ $\psi(L(x), L(\mathrm{Y}))$ および $\psi(R(x), R(\mathrm{Y}))$

となる区間となる。すなわち、 $\psi(X\cross \mathrm{Y})=[\psi(L(X), L(Y)), \psi(R(X), R(Y))]\subset \mathbb{R}$ は 1

次元の区間である。

$\mathrm{X}=\{X_{1}, \ldots, X_{m}\}$ と $\mathrm{Y}=\{\mathrm{Y}_{1}, \ldots, Y_{n}\}$ とを disjoint なふたつの区間とし、 $X_{1}<X_{2}<$

$<X_{m}$ および $\mathrm{Y}_{1}<Y_{2}<\cdots<Y_{n}$ のように配列されているものとしよう。

このとき、 $S_{x}= \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}(\mathrm{x})\text{、}W_{y}=\max_{Y\in \mathrm{Y}}\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{d}\iota \mathrm{h}(Y)\text{、}G_{x}=\min_{X,\mathrm{x}^{J}\mathrm{x}\mathrm{p}(X,X^{;})}\in \mathrm{G}\mathrm{a}\text{、}$

$G_{y}= \min_{Y,Y\in \mathrm{Y}^{\mathrm{G}\mathrm{a}}},\mathrm{p}(Y, \mathrm{Y}^{J})$ とおくとつぎの命題が成り立つ。

定理 1 パラメータ $\alpha>0$ が条件

$\frac{S_{x}}{G_{y}}<\alpha<\frac{G_{x}}{W_{y}}$ . (1)

を満たすとき、すべての長方形領域は $m\cross n$ 個の disjoint な区間に写像され、 しかもつぎ

のように配列されている。

$\psi(X_{1}\cross \mathrm{Y}_{1})$ $<$ $\psi(X_{2}\cross Y_{1})$ $<$ ... $<$ $\psi(X_{m}\cross Y_{1})$

$<$ $\psi(X_{1}\mathrm{x}Y_{2})$ $<$ $\psi(X_{2}\mathrm{x}Y_{2})$ $<$ $<$ $\psi(x_{m}\mathrm{X}Y2)$

(2)

$<$ $\psi(X_{1}\cross Y_{n})$ $<$ $\psi(X_{2}\mathrm{x}Y_{n})$ $<$ . . . $<$ $\psi(X_{m}\cross \mathrm{Y}_{n})$

証明最初に、各 $j(1\leq j\leq n)$ に対して、 パラメータ $\alpha>0$ が条件 (1) の右側の不等式

を満たす、 すなわち、
$0<\alpha<\underline{G_{x}}$

(3)
$W_{y}^{\cdot}$

ならば

$\psi(X_{1}\mathrm{x}Y_{j})<\psi(X_{2}\mathrm{X}Y)j<\cdots<\psi(X_{m}\cross Y_{j})$ (4)
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となることを示す。

不等式 (3) が成立しているものとする。一対の水平に相隣り合う長方形領域がその位置
に関する順序関係を保存すること、すなわち、

$R(\psi(X_{i}\cross Y_{j}))<L(\psi(X_{i+}1\mathrm{x}Y_{j}))$ $(1\leq i<m)$ . (5)

であることを示したい。 これを示すために目的の不等式 (5) の右辺から左辺を引いて差を
計算する。

$G$ $=$ $L(\psi(xi+1\cross Y_{j}))-R(\psi(X_{i}\cross Y_{j}))$ (6)

$=$ $\psi(L(x_{i+1}), L(\mathrm{Y}j))-\psi(R(xi), R(Yj))$ (7)

$=$ $(L(x_{i+1})+\alpha\cdot L(Y_{j}))-R(x_{i})+\alpha\cdot R(\mathrm{Y}_{j})$ (8)

$=$ $(L(X_{i+}1)-R(X_{i}))-\alpha\cdot(R(Y_{j})-L(Y_{j}))$ (9)

$=$ Gap $(X_{i,i+}X1)-\alpha\cdot \mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{h}(Y_{j})$. (10)

ここで Gap$(X_{i}, X_{i+}1)\geq G_{x}>0$ と Width $(Y_{j})\leq W_{y}$ とから

$G$ $\geq$ $G_{x}-\alpha\cdot W_{y}$ (11)

$>$ $0$ . (12)

を得る。 最後の不等号は仮定した条件 (3) による。 これにより、水平方向に配列された長

方形領域の像について目的とする不等式が成立することは証明された。
命題の証明を完成するには、 ある水平方向に配列された長方形領域の行の最も右側の領

域が、 その直上に配列された長方形領域の行の最も左側よりも左に写像されることを示せ

ばよい。

パラメータ $\alpha>0$ が条件 (1) の左側の不等式を満たす、 すなわち、

$\frac{S_{x}}{G_{y}}<\alpha$ , (13)

とする。 すると任意の $1\leq j<n$ となる $j$ について、 $R(\psi(X_{m}\cross Y_{j}))<L(\psi(x_{1}\cross Y_{j1}+))$

を示せばよい。

前と同様右辺から左辺を引いて差を計算する。

$G’$ $=$ $L(\psi(X_{1}\cross Y_{j+1}))-R(\psi(X_{m}\cross Y_{j}))$ (14)

$=$ $\psi(L(x), L(Yj+1))-\psi(R(x), R(Yj))$ (15)

$=$ $(L(X)+\alpha\cdot L(Y_{j1}+))-R(x)+\alpha\cdot R(Y_{j})$ (6)

$=$ $\alpha\cdot(L(Y_{j+1})-R(Y_{j}))-(R(X)-L(X))$ (17)

$=$ $\alpha\cdot \mathrm{c}_{\mathrm{a}_{\mathrm{P}}}(Y_{j}, \mathrm{Y}j+1)-s_{x}$ . (8)
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ここで. Gap$(Y_{j}, Y_{j+1})\geq G_{y}>0)$ であるから、

$G’$ $\geq$ $\alpha\cdot G_{y}-S_{x}$ (19)

$>$ $0$ . (20)

最後の不等号は仮定した条件 (13) による。

これにより命題は証明された。 1

注意 2証明の中に現れた $G$ および $G’$ はいずれも、像の空間での区間の Gap であること

を注意しておく。

2.3 3次元以上の場合

3変数以上の場合にはつぎのように、再帰的に分離写像を定義する。

変数の個数を $N$ とし、 各変数を順に $x_{1},$ $x_{2,\ldots,N}x$ とする。 各変数についての区間の集

合をそれぞれ順に Xl, $\mathrm{X}_{2},$

$\ldots,$

$\mathrm{X}_{n}$ とする。 $\mathrm{X}_{i}=\{X_{i}^{(1)}<X_{i}^{(2)}<\cdots<X_{i}^{(n_{i}}\})(n_{i}\in \mathbb{N},$ $i=$

$1$ , 2, $\ldots$ , $N$) である。

まず、 $i=2,3,$ $\ldots,$
$N$ について、パラメータ $\alpha_{i}>0(i=2,3, \ldots, N)$ をもつ線形写像 $\psi_{i}$ を

$\psi_{i}(X, y)=X+\alpha_{i}y$ (21)

とする。 つぎに、 $i=1,2,$ $\ldots,$
$N$ に対する新しい変数 $u_{i}(i=1,2, \ldots, N)$ をつぎのように導

入する。

$u_{1}$ $=$ $x_{1}$ , (22)

$u_{i}$ $=$ $\psi_{i}(u_{i1,i}-X)$ . (23)

新しい変数 $u_{i}$ についての区間集合はつぎのように定義する。

$\mathrm{U}_{1}$ $=$ $\mathrm{X}_{1}$ , (24)

$\mathrm{U}_{i}$ $=$ $\psi_{i}(\mathrm{U}_{i}-1\mathrm{N}\mathrm{x}i)$ . (25)

ここで、 組合せ直積 X $\mathrm{N}\mathrm{Y}$ に $\psi$ を作用させた結果は

$\psi(\mathrm{X}\mathrm{N}\mathrm{Y})=\{\psi(X\cross Y)|X\in \mathrm{X}, \mathrm{Y}\in \mathrm{Y}\}$

である。

この区間集合をもつ新しい各変数 $u_{i}$ について区間集合の Span および最小の Gap を

$S_{u_{i}}$ $=$ Span $(\mathrm{U}i)$ , (26)

$G_{u_{i}}$ $=$. $\min$ Gap$(U, U’)$ . (27)
$U,U’\in \mathrm{U}_{i}$
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と書くことにする。

ここで、 各 $\alpha_{i}(i=2,3, \ldots, N)$ について

$\frac{S_{u_{i-i}}}{G_{x_{i}}}<\alpha_{i}<\frac{G_{u_{i-1}}}{W_{x_{i}}}$ (28)

が満たされるならば、 2次元の場合の命題 1により、上記、 $S_{u_{i}}$ および $G_{u_{i}}$ は、 それぞれ

次の式により逐次計算できることが容易に分かる。 ( $G_{u_{i}}$ については、 注意 2を参照。 )

$S_{u_{i}}$ $=$ $S_{u_{i-1}}+\alpha_{i}S_{x_{i}}$ , (29)

$G_{u_{i}}$ $=$ $\min\{G_{u_{i-1}}-\alpha_{i}W_{x}, \alpha_{i}G_{x_{i}}i-S_{u_{i-1}}\}$ . (30)

ここに、 $i=1,2,$ $\ldots,$
$N$ について、

$G_{x_{i}}$ $=$ $\min$ Gap$(x, X’)$ , (31)
$X,X’\in \mathrm{X}_{i}$

$W_{x_{i}}$ $=$ $\max \mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{h}(X)$ , (32)
$x\in \mathrm{X}_{i}$

である。

全ての $i$ $(i=2,3, \ldots, N))$ について $\alpha_{i}$ についての条件 (28) が満たされているとき、

$(x_{1}, x_{2}, \ldots, X_{N})\vdasharrow U_{N}=\Psi(x_{1}, x_{2}, \ldots, X_{N})=x_{1}+\alpha_{2}x_{2}+\cdots\alpha_{N}x_{N}$ によって線形写像

$\Psi$ : $\mathbb{R}^{N}arrow \mathbb{R}$ が構成できる。

この写像 $\Psi$ を $N$ 次元の分離写像、条件式 (28) を分離係数条件、 と呼ぶことにする。

条件式 (28) が成立するような $\alpha_{i}$ がとれるとき、分離写像 $\Psi$ はその構成法から、 $R^{N}$ に格

子状に配列された $n1\mathrm{x}n2\mathrm{X}\cdots\cross nN$ 個の超直方体領域 $X_{1}^{(j_{1})(}\mathrm{x}x_{2}j_{2}$
)

$\cross\cdots\cross X_{N}^{(j)}N$ を、その

添字の辞書式順序で配列される重なりのない 1次元の区間達 $\Psi(X_{1}^{(j)}1\cross X_{2}^{(j_{2})}\cross\cdots\cross x_{N}^{(j_{N})})$

に写像する。

3 連立方程式の解

連立方程式の解は各変数の満たす最小多項式の解の組合せの中に存在する。実解の組合

せのうち、 どの組み合わせが真の実解をあたえるかを判定するために前節の分離写像が利

用できる。

3.1 基本的事項

零次元イデアルを生成する連立方程式の (有限個の) 解の個数がそのイデアルの Q-線形
次元に $-$致することは良く知られている。

とくに零次元根基イデアルについては次の Shape Lemma [2] が成立する。
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定理 3(Shape Lemma) $\mathcal{I}\subset \mathbb{Q}[x_{1}, \ldots, x_{N}]$ を根基イデアルとする。 有限個の例外を除く整

数の組み $(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{N})$ に対して、 $\mathcal{I}\cup\{u-(a_{1}x_{1}+a_{2}x_{2}+\cdots+a_{N}x_{N})\}$ の変数順序を

$\{x_{1}, \ldots, x_{N}\}>u$ とした項順序でのグレブナ基底はつぎの形をしている。

$\{x_{1}-g1, X_{2^{-}}g_{2}, \ldots, X_{N}-g_{N}, h\}$ .

ここに、 $h,$ $g_{i}\in \mathbb{Q}[u](i=1,2, \ldots, N)_{\text{、}}$ すなわちこれらは $u$ の–変数多項式である。

この定理により、零次元根基イデアルについてはその零点 $(\xi_{1}^{(j_{1}},$$\xi_{2})(j_{2}),$ $\ldots,(\xi N)j_{N})\in \mathbb{C}^{N}$ が

$h$ の零点 $v^{(j_{1},j_{2},\ldots,jN}$ ) $\in \mathbb{C}$ に 1対 1対応する。 この定理を満たすような元 $a_{1}x_{1}+a_{2}x_{2}+$

. . . $+a_{N}x_{N}$ あるいは $u$ を「複素数上一般の位置にある元」、 あるいは、「複素分離元」 と

通例とは違うが 「複素」 を付して呼ぶ。 んは $u$ の最小多項式である。

$u=a_{1}x_{1}+a_{2}x_{2}+\cdots+a_{N}x_{N}$ が複素分離元であるか否かはつぎのよく知られた命題に

より判別できる。

命題 4(複素分離元の判定) 定理 3と同様の記号と条件の下で、 $u$ が複素分離元 $\Leftrightarrow\deg$ ん $=$

$\dim_{\mathbb{Q}^{\mathcal{I}}}$.

3.2 実解の判定

方程式を構成する多項式の生成するイデアルを $\mathcal{I}$ とする。 今、 変数 $x_{i}(i=1,2, \ldots, N)$

の各々についての実解の区間のすべてが $–i-(1),$
$\ldots,$

$–i-(ti)$ と計算されており、分離係数条件が

成立して分離写像 $\Psi$ が構成され、 $u_{N}$ の最小多項式ん N $(u_{N})$ も計算されているものとする。

繁雑さを避けるため、 区間の組 $(_{-1’ 2}^{-}-(j1)--(j2)\ldots,--(j_{N}))-,-N\in(\mathbb{R}^{2})^{N}$ を指定するのに、単に

添字の組 $(j_{1}, j_{2}, \ldots, j_{N})$ を用いることにする。

イデアル $\mathcal{I}$ が零次元かつ根基である場合には、 $\mathbb{C}^{N}$ における $\mathcal{I}$ の真の零点はすべて単純

(重複なし) である。 さらに、 定理 3により、真の零点はん N $(u_{N})$ の零点と 1対 1に対応す

るし、 しかも、容易に分かるように、分離係数 $\alpha_{i}$ が複素分離元与える、すなわち (命題 4)

が成立している、場合には、 $\mathcal{I}$ の実零点も $u$ の実零点に 1対 1に対応する。 1)

これにより次の命題を得る。

命題 5 $\mathcal{I}$ が零次元かつ根基であるとする。 さらに、分離係数 $\alpha_{i}$ 達が複素分離元を与えるも

のとする。 すると、組 (il, $j_{2},$ $\ldots,j_{N}$ ) が $\mathcal{I}$ の実零点であることの必要十分条件は、 $h_{N}(u_{N})$

のある零点が区間 $\Psi(j_{1}, j_{2}, \ldots, jN)$ すなわち、 $\Psi(_{-1}^{-(j)}-1,---(2’---(jN))j2)\ldots,N$ に落ちる (含まれる)

ことである。

1)分離係数条件が成立していても、 $\mathcal{I}$ の複素零点が $u$ の実零点に対応する場合がある。 イデアルが根基ならば、
そのような事態が生じているか否かを確かめることは命題 4により可能で、生じている場合には $\alpha_{i}$ を変更すれ
ばよい。
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$h_{N}(u_{N})$ の実零点は精度保証さえあれば数値的に求めても良いが、必ずしも計算量的に

有利とは即断できない。本論文では、 $h_{N}(u_{N})$ の零点も区間で求めることになるのでつぎ

の命題のほうがより実際的である。

命題 6命題 5と同様 $\mathcal{I}$ が零次元かつ根基であるとする。 さらに、 分離係数 $\alpha_{i}$ 達が複素分

離元を与えるものとする。すると、組 $(j_{1}, j_{2}, \ldots,j_{N})$ が $\mathcal{I}$ の実零点であることの必要十分

条件は、 ん N $(u_{N})$ の零点を唯–含むある区間 $v$ が存在し、 $\Psi(j_{1}, j_{2}, \ldots, j_{N})$ と共通部分をも

ち、 かつ、 これ以外の組み $(j_{1}’, j_{2}^{J}, \ldots, j\prime N)$ の像 $\Psi(j_{1}’, j’2’\ldots, j_{N}’)$ とは共通部分を持たないこ

とである。

もし、 $v$ の区間幅を $\Psi$ による超直方体達の像 $\mathrm{U}_{N}$ の最小の区間の間隙 $G_{u_{N}}$ より小さく

取るならば、 $L(v)$ か $R(v)$ のどちら力\vdash 方がある像 $\Psi(j_{1},j2, \ldots,j_{N})$ に含まれることを確

認するだけでもよい。

3.3 分離係数条件

ここで分離係数 $\alpha_{i}$ の存在について吟味しよう。

方程式の実以を求める目的で分離写像を使う際には、 各変数 $x_{i}$ についての区間 $\mathrm{X}_{i}$ とは

各変数の満たす最小多項式 $\phi i(x_{i})$ の実根を唯–含む区間のことになる。今、 $\psi_{i}$ を作る、す

なわち $\alpha_{i}$ を決める段階を考えよう。

まず、、 式 (28) に現われる区間の幅 $W_{x_{i}}$ は、 例えば Sturm列を使う方法などによって、

必要に応じていくらでも小さく取ることができることは明らかである。

方、 式 (28) の $G_{x_{i}}$ は根を含む区間の間の間隙の最小値であるから $W_{x\iota}$ を小さくとる

とき増加して行き、 変数 $x_{i}$ の最小多項式 $\phi i(x_{i})$ の根の差の最小値に近付く。

このとき、 式 (28) の $S_{u_{i-1}}$ と $G_{u_{i-1}}$ はすでに定まっているままで遡って変更する (つま

り $W_{x_{i-1}}$ を小さく取り直すことをしない) とすれば、式 (28) の左辺は正の–定値に近付き、

右辺は任意に大きくできることが分かる。

このことから、 $x_{i}$ の最小多項式 $\phi_{i}$ の根の存在区間を必要に応じて小さくとることで、

式 (28) を満足する $\alpha_{i}$ をいつでも、特に正整数の中から、見付けるようにすることが可能

である。

さらに、 そのような正整数 $\alpha_{i}$ で複素分離元を与えないものは定理 3により高々有限個

であるので、必要に応じて $W_{x-1}$, を小さく取ることにより、分離写像を与えかつ複素分離

元を与える分離係数 $\alpha_{i}$ を見付けることができる。
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3.4 アルゴリズム

これまで考察したことがらを用いて零次元根基イデアルの実零点を求めるアルゴリズム
が構築できる。

アルゴリズム 7
入力: 多項式の集合 $\mathcal{F}=\{f1, f_{2}, \ldots, f_{\Gamma}\}\text{、}$ および区間幅の上限 $\epsilon$ . ただし ideal $(\mathcal{F})$ は零次元

根基イデアル.

出力: 実零点を丁度 1個含む $R^{N}$ の超直方体 $\{(_{-1}^{-(j_{1})}-,---(2’--j2)\ldots,-(nj_{N}))\}$ . の集合.

Step 1 $\mathcal{F}$ のグレブナ基底 $G=\mathrm{G}\mathrm{B}(F)$ を求める。

Step 2 $G$ を用い、 各 $i$ について $x_{i}$ の最小多項式 $\phi_{i}(X_{i})$ を求める。

Step 3各 $i$ について $\phi_{i}(X_{i}))$ の実根を精度 $\epsilon$ 以下の区間幅で求める。

Step 4分野係数条件 (28) が成立するように分離写像 $\Psi$ を求める。 この際、必要であれば

精度をあげるために Step 3に戻る。

Step 5 $u=\Psi(X_{1}, X2, \ldots, X_{N})$ とし、 $u_{N}$ の最小多項式ん N $(u_{N})$ を求める。

Step 6ん N $(x_{N})$ の明解を区間で求め、解の判定により (Step 3) で求めた各変数の根区間の

どの組合せが真の根になっているか決定する。

注意 8(1) $\mathcal{I}=\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{l}(\mathcal{F})$ が零次元かどうかは (Step 1) の結果のグレブナ基底 $G$ により判定

できる。 また、 $1\in G$ の場合は「解なし」 と決定できる。

(2) (Step 2) で得られる各変数に対する最小多項式 $\phi i(x_{i})$ の既約因子を $g_{i}(Xi)$ としたと

き、 多項式集合 $G\cup\{g_{1}(x_{1}), g2(X2), \ldots, gN(X_{N})\}$ が生成するイデアルは素イデアルで、特

に根基となる。 これらの組合せのすべてを改めてアルゴリズムの入力としてやれば、 入力

イデアルが根基でない場合にも対応できる。

(3) さらに、 $G$ を用いて $\dim \mathbb{Q}^{\mathcal{I}}$
が容易に分かるので、 (Step 5) で計算するん N の次数が

この
$\dim \mathbb{Q}^{\mathcal{I}}$

に–致するかどうかで、分離元であることの確認ができる o そうでな力 $\mathrm{a}$つた

場合にも (Step 4) に戻ればよい。

4 実例

以下の実行例に用いた計算機環境はつぎのとおりである。

計算機: $\mathrm{F}\Gamma \mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{D}4.2/\mathrm{p}_{\mathrm{e}\mathrm{n}}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}800\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}/256\mathrm{M}\mathrm{B}\mathrm{y}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{y}.//$ソフト: $\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}2\mathrm{o}\mathrm{o}0.//1$ 変数

多項式の求解アルゴリズム: Hilano’s Code. cf. Hilano, T., Finding Real Zeros of Polynomial

with Rational Coefficients.
上記タイミングデータ採取時の分離写像は次の表のとおり。
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表 6: Katsura-N $(\mathrm{N}=4,5,6)$ のタイミングデータ

許容誤差 $<10^{-50}$ , 時間単位: CPU(秒)+GC(秒)

$,\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\not\in}\text{各}\tau \text{数}\acute{\grave{\mathrm{x}}}_{J}\text{最_{}\mathit{0}}’\rfloor\mathrm{a}\text{多_{}\mathrm{I}\mathrm{s}}\prime \text{式}0_{2}138^{/1}+\mathrm{o}_{0}0_{3}3-\hslash\prime \text{個}\mp^{\mathrm{J}}\text{数}/_{\mathrm{E}\hslash^{7}\eta_{5}}\text{ノ}\backslash \text{像}\sigma)J\text{各変数})\text{求解_{}X^{\backslash }0}0450+\mathrm{o}0_{5313}8266014871698+89\mathrm{o}_{7}\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{o}_{\mathit{0}\supset}\mathrm{b}\mathrm{n}\text{離}\chi \text{写像^{}\wedge}\text{解の}\backslash \#\text{最}’\rfloor\backslash \mathrm{e}\mathrm{r}_{\mathit{0})}\text{多_{}\mathrm{I}}’\S_{\backslash }\rfloor’i\mathrm{E}^{\mp^{\mathrm{J}}}06^{+}+0156325+0515+8\text{基構成}00_{2}44+0080079^{+}+00420_{1008^{/6}3}]76+005\Gamma\hat{\mathrm{R}}\mathrm{o}\text{数}12616/323240101+02400_{87}240_{1}]272725^{+}+0701+0227751546122931810+4369++23857469$

$\wedge^{-}\mathrm{g}_{\mathrm{p}}^{\equiv}+\text{算}\mathbb{H}7\mathrm{B}5$ $|$ 1.023+0.599 $|$ 7.012+3.847 $|$ 65.19+25.33

表 7: Katsura-N $(\mathrm{N}=4,5,6)$ の分離写像

5 結言

分離写像を用いて連立代数方程式の田鰻を指定された絶対誤差の範囲で求めるアルゴリ
ズムを提案してきた。今回は根の判定を改良し、 1変数多項式の根の分離および精密化に

Hilano の Code を用いて高速化を行った。 厳密には分離写像が複素分離元を与えない場合

のチ\supset iックが必要であるが、 プログラムには未反映である。根の判定や精度の上げ方につ

いてはまだいくつかの代替案が考えられる。 これらについては今後検討したい。
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