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1 はじめに

連立代数方程式の解を高精度で求めることは、応用数学分野の長年の夢の一つであった。
1変数代数方程式には— $=$一トン法に基づく高精度の数値計算法が広く用いられているが、

多変数連立代数方程式に対しては、 連続変形法が知られている程度である。 –方で、多変

数連立代数方程式を解く必要のある問題は、 ロボット工学、計算機支援設計、制御工学な

どの分野で多く提出されつつある。 これらの問題の特色は、

1. 問題が大規模のものが多く、方程式が良条件か否かの判定や解の挙動がわからない。

2. 構成する代数方程式の係数が浮動小数であったり、パラメータであったりする。解
が近接しているか否かや、解が $0$ 次元であるか否かさえ不明な場合が多い。 このた

め、 この種の問題に、無批判的に数値計算で解を求めようとするのはきわめて危険

である。

そこで、 多変数連立代数方程式の解を記号計算で求めようという試みがなされている。与

えられた多変数連立代数方程式は記号的に三角化され、高精度に求めた 1変数代数方程式

の解を順に代入し、最終的にすべての解を求める。方程式の三角化に用いられる方法は、

グレブナ基底によるものが中心であり、その高速化も研究されている $[]]$。また、 ascending
set を取り出すことにより三角化を達成する characteristic set の方法 [2](以下、Wu’s method
と呼ぶ) が有力であり、 これらの優劣はまだ定まっていない $[3]_{0}$
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$\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$ methOd の数式処理システムへのインプリメントは Maple 上で行われている [4]。本

研究では、 これをを改良し、 $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{r}$ にインプリメントする。 さらに、 連立代数方程式の

解が必要な問題への対応を考え、浮動小数係数の場合にも、 $\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$ methOd による三角化を

可能なように拡張する。 この場合、 $\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}_{\mathrm{o}\mathrm{d}}$ の計算途中に必要な擬除算を行う場合に、

近似 $\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}[5]$ の導入が必要になる。 以下、 まず $\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$ methOd の $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{r}$ へのインプリメン

ト及びグレブナ基底によるものとの比較を行う。 次いで、 $\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}_{\mathrm{o}\mathrm{d}}$の浮動小数化を 2

つの方法で行う。 その第–は、 単純に擬除算部分に近似 GCD を導入したものであり、第

二は安定化理論 [6] による浮動小数化である。 最後に、 両者の比較などを行う。

2 Wu’s methodのアルゴリズム
$\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$ methOd は 2つのブロック $(\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t},\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t})$ に分けられる。 これらの過程を交互に反

復し、以下のように連立代数方程式を三角化する。

$\{$

$f_{i}(X_{1},$ $X_{2},$ $\ldots,$ $x_{n})=0$

$f_{2}(X_{1},$ $X_{2},$ $\ldots,$ $x_{n})=0$ $arrow$

.

$f_{n}(x_{1},$ $X_{2},$ $\ldots,$ $x_{n})=0$

$\{$

$f_{1}(x_{1})=0$

$f_{2}^{\sim}(x_{1},$ $x_{2})=0$

:
$f_{n}^{\sim}(x_{1},$

$x_{2},$ $\ldots,$ $x_{n})=0$

入力 (多項式集合) 出力 (特性多項式集合)

ここで、 PS, $Cs,$ $RS$ は多項式集合である。 その他の記号は、

$\bullet$ lvar(Pi),ldeg(P�),ini(Pi):各々乃の主変数、 主変数の次数、 主係数

$\bullet$ ascending set:以下の条件を満たす多項式集合

- $]_{\mathrm{V}\mathrm{a}}\mathrm{r}(p_{1})<1_{\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}(}p_{2})<\cdots<1\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(p_{n})$

$-$ 勉における 1Var$(p_{i})$ の次数 $<$ 物における $1_{\mathrm{V}\mathrm{a}\Gamma(}p_{i}$) の次数の時 $i<j$

である。 $\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$ methOd のアルゴリズムは次ぎのように書ける。

アルゴリズム 1($\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$ methOd)

入力: 多項式集合 $PS$

出力:Characteristic Set $CS$

stepl $CSarrow b_{\mathit{0}SS}et(Ps_{)}$ : $PS$ から aSCending Set を取り出す

step2 $RSarrow remsef(Ps,cS)$

1. $RS$ を空集合とする.
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2. 各 $r_{i}=pi\in PS$ に対し次の式を求める.

$\bullet$ 各 $c_{j}\in CS$ に対し $r_{i}=prem(r_{i,j}C)$ を求める.

$\bullet$ 得られた $r_{i}$ を $RS$ に加える. $RS=Rs\cup\{r_{i}\}$

ここで, Prem は擬除算による擬剰余を表す.

$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{p}3$ 零判定 : if($RS$ が空集合) then Return $CS$

else $PS=PS\cup RS$

Step 1に戻る

3 $\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$ methOdのインプリメントとグレブナ基底計算
$\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$ methOd の $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}_{\mathrm{S}}\mathrm{i}\mathrm{r}$ へのインプリメントは、Maple 上でのインプリメント [4] を参考

にして行った。数式処理システムの相違による問題点に対しては、以下のように対応した。

1. 多項式の表現方法
Maple では単項式ごとの和で表現するが、 $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$ では主変数の次数により表現す
る。 単項式ごとの表現が可能な分散表現多項式に変換したうえで処理を行う

2. いくつかのシステム固有の関数
集合 $ex^{p}r$ の $i$ 番目の要素を取り出す関数 $\mathrm{o}\mathrm{p}$ ($i,$ eXpr) 等の関数は、新しく作成し直

した。

インプリメントした $\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$ methOd を $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$ 上でグレブナ基底によるものと、計算速度

の面で比較した。 例 1 $1_{\text{、}}$ 2の連立代数方程式は、いずれも $0$ 次元の解を持たず、有限次
元の解を持つものである。 なお、 計算は DEC ALPHA $433\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{Z}\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{y}:128\mathrm{M}\mathrm{B}$ によった。

例 1 : $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}[a,b,C, d, e, f]$ 例 2: $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}[a, b,c, d, e, f,g]$

$\{$

$ab+ce+f+4=0$
$a+bc+c^{2}+d+e+f^{2}=0$

$a+a^{2}+b^{3}cf+cd+ce=0$

$3a+3b+b^{2}f+4cd^{2}+e^{2}+12=0$

$\{$

$a+b+c+d+e+f+g=0$
$a+cd+e^{2}+4bg+12=0$
$fg+a^{3}+a^{2}b+cd+ed=0$

$3a+b+3dg+4c+e*c+12=0$

以上より、本論の $\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$ methOd のインプリメントは正しく行われており、特に有限次元の

解を持つ連立代数方程式のいくつかにつては、 グレブナ基底によるものより、 はるかに高

速に三角化を行うことが可能であることがわかった。
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4 浮動小数でのWu’s method

浮動小数係数の連立代数方程式を $\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$ methOd を用いて三角化することを考える。整数
や有理数のような正確な係数の場合に対して上で述べた $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$ 上へのインプリメント

を浮動小数のような不正確な係数を持つ連立代数方程式の場合へ拡張するためには、 $\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{s}$

methOd のアルゴリズムにおける擬除算中の GCD 計算を近似 GCD 算法 [5] に置き換え、

微小項をしきい操作で無視する方法と、各係数をその中心値と許容誤差による円盤型区間
数であるブラケット係数にし、 この係数の書き換え規則を利用し、計算桁数を増加させっ

っ正しい結果への収束を試みる安定化理論 [6] による方法とである。 ここでは、 これらを
$\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$ にインプリメントし比較する。 なお、インプリメントに際し、係数の区間数は矩

形型区間数を用いた。 したがって、 安定化理論におけるブラケットに対応する区関数は、
区間の上限と下限で示している。 正確な代数計算とは異なり、 このような数値数式融合の
ハイブリッド計算では、浮動小数係数のようなある種の近似計算における計算誤差の評価
を行う必要がある。 そこで、 まずWu’ methOd の浮動小数化による誤差評価を行う。

4.1 浮動小数 $\mathrm{W}\mathrm{u}’ s$ methOd の誤差評価

浮動小数係数の場合に、誤差を考慮すべき点は Step2の擬除算においてである。Wu’s
methOd で用いる擬除算は

$I^{1+1\deg}(f_{1})-\mathrm{l}\deg(f2)f1=f_{2}Q+R$

と書ける。 ここでの各記号は以下を表す。

$\bullet$ $f_{1},$ $f_{2}$ : $X=(x_{1}, \cdots, x_{n})$ の正確な係数の浮動小数係数多項式

$\bullet$ $I,Q,R$ : 各々 $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(f_{2})_{\text{、}}$ 擬商、擬剰余

このとき、不正確係数の多項式 $F_{1}(X),$ $F_{2}(X)$ を考えると

$F_{i}(X)=f_{i}(X)+\epsilon fi(X)$ , $i=1,2$

であり、 $\epsilon_{f_{i}}(X)$ は $F_{i}$ に含まれる微小誤差項である。
このとき、 $F_{1},$ $F_{2}$ の擬除算は以下のように示すことができる。

$\overline{I}^{1+1\mathrm{d}]}\mathrm{e}\mathrm{g}(f1)-\deg(f_{2})F_{1}=F_{2}\tilde{Q}+\tilde{R}$

ここで、 $\tilde{I}$ (は $\tilde{I}=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F2)=I+\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(\epsilon_{f_{2}})$ と表される。

擬剰余の誤差評価 $\delta R$ を $\delta R=||\tilde{R}-R||$ とする。 2つの入力多項式の差、 $1+\mathrm{l}\deg(f1)-$

$\mathrm{l}\deg(f2)$ が十分小さく、以下を満たす場合を考える。

$||f_{1}||\approx||f_{2}||\approx||Q||\approx 1$ , $||\epsilon_{f_{1}}||\approx||\epsilon_{f_{2}}||\approx||\tilde{Q}-Q||\approx\epsilon$
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この場合、誤差 $||\delta R||$ は、 $||\delta R||\approx\epsilon$ となる。 以下に例によって上の評価の正しさ示す。

例 3

$\{$

$F_{1}$ $=$ $(1+\epsilon_{11})x^{2}+(1+\epsilon 12)z+(1+\epsilon_{1}3)$

$F_{2}$ $=$ $(1+\epsilon_{21})xy+(1+\epsilon_{2}2)$

$F_{3}$ $=$ $(1+\epsilon_{31})x+(1+\epsilon 32)z$

prem$(F_{1},F_{3})$ に着目する。 このとき $I=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F_{3})=1$ , $1+1\deg(F_{1})-1\deg(F_{3})=1$ と

なり上の条件を満たす。 $||\epsilon_{i^{j}}||=O(\epsilon)$ とすると, $F_{4}=x^{2}-X+1+O(\epsilon)$ となり、誤差

$||F_{4}-f_{4}||=O(\epsilon)$ となる。

ここで、 $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(f_{1})$ と $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(f_{2})$ が最大公約数 (GCD) を持つ場合の擬除算を考える。最大公約数

を持つ場合、擬除算内で近似 GCD を用いるので、そこでの誤差評価も行う必要がある。 こ

こではまず係数が正確な場合について考える。 このとき以下の関係式を導くことができる。

$g=\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(f1), \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(f_{2}))$ , $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(f_{1})=\tilde{f}_{1}g$ , $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(f_{2})=\tilde{f}_{2}g$ .

ここで、 $\overline{f}$ は GCD との積が $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(f)$ となる多項式を表す。 以上から主係数 $I$ は

$I=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(f_{2})/g=\tilde{f}_{2}$

となる。次ぎに係数が不正確な場合について考える。 このとき、GCD は精度が $\epsilon$ の Ochi et al.

による多変数近似 $\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}[5]$ を用いる。上と同様に次式を得る。ここでの、 $\mathrm{a}\mathrm{p}_{\mathrm{X}\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}}(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F_{1}), \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F2);\epsilon)$

は浮動小数係数の多項式 $P^{Q}$, の精度 $\epsilon$ の近似 GCD を表す。

$\{$

$G$ $=$ apxCCD $(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F_{1}), \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F2);\epsilon)$

$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F_{1})$ $=$ $\overline{F}_{1}G+\delta \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F_{1})$ , $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F_{2})=\tilde{F}_{2}G+\delta \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F_{2})$ ,
$||\delta \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F_{1})||$ $=$ $O(\epsilon)$ , $||\delta \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F_{2})||=O(\epsilon)$

以上から浮動小数係数等不正確な係数の場合は、 主係数 $\tilde{I}$ は次のようになる。

$\tilde{I}=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}(F2)/G=\tilde{F}_{2}$

ここで、 $||g||\approx 1$ かっ $||G-g||\approx\epsilon$ という条件の場合を考えると、最大公約数を持つ場合

の主係数の誤差は以下のようになる。

$||I-\tilde{I}||=||\tilde{f}_{2}-\tilde{F}_{2}||\approx\epsilon$

42 Wu’s methOd の近似 GCD の導入

入力の多項式集合の係数を浮動小数にした場合に、 2で述べた Wu’s method のアルゴリ

ズムのインプリメントにおいて注意すべき点は、
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1. 関数等を浮動小数を許すように書き直す。

2. 剰余多項式の集合 $RS$ を求める場合に、 remSet$(PS,CS)$ の計算に注意する。

1. の修正は当然であるが、 2. に関しては、擬除算の演算で浮動小数を許すと、正確な GCD
を近似 GCD で置き直す必要が生じる。 そこで、 アルゴリズムは次ぎのようになる。

アルゴリズム 2(浮動小数係数の Wu’s methOd)

入力: 多項式集合 PS, $\epsilon$

出力:Characteristic Set $CS$

stepl $CSarrow basset(Ps_{)}$ : $PS$ から aSCending Set を取り出す

step2 $RSarrow ap_{X-\Gamma}emset(Ps,cs,\cdot\epsilon)$

1. $RS$ を空集合とする

2. 各 $r_{i}=p_{i}\in PS$ に対し次の式を求める

$\bullet$ 各 $c_{j}\in CS$ に対し $r_{i}=apx- prem(ri, C_{j} ; \epsilon)$ を求める

$\bullet$ 得られた $r_{i}$ を $RS$ に加える $RS=Rs\cup\{r_{i}\}$

ここで, $apx- p^{\gamma}em$ は近似 $GCD$ を用いた擬除算を表す

step3零判定 : if($RS$ の要素 $r_{1}$ が $||r_{i}||<\epsilon$ を満たす) then Return $CS$

else $PS=PS\cup RS$

Step 1に戻る

アルゴリズム 1と比較すると、 Step2での GCD 演算が近似 GCD になったいる他、 Step3
での零判定がしきい値 $\epsilon$ のしきい操作になっていることに注意する。

実際に浮動小数係数の Wu’s methOd を用いた計算例を以下に示す。
例 4: $\epsilon=0.001$ , 変数順序 $x\prec y$

$\{$

1 $=$ $(x-y)(x+1)(x^{2}+y^{2}-1.001)$

$=$ $(x-y)(x+1)(x^{2}+y^{2}-1)+0.001g(x, y)=fi+0.001g(x, y)$

2 $=$ $(_{X}-y)(_{X}22-y4+)=f2$

出力 :Characteristic Set $CS$

不正確な入力 : charSetS $(F_{1,2}F)$ $=$ $-2.999X^{2}+(2.999y-2.999)_{X+}2.999y$

正確な入力 : charsets $(f_{1}, f_{2})$ $=$ $-3_{X^{2}}+(3y-3)_{X+3y}$

このときの誤差は次のようになる。

charsets $(F1, F2)-\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}_{\mathrm{S}(}f_{1},$ $f_{2})=-0.001(x^{2}-(y-1)_{X}-y)=0.001g(x, y)$ .
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4.3 安定化理論による $\mathrm{W}\mathrm{u}’ s$ methOd の浮動小数化

上で述べたような、 GCD 演算を近似 GCD 演算で置き換え、零判定操作をしきい操作で
対処する方法は、浮動小数係数の連立代数方程式に対する三角化を可能にする。 しかし、 し

きい値選択のあいまいさが残されているので、次ぎに安定して零判定が行えるよう、安定化
理論 [6] を用いてWu ’

$\mathrm{s}$ methOd の浮動小数化を行う。安定化理論を用いると $\mathrm{Z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}-\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}^{\mathrm{g}}$

により、 多項式の次数が大きくなり誤差が動的に変化しても零判定を安定して行うことが
可能となる。

なお、インプリメントにおいては、多項式の係数を矩形型区間数で表現している。剰余多項
式 $RS$ を求める Step2において、 apx-remset, $\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{X}^{-}}\mathrm{P}^{\mathrm{r}}}\mathrm{e}\mathrm{m}$ 等を区間数演算による interval-remset,
interval-prem等に置き換えている。 $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{l}-\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ においては、区間数係数の近似 GCD を求
める必要がある。 この概念と計算の実際は、文献 [7] にあり、 多項式剰余列が $0$ になり計

算が停止するべき場合には、 $0$ を含む区間数が求まることが示されている。安定化理論は、
この点をさらに理論的に正当化している。
安定化理論の Wu’s methOd のアルゴリズムは以下の通りである。

アルゴリズム 3(安定化理論の $\mathrm{W}\mathrm{u}’ s$ methOd)

入力: 多項式集合 PS(区間数係数)

出力: CharaCteriStic Set $CS$

$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}$ $CSarrow baSsef(Ps)$ : $PS$ から ascending set を取り出す

step2 $RSarrow interval-\gamma emSet(Ps,Cs)$

1 $RS$ を空集合とする

2. 各 $r_{i}=p_{i}\in PS$ に対し次の式を求める

$\bullet$ 各 $C_{j}\in CS$ に対し $r_{i}=inte\Gamma val-prem(ri, cj)$ を求める

$\bullet$ 得られた $r_{i}$ を $RS$ に加える $RS=Rs\cup\{r_{i}\}$

ここで, $interval- p\gamma em$ は区間数の擬除算を表す

$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{p}3$ 零判定 : if($RS$ が空集合) then Return $CS$

else $PS=PS\cup RS$

step 1に戻る

なお、 Step2内の擬除算部での GCD を近似 GCD をさらに区間数の入力に変更したもの
に置き換え、 Step3での零判定は $\mathrm{Z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}- \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{W}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ により誤差の処理を行っている。
実際に安定化理論の $\mathrm{W}\mathrm{u}’ \mathrm{S}$ methOd を用いた計算例を以下に示す。
例 5
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入力多項式 $(X\prec y\prec z)$

$PS=\{$

$p_{1}=[0.999,1.001]x^{2}+[0.998,1]z+[1$ ,1.001 $]$

$p_{2}=[0. , 1.001]xy+[0.999,1]$

$p_{3}=[1,1.001]x+[0.999,1]z$

stePl Basset $CS=\{p_{2},p_{3}\}$

step2 Remset

prem$(p1,p3)$

$=[0.998001, 1.001]_{X^{2}}-[0.998,1.\mathrm{o}\mathrm{o}1]X+[0.999,1.001]=p4$

prem$(p_{4},p_{2})=p_{4}$

$RSarrow p_{4}$

Step3零判定 Remset$(PS, Cs)$ は零でない $arrow PS=\{p_{1},p_{2,p_{3,P4}}\}$ , stepl へ

出力 ChafacteriStiC Set $CS$

$\{[0.998001, 1.001]x^{2}-[0\cdot 998,1.001]x+[0.999,1.001]$ ,

$[0.999, 1.001]xy+[0.999,1],$ $[1,1.001]x+[0.999,1]z\}$

5 むすび

以上述べてきたように、本論ではWu ’
$\mathrm{s}$ methOd を $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$ にインプリメントし、連立

代数方程式を安定に解くために、 多項式集合の三角化を行った。最終的に三角化された多

項式中に出現する 1変数多項式の解は、良条件の場合は問題なく高精度で数値的に求める

ことが可能であり、悪条件の場合にも、近似 GCD 演算等を経由して求めることができる。

特に、解が $0$ 次元でない有限次元の場合は、 グレブナ基底ではうまく計算できない場合に

も、 十分な速度で三角化が可能であることを具体的な例を通して示した。次に、 二通りの

方法で、浮動小数係数の連立代数方程式に対する Wu ’
$\mathrm{s}$ methOd をインプリメントし、比

較した。 それらは、Wu ’
$\mathrm{s}$ methOd で剰余多項式を求める場合に

1. 擬除算演算を近似 GCD で置き換え、 かつ零判定をしきい操作によるもの

2. 擬除算演算を区間数係数の近似 GCD で置き換え、零判定は桁数を増加させながら反

復計算する安定化を採用するもの

である。連立代数方程式が大規模になると、 しきい操作の場合は、厳密にしきい値を設定す

ることが困難になる–方、安定化理論を用いると零判定は問題なく行える。 浮動小数係数

の連立代数方程式を高精度で安定して解く必要は、今後ますます増加するものと思われる。

本論の方法を、 さらに高速化することや、誤差評価の–層の進展等が必要な課題である。
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