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要旨

近年，機械構造物やマイクロメカニズム，電磁波利用デバイス等の様々な構造の設計において，構造最適化

法を用いた最適設計が注目を集めている．本論文では，様々な機能を有する構造物の最適設計に適用すること

を目的とした構造最適化に関する研究を扱う．即ち，構造の表現方法に関する基礎研究及び，特定の機能の最

適化を目標とした構造最適化法の構築の応用研究に関して述べる．以下，各章の概略を示す．

序章では，本論文の研究対象である構造最適化法について，その分類及び方法論の詳細について述べる．即

ち，構造最適化をパラメトリック形状最適化とジオメトリック形状最適化，トポロジー最適化に分類し，それ

ぞれの定式化について述べる．さらに，近年提案された，ジオメトリック形状最適化の一種である，レベル

セット法に基づく形状最適化について述べる．

第二章では，序章で述べたレベルセット法に基づく形状最適化と同等の性能を，高い安定性で実現するため

の方法として，フェーズフィールド法に基づくオイラー型形状最適化法を提案する．

第三章では，トポロジー最適化の応用として，一般的にロードセルと呼ばれる単軸荷重変換器及び，ロボッ

トマニピュレーション等に使用される多軸荷重変換器を対象として，高感度，高精度の測定を実現可能なセン

サ構造を創成するための構造最適化法を提案する．第四章では，機械構造の構想設計支援技術としての構造最

適化について論じ，構想設計支援を目的とした，フレーム要素，パネル要素等の離散構造要素を用いた構造最

適化法を提案する．

第五章では，第四章で提案した離散構造要素を用いた構造最適化法の応用研究として，特定の周波数帯の弾

性波を透過させないバンドギャップ構造の創生を目的とした，構造最適化法を提案する．

以上の検討を通じ，機能構造創成設計における構造最適化の有効性を示す．
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1 序章

1.1 導入

本論文では，様々な機能を有する構造物の最適設計に適用することを目的とした構造最適化を研究対象と

し，構造の表現方法に関する基礎研究及び，特定の機能の最適化を目標とした構造最適化法の構築の応用研究

を行う．それぞれの研究の詳細については第二章以下で述べ，序章では，それらの研究の基礎となる，構造最

適化の既存方法について詳細に記述する．即ち，構造最適化の分類及び，それぞれの方法論の詳細について述

べる．

1.2 構造最適化の分類

構造最適化においては，ある特定の目的，例えば剛性の最大化や熱伝導特性の最大化，固有振動数の最大化

に対し，最適となる構造を導出することを目的とする．最適化の目的とする評価指標は，目標関数として定式

化され，それぞれの問題に関する支配方程式を解くことで導出される．最適構造には，目的に応じて許容され

る空間が設定され，それを満たすように，最適化の過程でその値が変化する設計変数が設定される．これら

を，構造最適化を行う際の一般的な手順としてまとめると，以下のように表される．

1. 構造の性能評価のための数学モデルの構築（線形弾性問題，固有振動数問題，熱伝導問題等）

2. 最適化の目標関数の決定．（剛性の最大化，固有振動数の最大化，特定箇所の変位の最大化等）

3. 構造最適化法の決定及び設計変数の決定．（寸法最適化，形状最適化，トポロジー最適化等）

構造最適化は，最適化の過程で許容される設計変更に基づき，工学的には以下のように分類されるのが一般

的である．

1. 寸法最適化　与えられた初期案に対し，その形状を表現する各種寸法諸元の最適化を行う．

2. 形状最適化　与えられた初期案に対し，領域形状を寸法緒言で離散的に表現されるものと解釈するので

はなく，スプライン関数等で滑らかに表現されるものとし，その領域形状を表現する滑らかな関数に対

して最適化を行う．

3. トポロジー最適化　構造外形の滑らかな表現は形状最適化と等しいが，外形のみならず，穴の数等の形

態も最適化する．

寸法最適化では，フレームの断面形状やプレートの厚さ，機械製品の特定の寸法等，定められた形状の寸法

を最適化することを目的としているため．最適化を通じて設計対象の幾何形状を大きく変更することは難し

い．しかし，既存設計案の改善といった目的には適しており，機械製品，建築構造物，船舶等の設計において

広く活用されている．形状最適化では，設計領域の連続した境界を変化させ，最適な境界形状を得ることを目

的としている．寸法最適化と比較し，設計案の抜本的な変更が可能であるため，最適化による大きな性能向上

が期待できる．また，最適化において外形が明確に定義されるため，その形状に制約を与え，製造要件等も最

適化の目的，あるいは制約として考慮することが可能である．ただし，最適化過程で設計案に穴を空ける等の

形態変化を行うことはできない．一方，トポロジー最適化では，設計案の形態変化が可能であり，さらに大き

な最適化の効果が期待できる．しかし，一般的な方法では，最適解は密度分布の濃度が高い領域の集合として

表され，構造が明確に定義されるわけではないため，その最適解から直接設計案を得ることが困難である，ま
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た，外形に関する設計要件を扱うのが困難である等の性質がある．以上のように，各構造最適化法にはそれぞ

れ利点と欠点が存在するため，扱う設計問題に応じて，適切な手法を選択することが重要である．以上の構造

最適化法の包括的な議論に関しては，Hemp[50]，Kirsh[54]，Prager[86]，Rozvany[93]，Rozvanyら [94]が

まとめている．

他方，構造最適化を行う際の各種問題に関する支配方程式は，材料力学に基づき離散化された問題となる一

部の寸法最適化問題を除き，設計対象となる領域における偏微分方程式となる．そして，その偏微分方程式で

支配される領域形状に対し，最適化を行う．これは，上記の分類におけるいずれの手法においても共通である

が，問題によってその解法は全く異なる．これに対する数学的な分類は以下のようになる [2]．

1. パラメトリック形状最適化　領域形状の変更が，偏微分方程式で表される支配方程式の係数変化として

表される場合．（面積が一定のプレートの厚さの最適化，格子が固定されたトラス構造における断面寸

法の最適化等）

2. ジオメトリック形状最適化　領域形状の変更が，偏微分方程式が支配する領域自体の変更として表され

る場合．（構造の外形全体の最適化等）

3. トポロジー最適化　構造の外形のみならず，穴の数等の形態も最適化する場合．

なお，パラメトリック形状最適化は，工学的には寸法最適化と同義で用いられる場合もあり，ここで用いるト

ポロジー最適化は工学的な意味よりも狭義になる．以下，各最適化の数学的扱いについて概略を述べる．

1.3 パラメトリック形状最適化

1.3.1 最適化問題の定式化

パラメトリック形状最適化の代表的な例として，図 1.1に示すプレートの最適厚さを導出する問題が挙げら

れる．

h

Ω

Figure 1.1: Example of admissible design and design variable in plate thickness optimization problem

この問題では，領域 Omegaにおける板圧 hを設計変数とし，最適化を行う．この領域に垂直に荷重が作用

するとして，以下の線形弾性問題を考える．{
−div(A∇u) = f in Ω

u = 0 on ∂Ω
(1.1)

ここで，Aは曲げに関する弾性テンソルであり，板圧 hを用いて，以下のように表される．

A(x) = µh(x)I (1.2)
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ここで，µは弾性定数であり，I は単位テンソルである．さらに，板圧 hには，以下のように厚さの上限値と

下限値に制約が加えられる．
0 < hmin ≤ h(x) ≤ hmax < +∞ (1.3)

これらの式においては，領域 Ωは板圧方向には変化するが，面内方向に関しては一定であり，最適化の仮定で

領域 Ωの変化を考慮する必要がない．領域 Ωの体積が一定であるとすると，この問題において許容される解

の集合 Uad は以下のように表される．

Uad =
{
h(x) : Ω → R such that hmin ≤ h(x) ≤ hmax and

∫
Ω

h(x)dx = h0|Ω|
}

(1.4)

ここで，h0 は領域の総体積を決定する，板圧の平均値である．以上より，目標関数 J の最小化を目的とした

場合の，領域 Ωの板圧最適化問題は以下のように表される．

inf
h∈Uad

J(h) (1.5)

この問題は分布系の最適制御問題における係数最適化問題 [59]と類似しており，いくつかの数学的議論が共

通となる．プレートの厚さの最適化問題に関する初期の研究は，Rossowと Taylor[90]等が挙げられる．しか

し，問題によっては式 (1.5)の定式化で必ずしも解が得られるわけではない．そもそも，この問題には数学的

には最適解が存在しないことが証明されている [73]．それは，Chengと Olhoff[27]が数値計算によって得た

不安定解にも明確に表れている．不安定解は，最大厚さと最小厚さの厚さ分布が繰り返される形状で得られ，

その形状はプレートの厚み分布の離散化度合いによって異なり，唯一の最適解が得られないことを示してい

る．この問題に対して解を得るには，後に説明するトポロジー最適化における均質化法を用いた緩和と似た議

論が必要になる．

1.4 ジオメトリック形状最適化

1.4.1 最適化問題の定式化

ジオメトリック形状最適化問題に関する研究の起源は，1908年の Hadamard[44]の薄膜の基本振動数の最

大化問題に関する研究であると言われている．Hadamardは滑らかな境界を仮定して，境界が法線方向に移動

したときの移動量に関する目標関数の変動量，即ち境界に関する変分を定義した．この，初期形状を与え，そ

の境界が形状感度によって導出された速度で法線方向に移動するという考え方は，変分原理を適用することに

よって，理論的に明確であり，数値計算法としても効果的な優れた方法となる．このジオメトリック形状最適

化の例として，図 1.2に示す領域の最適化問題を考える．
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Ω

ΓD
Γ

Γ

Γ

ΓΝ

Figure 1.2: Example of admissible design and design variable in shape optimization problem

領域 Ωの境界 ∂Ωは以下のように，通常の境界 Γとノイマン境界条件 ΓN，ディリクレ境界条件 ΓD で構成

されるものとする．
∂Ω = Γ ∪ ΓN ∪ ΓD (1.6)

このとき，領域 Ωにおける線形弾性問題が以下のように表されるとする．

−∆u = 0 in Ω
u = 0 on ΓD

∂u

∂n
= g on ΓN

∂u

∂n
= 0 on Γ

(1.7)

ここで，弾性テンソルは簡単のため，単位テンソル I とし，変位ベクトルを uとした．また，領域 Ωの体積

が V0 となるよう制約されるとすると，この問題における許容される設計案の集合は，以下のように表される．

Uad =
{

Ω ⊂ RN such that ΓD ∪ ΓN ⊂ ∂Ω and
∫

Ω

dx = V0

}
(1.8)

以上より，目標関数 J の最小化を目的とした場合の，領域 Ωの形状最適化問題は以下のように表される．

inf
Ω∈Uad

J(Ω) (1.9)

この問題は，設計変数が Ωであり，最適化の過程で式 (1.7)によって支配される領域が変化することになるた

め，一般的に寸法最適化よりも解を得ることが困難になる．この最適化問題の実装方法としては，例えば，境

界 ∂Ω を図 1.3 のように滑らかなスプライン曲線によって表し，そのコントロールポイントを形状感度に従

い，法線方向に移動させることにより，最適化を行う．
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Ω

ΓD
Γ

Γ

Γ

ΓΝ

Figure 1.3: Example of representation of domain by controle points and sprine curve

このように領域 Ωを表現した場合，目標関数及び後述の形状感度導出のため，一般的には式 (1.7)を有限要

素法を用いて解くが，最適化の過程で領域 Ωが変化するため，繰り返し計算ごとにメッシュの再生成を行わ

なければならない．そのため，メッシュの再生成が不要なパラメトリック形状最適化の場合と比較して，計算

量が非常に多くなる．

1.4.2 感度解析

この最適化問題の解法としては，形状微分に基づき感度を導出し，設計変数を勾配法によって更新する方法

が一般的である．ここでは，Muratと Simon[74, 100]の方法に基づき，形状微分を導出する．最初に，領域

Ωについて変換 T を以下のように定義する．

T = (Id + θ), θ ∈W 1,∞(Rd,Rd) (1.10)

これを用いて，領域 Ωを図 1.4のように，領域 Ω0 と変換 T を用いて以下のように表す．

Ωθ = T (Ω0) = (Id + θ)(Ω), θ ∈W 1,∞(Rd,Rd) (1.11)

ここで，Idは単位元を表し，十分小さな θ に対し，(Id+ θ)は Rd 空間における微分同相写像となる．

x

Ω0 ( I d +θ)Ω0

x+ θ(x)

Figure 1.4: Definition of domain transformation

さらに，以下の定義が成り立つ．
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定義 1-1　 Ωにおける J(Ω)の形状微分は，θ → J((Id+ θ)(Ω))を適用した，W 1,∞(Rd,Rd)空間

における 0でのフレッシェ微分となるとする．即ち，以下の式が成り立つと仮定する．

J((Id+ θ)(Ω)) = J(Ω) + J ′(Ω)(θ) + o(θ) with lim
θ→0

|o(θ)|
||θ||

= 0 (1.12)

ここで，J ′(Ω)はW 1,∞(Rd,Rd)空間における連続した線形形式となる．

さらに，古典的な結果に従えば，直接微分 J ′(Ω)はW 1,∞(Rd,Rd)は境界 ∂Ωにおける法線方向のトレース

θ · nにのみ依存するので，以下の補題が成り立つ（図 1.5参照）．

xΩ0

( I d +θ)Ω0 n(x)
θ(x)

x+ θ(x)

Figure 1.5: Variation of a domain by a vector

補題 1-2 Ωを有界な滑らかな開集合とし，J(Ω)を Ωにおける微分可能な関数とする．このとき，微

分 J ′(Ω)は以下を満たす．
J ′(Ω)(θ1) = J ′(Ω)(θ2) (1.13)

ただし，θ1,θ2 ∈W 1,∞(Rd; Rd)は θ2 − θ1 ∈ C 1(Rd; Rd)かつ以下を満たす．

θ1 · n = θ2 · n on ∂Ω (1.14)

補題 1-3 Ωを有界な滑らかな開集合とし，φ(x) ∈ W 1,1(Rd)を定義し，以下のように J(Ω)を定義

する．

J(Ω) =
∫

Ω

φ(x)dx (1.15)

このとき，J は Ωで微分可能で，任意の θ ∈W 1,∞(Rd; Rd)について以下が成り立つ．

J ′(Ω)(θ) =
∫

Ω

div(θ(x)φ(x))dx =
∫

∂Ω

θ(x) · n(x)φ(x)ds (1.16)

補題 1-4 Ωを有界な滑らかな開集合とし，φ(x) ∈ W 2,1(Rd)を定義し，以下のように J(Ω)を定義

する．

J(Ω) =
∫

∂Ω

φ(x)ds (1.17)

このとき，J は Ωで微分可能で，任意の θ ∈W 1,∞(Rd; Rd)について以下が成り立つ．

J ′(Ω)(θ) =
∫

∂Ω

θ · n
(
∂φ

∂n
+Hφ

)
ds (1.18)

ここで，H は ∂Ωの平均曲率であり，H = divnで定義される．
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例えば，目標関数に以下で表される平均コンプライアンスを設定すると，

J(Ω) =
∫

Ω

f · udx+
∫

ΓN

g · uds =
∫

Ω

Ae(u)e(u)dx (1.19)

形状感度は以下のように表される．

J ′(Ω)(θ) =
∫

ΓN

(
2
[
∂g · u
∂n

+Hg · u + f · u
]
− Ae(u)e(u)

)
θ · nds+

∫
ΓD

Ae(u)e(u)θ · nds (1.20)

以上の結果をもとに，目標関数の形状微分を以下のように記述する．

J ′(Ω)(θ) =
∫

∂Ω

vθ · nds (1.21)

ここで，v は式 (1.20) のように目標関数に依存する関数である．この結果をふまえ，θ を以下のように設定

する．
θ = −vn (1.22)

さらに，以下のように領域 Ωを更新する．

Ωt = (Id + tθ)Ω (1.23)

ここで，t > 0は微小な降下幅である．これを式 (1.12)に代入して，

J(Ωt) = J(Ω) − t

∫
∂Ω

v2ds+ O(t2) (1.24)

となるため，このとき，目標関数の減少が保障されることになる．

また，この定式化において，関数 v の滑らかさが保障されていないため，式 (1.22)において，θ が不連続

になる可能性があり，このことが数値計算の妨げになる場合がある．そこで，関数 v の滑らかさを保障するた

め，例えば次式を用いて v を L2 空間上の関数から，H1
0 空間上の関数に変換する方法がある．{

−∆θ = 0 in Ω
θ = 0 on ΓD,

∂θ
∂n = −vn on ΓN

(1.25)

1.4.3 レベルセット法に基づく形状最適化

通常の形状最適化では，設計変数は滑らかな境界であり，その移動によって最適解が更新されるため，一度

それらを定めたら，あくまでもそれらを基準とした形状変更しか行うことができない．そのため，局所最適解

に陥り易く，また，形状の更新の度に有限要素メッシュの再生成が必要なため，計算量が非常に多くなる．近

年，これらの問題を解消した新たな形状最適化法として，レベルセット法に基づく形状最適化が Allaire[5, 6]，

Wang[113]によって提案された．レベルセット法は Osher と Sethian[79]によって平均曲率流の数値計算法

として提案され，現在では数値流体力学，画像処理等の様々な分野における移動境界問題に適用されている．

レベルセット法では，領域の境界が陰関数を用いて表現されるため，オイラー型のメッシュを用いて数値計算

が可能であり最適化の過程で計算量が一定である，穴の消失といった形態の変化が考慮可能である等の利点が

ある．ここでは，Allaire[6]の方法に基づき，レベルセット法に基づく形状最適化について説明する．
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初めに，レベルセット関数を用いて最適化の対象となる領域を表現する．今，弾性テンソルが Aで表され

る材料で構成される最適構造 Ωを含む設計領域 D を考えると，この領域の状態はレベルセット関数で以下の

ように表現される．

ψ = 0 ⇐⇒ x ∈ ∂Ω ∩D
ψ < 0 ⇐⇒ x ∈ Ω

ψ > 0 ⇐⇒ x ∈ (D \ Ω̄)
(1.26)

即ち，レベルセット関数の 0等高線が境界を表し，負になる箇所が最適構造を表し，正になる箇所には構造が

存在しないことを表す．このレベルセット関数 ψ を用いて，領域 Ω の法線ベクトル n は ∇ψ/|∇ψ| と表さ
れ，その曲率 κは divnで表される．nや κは理論的には境界のみで定義可能だが，レベルセット法において

は，領域 Ω全体で定義可能である．ここで，領域 D \ Ω̄に非常に弱い材料が存在すると仮定すると，弾性テ

ンソルは以下のように表される．

A∗(x) = ρ(x)A with ρ =
{

1 in Ω,
10−3 in D \ Ω.

(1.27)

このように，密度関数 ρは構造と非構造に対応する不連続な値となり，中間値は存在しない．

ここで，簡単のため，構造に体積力は作用しないものとし，構造の境界 ∂Dが次のように構成されるものと

する．
∂D = ∂DD ∪ ∂DN ∪ ∂D0 (1.28)

ここで，∂DD はディリクレ境界条件が設定される境界を表し，∂DN は表面力が作用するノイマン境界条件が

設定される境界を表し，∂D0 は表面力が作用しないノイマン境界条件が設定される境界を表すものとする．

以上より，レベルセット関数によって表現される構造における線形弾性問題は，以下のように表される．

−div(A∗e(u)) = 0 in D

u = 0 on ∂DD

(A∗e(u))n = g on ∂DN

(A∗e(u))n = 0 on ∂D0

(1.29)

さらに，この境界が仮想的な時間 tで変化すると考える．最初に，レベルセット関数の定義より，

ψ(t,x(t)) = 0 for any x(t) ∈ ∂Ω(t) (1.30)

この式を tで微分して，領域境界の法線方向の速度を V (t,x)とすると，

∂ψ

∂t
+ ẋ(t) · ∇ψ =

∂ψ

∂t
+ V n · ∇ψ = 0 (1.31)

が得られる．さらに，法線ベクトル nは n = ∇ψ/|∇ψ|と表されるので，レベルセット関数の一般的な支配
方程式であるハミルトン-ヤコビ方程式が以下のように得られる．

∂ψ

∂t
+ V |∇ψ| = 0 (1.32)

このハミルトン-ヤコビ方程式は，最適構造の境界 ∂Ωのみならず，速度 V が求められる領域 D 全体で定義

される．一般に，このハミルトン-ヤコビ方程式は滑らかな解を持たず，解の存在と滑らかさは粘性解理論に

よって議論される．
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以上のレベルセット関数を用いた領域表現に基づき，形状最適化問題を考える．以下の領域最適化問題に

対し，
inf

Ω∈Uad

J(Ω) (1.33)

形状微分を以下のように考える．

J ′(Ω)(θ) =
∫

∂Ω

vθ · nds (1.34)

関数 v は例えば式 (1.20)のように計算される．ここで，法線方向 n，平均曲率 H，状態変数 u及び随伴状態

pが領域D全体で定義されるため，関数 vも領域全体で定義される．Dにおける θを以下のように定義する．

θ = −vn (1.35)

よって，θ の法線成分 θ · n = −v がハミルトン-ヤコビ方程式の移流速度に対応することになり，以下の式が

得られる．
∂ψ

∂t
− v|∇ψ| = 0 (1.36)

この式を解くことにより，レベルセット関数で表現される領域の最適形状が得られる．

1.4.4 形態の変化を考慮した形状最適化

形状最適化においては，構造に穴を開けたりするような形態の変更を行うことは不可能である．最適設計問

題においては，形態の変化によって時に劇的な性能向上が起こりうるため，これは重大な欠点となりうる．そ

れに対し，領域 Ωに関して，図 1.5に示すように穴の数も含めた最適化を行う方法が存在する．

Ω
ΓD

ΓΝ

Figure 1.6: Example of domain hole nucleation is addmisible

第一に，バブルメソッド [34]やトポロジカルデリバティブ [39, 101]のように，領域の最適化の仮定で，あ

る基準を設け，構造中に微小な空孔を生成する方法がある．このトポロジカルデリバティブとレベルセット法

に基づく形状最適化も提案されている [4, 22]．しかし，これらの方法は，最適化過程での場当たり的な手法で

あり，大域的に最適解を求める方法として最適ではない．第二に，領域 Ωを包括するような領域Dを設定し，

D 内に特性関数 χ設定し，それを用いて領域 Ωを表現する方法がある．この方法においては特性関数 χの連

続性は仮定されておらず，形状最適化問題を領域 D 内の材料分布問題として考えることができるため，穴の

生成，消失といった形態変化も実現可能になる．この方法が一般的にトポロジー最適化と呼ばれており，次節

で詳しく説明する．
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1.5 トポロジー最適化

トポロジー最適化法においては，形状の最適化問題が，ある領域内の複合材料の二相最適化問題として表さ

れる．そのうち一相を，弾性問題の場合は極めて弱い，熱伝導問題の場合は極めて熱伝導率の低い材料と仮定

することで，その材料が存在する領域は空孔と見なされる．即ち，構造の形状及び形態はそれらの二相の材料

の境界として表現される．体積制約は片方の材料の総体積に設けられ，その条件化で最も優れた構造を導出す

ることが目的となる．しかし，この条件では，片方の材料が無限小の形状で分布するような構造が最適解とな

りうる．このような，一方の材料の無限小の集合がもう一方の材料内に分布している状態，即ち複合材料とし

てのみ解釈可能であり，その解を最適形状を表すものとして解釈することはできない．このような問題を解決

する方法は二つある．一つは，ペリメータ制約のような，領域の滑らかさや形態に制約を与える条件を加える

こと [8, 43, 84]，もう一つは図 1.7のように均質化法の考え方を用いて，このような微小材料が分布するの複

合材料の性質を数学的に導出し，二相の最適化問題を材料密度最適化問題に置き換える方法である．この操作

により，不良問題を解く方法は，均質化法による緩和 (relaxzation)と呼ばれる．以下トポロジー最適化に関

する最も一般的な解法である均質化法について述べる．

Heterogeneous environment

Homogenization

Efficient environment
(Composite material)

Figure 1.7: Homogenization of a microstructure

均質化法を最適化に導入する最初の試みはフランスで Murat と Tartar[76, 106]，ロシアで Cherkaev と

Lurie[40, 63, 64]，アメリカで Kohn と Strang[56] によって行われた．それらの理論の数値計算法としての

実装は，Givanskyと Cherkaev[40]，Goodmanと Kohn，Reyna[42]，Lavrovと Lurie，Cherkaev[58]らに

よって学術的な問題に対して行われ，1988年 Bendsøeと Kikuchi[13]によって初めて工学的な形状，形態最

適化法として実装された．この方法はその後多くの工学的問題に適用され，発展し続けてきた．

以下，文献 [1]に基づき，線形弾性問題に関するトポロジー最適化について述べる．

1.5.1 特性関数を用いた定式化

領域 Ωにおいて，以下の弾性テンソルAとB を持つ，等方性の弾性体 Aと Bが複合材料として混在して

いるとする．

A = 2µAI4 +
(
κA − 2µA

N

)
I2 ⊗ I2 (1.37)

B = 2µBI4 +
(
κB − 2µB

N

)
I2 ⊗ I2 (1.38)
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ここで，µA と µB は横弾性係数，κA と κB は体積弾性係数，I4 と I2 はそれぞれ，恒等テンソルと恒等マト

リクスである．ただし，各弾性係数には次の関係が成り立つとする．

0 < µA ≤ µB , 0 < κA ≤ κB (1.39)

このとき，ラーメの定数は以下で表される．

λA = κA − 2µA

N
, λB = κB − 2µB

N
(1.40)

ここで，領域 Ω において，相 A が占める位置においては χ(x) = 1 となり，相 B が占める位置においては

χ(x) = 0となる特性関数を導入すると，領域中の位置 xにおける弾性テンソルは以下のように定義される．

Aχ(x) = χ(x)A+ (1 − χ(x))B (1.41)

ここで，両材料間の界面が完全に結合されており，変位，応力等の物理量がその間で連続であると仮定すると，

体積力 f(x)が作用し，境界 ∂Ωが完全固定された場合の，領域 Ωにおける状態方程式は以下で表される．{
−div(Aχe(uχ)) = f in Ω

uχ = 0 on ∂Ω
(1.42)

ここで，uχ(x)は変位ベクトル，e(uχ)は e(uχ) = (∇uχ + (∇uχ)T )/2で表されるひずみテンソルである．

Aχ(x)は L∞(Ω)空間に属し，強圧なので，式 (1.42)は H1
0 (Ω)空間に属する唯一の解 uχ を持つ．ここで，

この構造の性能が以下の目標関数 J によって評価されるとする．

J(χ) =
∫

Ω

[χ(xgA(x,uχ(x)) + (1 − χ(x))gB(x,uχ(x))]dx (1.43)

ここで，gA と gB は位置 xとその位置における変位 uχ(x)のみに依存する関数である．最適構造は J を最小

化する特性関数 χによって表される．代表的な例としては，次式で表される Ωの平均コンプライアンス，即

ち荷重によって成される仕事がある．

J(χ) =
∫

Ω

f(x) · uχ(x)dx (1.44)

ここで，特性関数 χは L∞(Ω; {0, 1})空間に属し，その領域全体での積分が一定の値 VA になる，即ち材料 A

の総体積が VA で制約されるものとする．

inf
χ∈L∞(Ω;{0,1}),∫

Ω χ(x)dx=VA

J(χ) (1.45)

このような体積制約は，変分問題においては，一般的にラグランジュ未定乗数を用いて計算される．即ち，式

(1.45)は一般的に次のように表される．

inf
χ∈L∞(Ω;{0,1})

J(χ) + l

∫
Ω

χ(x)dx (1.46)

式 (1.46) において，いずれのラグランジュ未定乗数においても対応する体積制約 VA の値が存在する．しか

し，その関係は一般的には明確でないため，数値計算においては厳密な体積制約を実現するのは困難である．

式 (1.45)と式 (1.46)で表される問題に関して重要なことは，許容される解においてなめらかさや形態の制

約が全く含まれていないことである．これらの最小化問題について，目標関数 J の極小値に近づく以下の最

小化数列 (χn)n≤1 を考える．
lim

n→∞
J(χn) = inf J(χ) (1.47)
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式 (1.45) と式 (1.46) で表される最小化問題が少なくとも一つの解を持つためには，以下の条件を満たす，

(χn)n≤1 の補数列が存在し，その極限が以下のような条件を満たすことが必要である．{
limn→∞ χn = χ∞

limn→∞ J(χn) ≤ J(χ∞)
(1.48)

式 (1.47) と式 (1.48) を満たすには，(χn)n≤1 がコンパクトであり，J が連続である必要がある．しかし，

(χn)n≤1 については以下の式が成り立ち，
‖χn‖L∞(Ω) ≤ 1 (1.49)

弱収束のみが定義できる．このとき，明らかに最小化数列はコンパクトであるが，J が連続という条件を満た

すことができない．このように，通常の方法では，式 (1.45)と式 (1.46)で表される最小化問題の解の存在は

証明できない．ここで，後に説明する補題 1-6より，L∞(Ω)空間で極限 χ∞ に弱収束する (χn)n≤1 の補数列

が存在する．この極限 χ∞ は通常，特性関数ではなく連続関数となる．

捕題 1-5　K が Rp 空間の捕集合のとき，L∞(Ω;K)空間の弱閉包 (weak closure)は L∞(Ω;K)と

なる．ただし，KはK の凸閉包である．

この捕題の証明は例えば [1]を参照されたい．この結果をK = {0, 1}に当てはめると，K = [0, 1]がその凸

閉方と見なせる．即ち，領域 Ωにおける，相 Aによって占められる領域を表す特性関数の極限は，領域 Ωに

おける相 A の密度分布を表す関数になる．言い方を変えれば，式 (1.45) と式 (1.46) の最適化問題において

許容される解の空間は通常の最小化数列で表現されることはなく，L∞(Ω; {0, 1})空間で唯一の解を持つこと

はない．このことは，Chengと Olhoffの論文にもあるメッシュ依存の不安定解にも見られる [27]．よって式

(1.45)と式 (1.46)の最適化問題は数学的には不良問題となり，解を得るためには許容する解空間の定義を変

更したり，問題を緩和したり，新たに幾何的な制約を加える必要がある．

1.5.2 均質化法を用いた緩和

ここでは，式 (1.45)と式 (1.46)の最適化問題の解を得るために，問題を緩和することを考える．即ち，最

小化数列の挙動を考え，それに合わせた解空間を再設定する．補題 1-4 より，通常，特性関数の弱収束先は

[0, 1]の値をとる密度関数になる．この密度関数に対応する弾性テンソルの収束について以下で説明する．

最初に，均質化法における重要な概念である H-収束について説明する．H-収束は，その基本的概念が共通し

ているため，広義では G-収束と呼ばれることもあるが，G-収束の適用範囲が対称な作用素に限られているの

に対して，H-収束は非対称作用素にも適用可能である．G-収束は Spagnolo[103]，De Giorgiと Spagnolo[30]

によって導入され，H-収束はMuratと Tartar[75]によって導入された．後者はしばし強 G-収束と呼ばれる

ことがある．H-収束の特徴はソボレフ空間における弱収束を系統的に扱えることにある．

ここで Lp(Ω) 空間の弱収束とは以下のように定義される．uε (ε → 0) を Lp(Ω) 空間の関数列として，

Lp(Ω)空間の双対空間 Lp′
(Ω)

(
1
p + 1

p′ = 1
)
における任意のテスト関数を φ(x)とすると，

lim
ε→0

∫
Ω

uε(x)φ(x)dx =
∫

Ω

u(x)φ(x)dx (1.50)

が成り立つとき，uε は uに弱収束するといい，次のように表記する．

uε ⇀ u in Lp(Ω) (1.51)
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ただし，p = +∞のときは L∞(Ω)の双対空間は L1(Ω)空間でないため，L1(Ω)空間に属する任意のテスト

関数 φ(x)を用いて式 (1.50)が成り立つものとし，*弱収束と表記する．

ここで，有界な数列 uε に関して，以下の補題が成り立つ．

捕題 1-6　 (uε)ε>0 が Lp(Ω) 1 < p ≤ +∞空間での有界な数列のとき，即ち εの値によらず以下の

式を満たす定数 C が存在するとき，
‖uε‖Lp(Ω) ≤ C (1.52)

Lp(Ω)空間において 1 < p < +∞のときは uに弱収束，p = +∞のときは*弱収束する補数列 (uε′)′ε
が存在する．

また，W 1,p(Ω)(1 ≤ p < ∞)をソボレフ空間とすると，強収束と弱収束はソボレフ空間においても定義でき

る．さらに，以下の Rellichの定理より，W 1,p(Ω)空間での弱収束は Lp(Ω)空間での強収束を意味する．

捕題 1-7 (Rellichの定理)　 (uε)がW 1,p(Ω)(1 ≤ p < ∞)空間での有界な数列のとき，Lp(Ω)空

間で uに強収束する補数列 uε が存在し，それはW 1,p 空間では uに弱収束する．

これは，二次元の場合はソボレフの埋蔵定理よりW 1,p 空間は Lp(Ω)空間にコンパクトに埋め込まれること

により証明できる．

以上の弱収束の概念を線形弾性問題に対して適用する．Ms
N を N 次元実数正方行列の空間とし，M4

N を

対称行列に作用する次の 4階の対称テンソルの空間とする．

M4
N = {A = (aijkl)1≤i,j,k,l≤N |aijkl = aklij = ajikl = aijlk} (1.53)

ここで，任意の正の定数 αと β (αβ ≤ 1)を用いて弾性テンソルの許容空間Mα,β はM4
N の補空間として以

下で定義される．

Mα,β =
{
M ∈ MN such that

Mξ · ξ ≤ α|ξ|2

M−1ξ · ξ ≤ β|ξ|2
∀ξ ∈ RN

}
(1.54)

さらに，許容される弾性テンソルの空間として，L∞(Ω;Mα,β)を定義し，連続する弾性テンソルの法則の数

列Aε(x) ∈ L∞(Ω;Mα,β), ε→ 0を考える．このとき，荷重ベクトル f ∈ H−1(Ω)N を用いて，線形弾性体

の釣り合い式が次のように成り立つ．{
−divAε(x)e(uε)(x) = f(x) in Ω

uε = 0 on ∂Ω
(1.55)

ここで，uεはH1
0 (Ω)N 空間で定義される変位ベクトル，e(uε)は e(uε) = 1/2(∇uε +(∇uε)T )で定義される，

L2(Ω;Ms
N )に属するひずみテンソルであり，応力テンソルは σε = Aεe(uε)と表され，同様に L2(Ω;Ms

N )

に属する．さらに，式 (1.55)は以下のように弱形式で表すことができる．∫
Ω

Aεe(uε) : e(φ) = 〈f ,φ〉H−1,H1
0 (Ω)N ∀φ ∈ H1

0 (Ω) (1.56)

f が滑らかで，L2(Ω)N 空間に属するとき，双対プロダクト 〈f ,φ〉H−1,H1
0 (Ω)N は

∫
Ω

f(x) ·φ(x)dxに等しい．

ここで，式 (1.56)の φを uε で置き換えると，Aε が強圧なので以下の不等式が成り立つ．

α ‖ e(uε) ‖2
L2(Ω;Ms

N ) ≤
∫

Ω

Aεe(uε) : e(uε)dx

= 〈f ,φ〉H−1,H1
0 (Ω)N

≤ ‖f‖H−1(Ω)N ‖uε‖H1
0 (Ω)N

(1.57)
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さらに，Ωはディレクレ境界条件を伴う有界な領域なので，Ωについて Kornの不等式 [3]が成り立つ．即ち，

次式を満たす定数 C が存在する．

‖φ‖H1
0 (Ω)N ≤ C‖e(φ)‖L2(Ω;Ms

N ) ∀φ ∈ H1
0 (Ω)N (1.58)

また，式 (1.58) の逆も成り立つので，||e(φ)||L2(Ω;Ms
N ) は H1

0 (Ω)N 空間における通常のノルム ||φ||H1
0 (Ω)N

に等しい．これらにより，Lax-Milgramの定理を適用し，式 (1.55)と式 (1.56)は唯一の弱解 uε ∈ H1
0 (Ω)N

を持つ．さらに，この解について次の予想ができる．

‖ uε ‖H1
0 (Ω)N≤ C

α
‖ f ‖H−1(ΩN ) (1.59)

即ち，数列 uε はH1
0 (Ω)N 空間で有界であり，H1

0 (Ω)空間は Lp(Ω)空間に対して相対的にコンパクトなため，

H1
0 (Ω)N においても補題 1-6が成り立ち，H1

0 (Ω)N 空間で uに弱収束する．同様に，弾性テンソル Aε につ

いても有界なので，応力テンソル列 σε = Aεe(uε)も L2(Ω;Ms
N )空間において有界であり，L2(Ω;Ms

N )で

σ に弱収束するような補数列 σε が存在する．均質化法を適用する目的はひずみと応力とのそれぞれの収束限

界における関係を求めることにある．

以上の議論を含め，H-収束の定義を以下のようにまとめる．

定義 1-8　任意の f ∈ H−1(Ω)N に対して，次式が解数列 (uε)を持ち，{
−divAε(x)e(uε)(x) = f(x) in Ω

uε = 0 on ∂Ω
(1.60)

uε が以下の条件を満たすとき，
uε ⇀ u in H1

0 (Ω)N

Aεe(uε) ⇀ A∗e(u)
(1.61)

　 L∞(Ω;Mα,β)空間に属する弾性テンソル列Aε(x)は H-極限A∗(x) ∈ Mα,β に H-収束すると言う．

ただし，uは以下の式の解である．{
−divA∗(x)e(u)(x) = f(x) in Ω

u = 0 on ∂Ω
(1.62)

ここで，上記の弾性テンソルに関する H-収束の定義は次の定理により意味を成す．

定理 1-9　 L∞(Ω;Mα,β)空間における弾性テンソル列Aε(x)に対し，均質化弾性テンソルA∗(x) ∈
L∞(Ω;Mα,β)に弱収束する補数列Aε が存在する．

この H-収束の概念を等方性の弾性体 A と B の複合材料問題に拡張する．それぞれの材料の弾性テンソル

AとB は対称で正定とし，このような正定対称テンソルの集合を T s
N として，以下を定義する．

定義 1-10　 χε ∈ L∞(Ω; {0, 1})を特性関数列とし，Aε を次式で表されるテンソル列とする．

Aε(x) = χε(x)A + (1 − χε(x))B (1.63)

さらに，次を満たす θ ∈ L∞(Ω; [0, 1])とA∗ ∈ L∞(Ω; T s
N )が存在するとする．

χε ⇀ θ(x) in L∞(Ω; [0, 1]) (1.64)

Aε(x) H-converges to A∗(x) (1.65)
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このとき，H-極限であるA∗ は，弾性体 Aと Bがそれぞれ θ と 1 − θ の割合で混合され，マイクロ

ストラクチャが特性関数列 (χε)ε>0 で定義される複合材料の均質化弾性テンソルである．

ここで，A∗ はマイクロストラクチャの形状とそれぞれの材料の含有割合に基づき定まる値だが，その取り

得る値の範囲を明確にする必要がある．H-収束理論に基づき導出された A∗ の値の閉包を G-closureと呼び，

以下にその定義を述べる．最初に，定義 1-10に基づく，A∗ の取り得る値の集合を Gθ とすると，以下のよう

に定義される．

Gθ =
{

A∗ ∈ L∞(Ω; T s
N ) | ∃χε satisfying (1.64)

Aε, defined by (1.63), satisfies (1.65)

}
(1.66)

ここで，G-closureの導出のため，上記の複合材料が周期的なマイクロストラクチャによって構成されている

場合を考える．このとき，定数 θ ∈ [0, 1]に対し，周期的なマイクロストラクチャの均質化により得られる H-

極限の集合で構成される T s
N )の補集合を Pθ とするとし，その特性関数を次のように定義すると，∫

Y

χ(y)dy = θ (1.67)

Pθ に属するA∗ は以下の二次形式で表される．

A∗ξ · ξ = min
w(y)∈H1

] (Y )

∫
Y

(χ(y)A + (1 − χ(y))B)(ξ + ∇w) · (ξ + ∇w)dy (1.68)

ここで，弾性問題の場合は，ξは定ひずみ，wは変位ベクトルで，周期関数 Y のソボレフ空間H1
#(Y )に属す

る．よって，Pθ は以下のように定義できる．

Pθ = {A∗ ∈ T s
N defined by (1.68) with χ(y) satisfying (1.67)} (1.69)

この Pθ の閉包により，Gθ は定義できる．
Gθ = P θ (1.70)

これを用いて，Gθ は以下のように再定義される．

定理 1-11　任意の関数 θ(x) ∈ L∞(Ω; [0, 1])に対し，G-closureの集合 Gθ は以下で表される．

Gθ =
{
A∗ ∈ L∞(Ω; T s

N ) |A∗(x) ∈ Gθ(x) a.e. in Ω
}

(1.71)

ここで，任意の θ(x) ∈ [0, 1]に対し，Gθ ⊂ T s
N は式 (1.70)で定義される．式 (1.71)は周期的な均質化

によって得られる複合材料は，全ての複合材料の集合に対して稠密であることを示している．

以上の理論を用いて，以下の最適化問題の緩和を行う．

inf
χ∈L∞(Ω;{0,1})

J(χ) (1.72)

目標関数 J は以下で定式化されるものとする．

J(χ) =
∫

ω

[χ(xgA(x,uχ(x)) + (1 − χ(x))gB(x,uχ(x))]dx+ l

∫
Ω

χ(x)dx (1.73)

ここで，lはラグランジュ未定乗数であり，uχ(x)は次式の解で，H1
0 (Ω)N 空間に属する．{

−div(Aχe(uχ)) = f in Ω
uχ = 0 on ∂Ω

(1.74)
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ここで，f ∈ L2(Ω)N は体積力で，Aχ = χA + (1−χ)B は弾性テンソルである．補題 1-5より，特性関数列

の弱収束極限は [0, 1]の値をとる密度関数 θ になる．さらに，異なる材料 Aと Bによって構成される複合材

料の弾性テンソルはこの密度関数の関数になる．許容可能な設計案はこれらの密度関数と弾性テンソルによっ

て表され，その集合を CD と表記すると，以下のように定義される．

CD =
{

(θ,A∗) ∈ L∞(Ω; [0, 1] ×Ms
N ) |A∗(x) ∈ Gθ(x) a.e. in Ω

}
(1.75)

さらに，目標関数は以下のように表される．

J∗(θ,A∗) =
∫

Ω

[θ(x)gA(x,u(x)) + (1 − θ(x))gB(x,u(x))]dx+ l

∫
Ω

θ(x)dx (1.76)

u(x)は次式の解で，H1
0 (Ω)N 空間に属する．{

−div(A∗e(u)) = f in Ω
u = 0 on ∂Ω

(1.77)

よって，緩和された最適化問題は以下のように表される．

min
(θ,A∗)∈CD

J∗(θ,A∗) (1.78)

式 (1.78)が式 (1.45)の緩和された問題であることを，以下の定理にまとめる．

定理 1-12　最小化問題 (1.78)は以下の点において，最小化問題 (1.45)の緩和された問題である．

1. 問題 (1.78)には少なくとも一つ解が存在する．

2. 特性関数で表される元問題の最小化数列 χn は L∞(Ω; [0, 1])空間で密度関数 θ に弱収束する．さ

らに，それに対応する弾性テンソル Aχ = χA + (1 − χ)B は (θ,A∗)が最小化作用素になるよう

な複合材料の弾性テンソルA∗ に H-収束する．

3. 反対に，J∗ の全ての最小化作用素 (θ,A∗) ∈ CDは，原問題の最小化数列 χn によって到達される．

すなわち，θは χn の L∞(Ω; [0, 1])における*弱収束極限であり，A∗ はAχ = χA + (1 − χ)B の

H-収束極限である．

1.5.3 最適化問題の緩和

以上の理論より，ここでは，式 (1.45)と式 (1.46)の最適化問題において，特性関数の弱収束先は [0, 1]の値

をとる密度関数であり，それに対応する均質化弾性テンソルの弱収束も確認された．ここでは，式 (1.37)～式

(1.40)で定義される複合材料について，ひずみエネルギー最小化問題におけるトポロジー最適化問題の緩和を

行う．ただし，材料 Aは極めて弱い材料で，ほぼ空孔と見なせるものとする．最初に，問題 (1.74)において，

特性関数 χに関する以下の最小化問題を考える．

inf
χ
J(χ) =

∫
Ω

f(x) · uχ(x)dx+ l

∫
Ω

χ(x)dx (1.79)

ここで，uχ(x)は式 (1.74)の解である．第一項のひずみエネルギーを以下のように補ひずみエネルギーに変

換する．

c(χ) =
∫

Ω

f(x) · uχ(x)dx = min
σ∈L2(Ω;Ms

N )
−divσ=f in Ω

∫
Ω

A−1
χ σ : σdx (1.80)
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ここで，この最小化問題において，特性関数 χが密度関数 θに弱収束するとすると，最小化問題は以下のよう

に表される．

min
(θ,A∗)∈CD

{
J∗(θ,A∗) = c(θ,A∗) + l

∫
Ω

θdx

}
(1.81)

ただし，

c(θ,A∗) = min
σ∈L2(Ω;Ms

N )
−divσ=f in Ω

∫
Ω

A∗−1σ : σdx (1.82)

であり，CD は式 (1.75)で表される．

ここで，この複合材料が，図 1.8(a)のように一方向への単純積層の場合には，均質化弾性テンソルA∗ は以

下のように表される．

(1 − θ)
(
A∗−1 − A−1

)−1

=
(
B−1 − A−1

)−1
+ θfA(e) (1.83)

ここで，fA(e)は 4階の非正定の対称テンソルで，任意の対象行列 ξ を用いて，以下のように表される．

fA(e)ξ · ξ = Aξ · ξ − 1
µA

|Aξe|2 +
µA + λA

µA(2µA + λA)
((Aξ)e · e)2 (1.84)

また，図 1.8(b)のように複数の配向角が存在する場合には，この式をそれぞれの配向角について重ね合わ

せることで適用可能であり，rank-p材料に関する均質化弾性テンソルA∗
p は以下のように導出される．

(1 − θ)
(
A∗

p
−1 − A−1

)−1

=
(
B−1 − A−1

)−1
+ θ

p∑
i=1

mifA(ei) (1.85)

ただし，
p∑

i=1

mi = 1 and mi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ p (1.86)

である．

A B

e

θ 1−θ

(a) A simple rank-1 laminate

A B

e1

e2

(b) A simple rank-2 laminate

Figure 1.8: Example of laminates

また，Hashin-Shtrilmanのエネルギー境界理論 [47]より，以下の補題が成り立つ．
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補題 1-13　A∗ が Gθ に属する等方性の均質化弾性テンソルで，以下のように定義されるとする．

A∗ = 2µ∗I4 +
(
κ∗ −

2µ∗

N

)
I2 ⊗ I2 (1.87)

このとき，弾性係数 κ∗ と µ∗ は以下を満たす．

1 − θ

κ∗ − κA
≤ 1
κB − κA

+
θ

2µA + λA
(1.88)

1 − θ

κB − κ∗
≤ 1
κB − κA

+
1 − θ

2µB + λB
(1.89)

かつ

1 − θ

2(µ∗ − µA)
≤ 1

2(µB − µA)
+

θ(N − 1)(κA + 2µA)
(N2 +N − 2)µA(2µA + λA)

(1.90)

θ

2(µB − µ∗)
≤ 1

2(µB − µA)
+

θ(N − 1)(κB + 2µB)
(N2 +N − 2)µB(2µB + λB)

(1.91)

以上の条件は，rank-pの等方性材料の積層複合材料について，p ≤ (N + 3)(N + 2)(N + 1)N/24を満

たすとき，自動的に満たされる．これに従うと，N = 2のとき，p = 3が，N = 3のとき，p = 6が最

適値となる．

この条件を補ひずみエネルギーに拡張して，以下の定理が成り立つ．

定理 1-14　 σ1, ...,σp をMs
N に属する対称行列とすると，Gθ に属する任意の均質化弾性テンソル

A∗ は以下を満たす．
p∑

i=1

A∗−1σi : σi ≥
p∑

i=1

B−1σi : σi

+ θ max
(ηi)1≤i≤p∈Ms

N

[
p∑

i=1

(
2σi : ηi −

(
A−1 − B−1

)−1
ηi : ηi

)
− (1 − θ)gc(η1, ...,ηp)

] (1.92)

ただし，

gc(η1, ...,ηp) = max
e∈SN−1

p∑
i=1

fc
B(e)ηi : ηi (1.93)

かつ
p∑

i=1

A∗−1σi : σi ≤
p∑

i=1

A−1σi : σi

+ (1 − θ) min
(ηi)1≤i≤p∈Ms

N

[
p∑

i=1

(
2σi : ηi −

(
A−1 − B−1

)−1
ηi : ηi

)
− θhc(η1, ...,ηp)

] (1.94)

ただし，

hc(η1, ...,ηp) = min
e∈SN−1

p∑
i=1

fc
A(e)ηi : ηi (1.95)

また，M = A,B に対して fc
M (e)は以下のように定義される．

fc
M (e)η : η = Mη : η − 1

µM
|Mηe| +

µM + λM

µM (2µM + λM )
((Mη)e · e)2 (1.96)

ただし，SN−1 は単位球面を示す．
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ここで，A = 0とすると，以下が成り立つ．

p∑
i=1

A∗−1σi : σi ≥
p∑

i=1

B−1σi : σi +
θ

1 − θ
g∗(σ1, ...,σp) (1.97)

ただし，

gc(σ1, ...,σp) = max
e∈SN−1

(
p∑

i=1

2σi : ηi − gc(η1, ...,ηp)

)
(1.98)

ここで，現在は積層方向ごとに考慮しているひずみエネルギーを一つのエネルギーとして考えると，p = 1と

見なせるので，

A∗−1σ : σ ≥ B−1σ : σ +
θ

1 − θ
g∗(σ) (1.99)

が成り立つ．さらに，N = 2のとき，g∗(σ)は以下で得られる．

g∗(σ) =
(κ+ µ)

4κµ
(|σ1| + |σ2|)2 (1.100)

ここで，σ1 と σ2 は応力 σ の固有値を示す．さらに，rank-2材料の場合は，それぞれの固有ベクトルの方向

が積層方向に対応し，積層パラメータは以下のように決定される．

m1 =
|σ2|

|σ1| + |σ2|
, m2 =

|σ1|
|σ1| + |σ2|

(1.101)

また，N = 3のとき，σ1 ≤ σ2 ≤ σ3 とすると，g∗(σ)は以下で得られる．

g∗(σ) =
1

4µ

{
(|σ1| + |σ2| + |σ3|)2 if |σ3| ≤ |σ1| + |σ2|

2((|σ1| + |σ2|)2 + |σ3|2) if |σ3| ≥ |σ1| + |σ2|
(1.102)

さらに，rank-3材料の場合は，それぞれの固有ベクトルの方向が積層方向に対応し，積層パラメータは以下の

ように決定される．

m1 =
|σ3| + |σ2| − |σ1|
|σ1| + |σ2| + |σ3|

, m2 =
|σ1| − |σ2| + |σ3|
|σ1| + |σ2| + |σ3|

, m3 =
|σ1| + |σ2| − |σ3|
|σ1| + |σ2| + |σ3|

(1.103)

さらに，以上のような積層複合材料によって表される集合を，LD(⊂ CD)とすると，

LD =
{

(θ,A∗) ∈ L∞(Ω; [0, 1] ×M4
N ) |A∗(x) ∈ Lθ(x) a.e. in Ω

}
(1.104)

と表される．さらに，問題 (1.81)について，

min
(θ,A∗)∈CD

J∗(θ,A∗) = min
(θ,A∗)∈LD

J∗(θ,A∗) (1.105)

が成り立つ．

以上の結果をもとに，最適化問題を以下のように表す．

min
(θ,A∗)∈LD

{
J∗(θ,A∗) = c(θ,A∗) + l

∫
Ω

θdx

}
(1.106)

ただし，

c(θ,A∗) = min
σ∈L2(Ω;Ms

N )
−divσ=f in Ω

∫
Ω

A∗−1σ : σdx (1.107)
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ここで，式 (1.99)と式 (1.100)より，二次元の場合は，

min
σ∈L2(Ω;Ms

N )
−divσ=f in Ω

∫
Ω

A∗−1σ : σdx = B−1σ : σ +
θ

1 − θ

(κ+ µ)
4κµ

(|σ1| + |σ2|)2 (1.108)

が成り立つので，式 (1.106)の θ に関する停留点が以下で得られる．

θ = max

(
0, 1 −

√
g∗(σ)
−l

)
(1.109)

これにより，材料 Bの最適密度分布 1 − θ が求められ，最適構造が得られる．

1.5.4 その他の均質化法に基づくトポロジー最適化

以上で述べた方法の他にも，均質化法に基づくトポロジー最適化法として，明確なマイクロストラクチャの

形状を仮定し，それに基づき均質化弾性テンソルを導出し，マイクロストラクチャの寸法を設計変数にする方

法（例えば [13, 69, 104]），完全に仮想的な材料を想定し，均質化弾性テンソルと材料密度分布の関係を仮定

する方法（例えば [11, 14, 117]）が提案されている．特に後者の方法は，SIMP(The solid isotropic material

with penalization model)法と呼ばれ，その簡易な定式化のため，工学分野で広く用いられている．
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2 フェーズフィールド法に基づくオイラー型形状最適化

2.1 導入

本章では，構造最適化の基礎研究として，フェーズフィールド法を用いた新たな形状最適化法を提案する．

偏微分方程式で特定の物理問題が記述されるある領域において，特定の物理量の最適化を目的とし，その領域

形状を変化される構造最適化問題を考える．このような問題は，機械製品の性能向上を目指す上で非常に重要

な技術であり，様々な解法が提案されている．これらの解法の一般的な区分として，対称となる領域の境界を

移動することにより最適化を行う形状最適化，対象の形状のみならず形態も最適化可能なトポロジー最適化

が挙げられる．形状最適化は，Hadamardの研究 [44]に始まり，多くの研究者によって発展させられてきた

[48, 85, 102]．しかし，従来の一般的な方法においては二つの大きな問題点がある．一つは領域を支配する偏

微分方程式の数値計算を行う際に，有限要素法を用いるのが一般的なため，領域の形状が更新される度に有限

要素メッシュを再生成する必要があり，計算コストが非常に高いこと．もう一つは，スプライン関数等で領

域を陽的に表現するため，境界同士の接触による穴の消失等の境界のトポロジー変化を表現できないことで

ある．トポロジー最適化は，多くの数学者によって基礎理論が構築され（例えば [56, 76, 63]），Bendsøe と

Kikuchi[13]によって初めて工学的な形状・形態最適化手法として実装された．この方法は領域の形状のみな

らず形態も最適化可能であり，様々な工学的問題に適用され [15]，成功を収めている．しかし，基本的には最

適構造が材料密度分布で表されるため，そこから明確な構造を得ることが難しい，圧力や熱放射等の境界形状

に依存するような境界条件の設定が困難という問題点がある．近年，これらの問題を解消する方法として，序

章で説明したレベルセット法に基づく形状最適化が提案されている．しかし，レベルセット関数の発展方程式

であるハミルトン・ヤコビ方程式は移流方程式であり，数値計算上不安定になり易く，必ずしも安定した解が

得られるわけではない．

他方，レベルセット法と同様に平均曲率流を含む移動境界を表現可能な方法として，フェーズフィールド法

[24, 29]がある．フェーズフィールド法は相転移をシミュレートする方法として開発され，レベルセット法と

同様に様々な移動境界問題に適用されてきた [17, 26, 66]．さらに，フェーズフィールド法のトポロジー最適化

への適用もいくつか提案されている [18, 23, 114, 115, 118, 119]．しかし，レベルセット法とフェーズフィー

ルド法の類似性が数多くの文献で述べられているにもかかわらず（例えば [6, 9, 21, 110])，フェーズフィール

ド法がレベルセット法と同様に陰関数を用いた領域表現に基づく形状最適化法として実装された例はない．そ

こで，本研究では，フェーズフィールド法を用い，オイラー型メッシュでの計算が可能で，形態変化にも対応

可能というレベルセット法と同様の利点を持ち，かつ数値計算上安定した形状最適化法の構築を目指す．

2.2 フェーズフィールド法について

2.2.1 フェーズフィールド関数と発展方程式

フェーズフィールド法 [24, 29]は相転移における移動境界問題をシミュレートするための方法として開発さ

れた．フェーズフィールド法においては，領域全体に相の状態を表すフェーズフィールド関数を設定し，異な

る相にそれぞれ対応する値を設定する．これにより，領域内のある箇所における相の状態が関数の値により決

定される．異なる相間の境界では，フェーズフィールド関数は滑らかに補間され，その領域はインターフェイ

スと呼ばれる．領域内に二つの相が存在するとき，フェーズフィールド関数を φ(x)とし，二つの相にそれぞ

れ φ = 0, φ = 1とした場合の例を図 2.1に示す．物理的な意味としては，フェーズフィールド関数は領域内
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の各箇所における相の平均化された値を表す．このフェーズフィールド関数を用いて，二つの相に関する Van

der Waalsの自由エネルギーは以下のように表される．

F (φ) =
∫

Ω

{
1
2
|∇φ|2 + f(φ)

}
dV (2.1)

Ω
Phase 1

Phase 2

ξ

C en t er  o f  i n t er f ac i al  r eg i o n

E d g e o f  
i n t er f ac i al  r eg i o n

(a) A 2D domain represented by phase field func-

tion

o

1

ξ

P h a s e  1

P h a s e  2

I n t e r f a c e

φ

x

(b) 1D illustration of phase field

function

Figure 2.1: Example of domain represented by phase field function

第一項は平均場理論における干渉エネルギーを表し，第二項は二重井戸型ポテンシャルを表す．図 2.1のよ

うに二つの相にそれぞれ φ = 0, φ = 1が対応する場合は，井戸型ポテンシャルは f ′(0) = f ′(1) = 0という性

質を持つ．この二重井戸型ポテンシャルは，それぞれの相において，自由エネルギーが極小値をとることを意

味する．しかし，異なる相間で，フェーズフィールド関数が急激に変化し勾配が大きくなることは，第一項の

値の増加に繋がるため，その間は 0 < φ < 1の値をとる微小なインターフェース領域が存在し，関数は滑らか

に補間されることになる．

次に，このフェーズフィールド関数の時間変化を決定する発展方程式について述べる．最初に，フェーズ

フィールド関数が領域内でその総和が保存される量である場合を考える．この保存系のフェーズフィールド関

数を改めて C と表すと，領域内で以下の連続の式が成り立つ．

∂C

∂t
= −∇ · j (2.2)

ここで，j は流束ベクトルである．さらに，閉じた系での自由エネルギーが増加しないと仮定すると，以下の

式が成り立つ．
∂F

∂t
=
∫

Ω

δF

δC

∂C

∂t
dx ≤ 0 (2.3)

式 (2.2)を式 (2.3)に代入して，流入のない境界条件を適用すると，次式が得られる．

∂F

∂t
=
∫

Ω

(
∇δF

δC

)
· jdx (2.4)

これが非正であるためには，j が F に関して線形であると仮定すると，

j = −M(C)
(
∇δF

δC

)
(2.5)
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が得られる．ただし，M(C) > 0とする．これを式 (2.4)に代入して，

∂C

∂t
= ∇ ·

{
M(C)

(
∇δF

δC

)}
(2.6)

簡単のためM を定数とし，F に式 (2.1)を用いると，

∂C

∂t
= M∇2

(
−∇2C +

∂W

∂C

)
(2.7)

これは，Cahn-Hilliard方程式 [25]と呼ばれ，保存場に関するフェーズフィールド関数の発展方程式として用

いられる．

続いて，フェーズフィールド関数が領域内で保存されない場合について考える．フェーズフィールド関数を

φとすると，式 (2.3)は非保存の場合についても成り立つので，

∂F

∂t
=
∫

Ω

δF

δφ

∂φ

∂t
dx ≤ 0 (2.8)

これが任意の φで満たされるためには，

∂φ

∂t
= −M(φ)

δF

δφ
= M

{
∇2φ− ∂f(φ)

∂φ

}
(2.9)

でなければならない．式 (2.9)は Allen-Cahn方程式 [7]と呼ばれ，非保存場のフェーズフィールド関数の発

展方程式として用いられる．

2.2.2 フェーズフィールド法とペリメータ最小化問題

ここでは，Cahn-Hilliard方程式で記述される系のように，領域内で秩序変数が保存される場合の解の存在

について述べる．先の例で挙げたように，フェーズフィールド関数 φ(Ω; [α, β])の αと β がそれぞれ異なる相

に対応する場合に，以下の最小化問題を考える．

inf
φ∫

Ω χ(x)dx=V0

∫
Ω

W (φ)
ε

+ ε|∇φ|2dx (2.10)

ただし，εは 0に近い微小な値とする．ここで，W (φ)は図 2.2(a)のような井戸型ポテンシャルに，アフィン

変換 c1φ + c2 を加えた，極小値が等しい二重井戸型ポテンシャルである．この変換は保存系においては定数

になるため，式 (2.10)の最小化問題に影響を与えない．

o φ

W

1

(a) Example of double well potential

o α β

W

φ

(b) The double well potential after the

affine translation

Figure 2.2: Affine translation for double well potential
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この問題の解は以下のように表される．

φε(x) ≈ φ(x) + φ1

(
dist(x, S)

ε

)
(2.11)

ここで，φ(Ω; {α, β})は領域 Ωで最小の境界 S を有する関数であり，φ1 は φ1(∞) = 0となる関数で，図 2.3

に示すような異なる相間でのインターフェースを与える．式 (2.10)において，第一項は φを αと β に近づけ

る効果があり，第二項は不要なインターフェイス領域に制約を与える効果がある．式 (2.11)の解を式 (2.10)

に代入して考えると，両項が ε−1 のオーダーになるため，ε → 0のとき，問題 (2.10)は以下に示すインター

フェイス最小化問題と解釈可能である．

inf
φ→{α,β}∫

Ω χ(x)dx=V0

Per({φ = α},Ω) (2.12)

ここで，Per(A,Ω)は Aの Ωにおけるペリメータを表す．これにより，φは [α, β]の値をとる滑らかな関数

で定義されているのに対し，ε → 0のとき問題 (2.10)の解は結果として {α, β}の不連続な値となる．以上の
証明は [19, 72]を参照されたい．

Phase 2

ε

Phase 1

Phase 2

ε

Phase 1

Figure 2.3: Example of interface

2.2.3 フェーズフィールド法における界面移動について

式 (2.9)の Allen-Cahn方程式に従い，発展する系においては，二重井戸型ポテンシャルの効果により，十

分時間がたてばインターフェース領域が形成され，それが法線方向に次式で現される速度で移動することが知

られている．

v = α+
1
t
κ+O

(
1
t2

)
, t >> 1 (2.13)

ここで，α は二重井戸型ポテンシャルによって定まる定数であり，κ はインターフェイスの曲率を表す．

二重井戸型ポテンシャルの二つの極小値が等しい場合には，α は 0 となり，式 (2.13) は完全な平均曲率

運動を表す．極小値間に差がある場合には，インターフェイス領域におけるポテンシャルの値が小さくな

るような方向に速度 α が定まる．このことは，[9, 35, 95] 等で証明されている．各項に関する厳密な証明

は [9] で，異なる時空スケールを導入することで行われている．第一項の α の運動を示す際には，双曲型

スケーリング (x, t) → (ε−1x, ε−1t) が用いられ，第二項の平均曲率の項については，双曲型スケーリング

(x, t) → (ε−1x, ε−2t)が導入される．
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2.2.4 フェーズフィールド法を用いたトポロジー最適化

ここで，フェーズフィールド法を用いたトポロジー最適化手法がいくつか提案されている．Bourdin と

Chambolle[18] は式 (2.10) の最小化問題が式 (2.13) のペリメータ最小化問題と解釈可能なことを利用して，

ペリメータ制約を加えたトポロジー最適化の新たな定式化として，以下の最小化問題を提案している．

inf
ρ∫

Ω χ(x)dx=V0

F (ρ) + µPε(ρ) (2.14)

ただし，

Pε(ρ) =
∫

Ω

W (ρ)
ε

+ ε|∇ρ|2dx (2.15)

ここで，µはラグランジュ未定乗数，ρは領域 Ωで定義される [0, 1]の値をとる密度関数で，式 (2.15)におけ

るW は式 (2.10)と同様の二重井戸型ポテンシャルを表す．式 (2.10)と式 (2.13)に関する理論を適用すると，

ε→ 0のとき，式 (2.14)の最小化問題の解となる ρは，{0, 1}の値で得られる．即ち，通常のトポロジー最適
化と同様に，密度関数の 0が空孔，1が構造に対応するとすると，明確にどちらかに判別可能な解が得られ，ρ

が [0, 1]の中間値をとり，構造の判別が困難になる問題は生じない．Bourdinはこの性質を利用して，この方

法を形状依存の荷重が作用する構造の最適化に利用した．また，Bourdinが式 (2.14)を差分法で解くことで

解を得ているのに対し，Wangと Zhouは [115, 114]は同様の考え方で設計変数の更新に勾配法を用いた方法

を提案している．さらに，Burger[23]は応力制約に基づくトポロジー最適化手法にこの方法を適用している．

また，ZhouとWang[119, 118]は同様の最小化問題について，密度関数を保存場と考え，Cahn-Hilliard方程

式に基づく最適化を行っている．これらの方法においては，フェーズフィールド法を用いて，トポロジー最適

化問題にペリメータ制約を与え，明瞭な最適形状を得るという目的においては優れた効果を得ているものの，

フェーズフィールド法を用いて定式化した際の境界移動の法則等においては議論が行われていない．本研究で

は，特に式 (2.13)のインターフェースの法線方向の移動速度に関する性質を用いて，フェーズフィールド法

を用いた新たな形状最適化法を提案する．

2.3 定式化

2.3.1 フェーズフィールド関数を用いた領域表現

ここでは，Allen-Cahn方程式に支配される系において，インターフェイスの移動が式 (2.13)で表されるこ

とを利用し，レベルセット法を用いた形状最適化と類似のオイラー型形状最適化法を提案する．最初に，d次

元実数空間に属する，体積が一定値 V となる領域 Ωの最適化問題を考える．このとき，図 2.4(a)に示すよう

に，Ωを包括するような設計領域 Dを考え，その中の許容される解の集合 Uad を以下のように定義する．

Uad = {Ω ⊂ D such that Ω ∈ Rd, |Ω| = V0} (2.16)

このとき，領域 Ωの形状最適化問題は以下のように定義される．

inf
Ω∈Uad

J(Ω) (2.17)

ここで，J(Ω) は領域 Ω で定義される，任意の目標関数である．ここでは，この問題の数値解法として，レ

ベルセット法に基づく形状最適化と同様に，設計領域 D 全体にフェーズフィールド関数 φ を定義し，領域

Ω を陰的に表すことを考える．即ち，図 2.4(b) に示すように，ΩA ⊂ Ω となる ΩA と，ΩB ⊂ D \ Ω とな

25



る ΩB を定義し，さらに，領域 D のうち ΩA と ΩA の間に，微小な厚みを持つ領域 ξ が存在すると仮定し，

ξ ⊂ D \ (ΩA ∪ ΩB)を定義する．即ち，以下の関係が成り立つと仮定する．

Ω ⊂ (ΩA ∪ ξ), D \ Ω ⊂ (ΩB ∪ ξ) (2.18)

このとき，これらの領域 ΩA と ΩB はフェーズフィールド関数を用いて以下のように表される．

φ = 1 ⇐⇒ x ∈ ΩA

0 < φ < 1 ⇐⇒ x ∈ ξ

φ = 0 ⇐⇒ x ∈ ΩB

(2.19)

Ω

D
\D Ω

∂Ω

(a) Original domain

ξ(0<φ <1)

ΩΑ(φ = 1)

D
ΩB (φ = 0)

(b) Domain represented by phase

field function

Figure 2.4: Example of domain representation

以上の定義において，境界 ∂Ωは ξ 内に存在することがわかるが，その位置は不定である．即ち，式 (2.19)

によって完全に領域 Ωが厳密に表されるわけではない．しかし，領域 ξ は微小な厚みを持つ領域であり，そ

の厚みが十分小さい場合は，∂Ω ≈ ξ と見なすことができる．このとき，Ω ≈ ΩA となり，領域 Ωが式 (2.19)

により，φで近似的に表されることになる．

式 (2.19)のように，[0, 1]範囲で定義される関数を用いた領域表現方法は，均質化法に基づくトポロジー最

適化でも用いられているが，その物理的意味は全く異なる．即ち，均質化法に基づくトポロジー最適化におい

ては，材料密度分布関数で表された領域の最適化問題は，特性関数で表される領域の最適化問題の弱収束解と

厳密にその物理的意味が解釈可能であるが，通常，式 (2.1)で表されるように関数の勾配を目標関数に含むよ

うな場合には均質化法を適用することができない [107]．即ち，関数 φの物理的な意味は不明瞭であるが，こ

こでは領域表現のための陰関数としてのみ定義する．

2.3.2 目標関数について

領域 D における，線形弾性体問題を考える．領域 ΩA が弾性テンソル A を有する材料で構成され，領域

ΩB を非常に弱い材料が占めていると仮定し，領域 Ωにおける弾性テンソルA∗ を以下のように定義する．

A∗(x) =


A if x ∈ ΩA

k(φ)A (0 < k(φ) < 1) if x ∈ ξ

10−3A if x ∈ ΩB

(2.20)
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ここで，領域 ξ においては，材料の存在が明確に定義できないため，弾性テンソルの厳密な導出が不可能であ

る．さらに，領域Dの境界 ∂Dのうち，ディリクレ境界条件が設定される境界を ΓD，ノイマン境界条件が設

定される境界を ΓN とする．今，領域Dが境界 ∂Dで完全固定され，領域Dに作用する体積力が 0であると

し，境界 ΓN に分布荷重 g が作用するものとすると，領域 D における線形弾性問題は弱形式で以下のように

表される． ∫
D

A∗e(u) : e(v)dx =
∫

ΓN

g · vds, for u ∈ V, ∀v ∈ V (2.21)

Where

V = {v ∈ H1(Ω)N such that v = 0 on ΓD} (2.22)

e(u) =
1
2
{
∇u + (∇u)T

}
(2.23)

ここで，uは変位ベクトル，v はテスト関数，eはひずみテンソル，:はテンソルプロダクトを表す．

本研究では，線形弾性問題として，剛性最大化問題と，特定箇所の変位を目標値に近づけるメカニズム創生

問題を考える．コンプライアンス最小化問題においては，以下で表される平均コンプライアンスを目標関数と

する．

J(φ) =
∫

ΓN

g · uds =
∫

D

A∗e(u) : e(u)dx (2.24)

コンプライアントメカニズム創生問題では，以下で表される，変位と変位の目標値との最小自乗誤差を目標関

数とする．

J(φ) =
(∫

D

l(x)|u − u0|αdx
)1/α

(2.25)

さらに，領域 ΩA を構成する材料の質量密度を ρとし，領域 ΩB を占める材料の質量密度を非常に小さな値

に設定すると，領域 Dにおける質量密度 ρ̄は以下のように表される．

ρ̄ =


ρ if x ∈ ΩA

m(φ)ρ (0 < m(φ) < 1) if x ∈ ξ

10−3ρ if x ∈ ΩB

(2.26)

このとき，領域 D が境界 ∂Dで完全固定された場合の固有振動数問題は弱形式で下記のように表される．∫
D

A∗e(ϕk) : e(v)dx = ωk
2

∫
Ω

ρ̄ϕk · vdx, for ϕk ∈ V, ∀v ∈ V (2.27)

ここで，ωk は k次の固有振動数を表し，ϕk はそれに対応する固有モードベクトルを表す．本研究では，固有

振動数最適化問題に対し，以下の，固有振動数の平方の重み付き和を目標関数とする．

J(φ) =
n∑

k=1

wkωk
2 (2.28)

ここで，固有振動数 wk は以下の式により表される．

ωk
2 = λk = min

ϕ1,...,ϕk∈V
max

ϕ∈span[ϕ1,...,ϕk]

∫
D

A∗e(ϕk) : e(ϕk)dx∫
D

ρ̄|ϕk|2dx
(2.29)
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以上の目標関数に関する最小化問題に，式 (2.16)に含まれる体積制約を，ラグランジュ未定乗数 µを乗じ

て加え，最終的に最適化問題は以下のように定式化される．

min
φ
J̄(φ) = J(φ) + µ

∫
D

φ(x)dx (2.30)

2.3.3 フェーズフィールド関数の発展方程式

式 (2.19)におけるフェーズフィールド関数は仮想的な時間 t > 0を設定し，以下の方程式に従い，更新され

るものとする．
∂φ

∂t
= κ∇2φ− ∂f(φ)

∂φ
(2.31)

この式は 2.2.2 節で述べたように，f(φ) が二重井戸型ポテンシャルであり，φ の総体積が一定となる場合に

は，以下のように，表面エネルギとポテンシャル f(φ)の領域Dでの総和と領域 ΩA のペリメータの最小化問

題と解釈できる．

inf
φ∫

Ω φ(x)dx=V0

∫
D

κ

2
|∇φ|2 + f(φ)dx and Per(ΩA) (2.32)

ここで，f(φ)を以下のように定義する．

f(φ) = H(x)g(φ) +W (x)w(φ) (2.33)

ここで，w(φ)は w(0) = w(1) = w′(0) = w′(1)を満たす関数，即ち等しい極小値を持つ二重井戸型ポテンシャ

ルで，W (x)はポテンシャルの高さを決定する係数である．また，g(φ)は g(0) = 0, g(1) = 1, g′(0) = g′(1) = 0

を満たす関数で，H(x) はその係数であり，この項により，ポテンシャル f(φ) の極小値に差が与えられる．

2.2.3節で述べたように，式 (2.33)においては，領域 ξ において，関数 φはポテンシャル f(φ)の極小値が低

い方に変化する．ここで，図 2.5のように，

H(x) = hJ̄ ′(x, φ) (h > 0) (2.34)

とおき，J̄ ′′(x, φ)の項を無視すると，位置 xにおける φの変化は以下のように表される．

φt+1(x) = φt(x) − η(t)H(x)

= φt(x) − η(t)hJ̄ ′(x, φ)
x ∈ ξ (2.35)

ここで η(t) > 0はH(x)の値に基づき決定される，φの時間 tでの変化量を表す値である．これは，領域 ξ に

おいて，φが通常の勾配法と同様に，目標関数の φに関する感度 J̄ ′(x, φ)に従い更新されることを示してい

る．即ち，この定式化により，目標関数の減少が通常の勾配法と同様に議論可能なことを示す．

o φ
1

( )( ) ' ,H hJ φ=x x

( )f φ

Figure 2.5: Setting of double well potential
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2.3.4 感度解析

本研究では，前節で述べたように，式 (2.31)のポテンシャルの決定に目標関数 J(φ)の関数 φに関する感度

を用いる．ここでは，目標関数 J(φ)の関数 φに関する感度 J ′(x, φ)を導出する．最初に，式 (2.24)の平均

コンプライアンスの感度を導出する．随伴状態 pを用いて，ラグランジアン L(φ)を定義する．

L(φ) =
∫

ΓN

g · uds−
(∫

D

A∗e(u) : e(p)dx−
∫

ΓN

g · pds
)

(2.36)

この L(φ)の微小変化量を以下のように導出する．

dL(φ) =
∫

ΓN

g · ∂u

∂φ
dsdφ−

∫
D

∂A∗

∂φ
e(u) : e(p)dxdφ−

∫
D

A∗e

(
∂u

∂φ

)
: e(p)dxdφ

−
∫

D

A∗e(u) : e

(
∂p

∂φ

)
dxdφ+

∫
ΓN

g · ∂p

∂φ
dsdφ

= −
∫

D

∂A∗

∂φ
e(u) : e(p)dxdφ

+
(∫

D

A∗e(u) : e

(
∂p

∂φ

)
dx−

∫
ΓN

g · ∂p

∂φ
ds

)
dφ

−
(∫

D

A∗e

(
∂u

∂φ

)
: e(p)dx−

∫
ΓN

g · ∂u

∂φ
ds

)
dφ

(2.37)

右辺の第二項，第三項は等式制約となる式 (2.21)で v = ∂p
∂φ とした際に等しいので，値が 0となる．さらに，

第四項，第五項は同式において，u = p,v = ∂u
∂φ とした場合に等しいため，同様に値が 0になる．よって u

と pの支配方程式が等しく，p = uとなることから，この問題は自己随伴問題であり，目標関数 J(φ)の φに

関する感度は以下のように表される．

∂J(φ)
∂φ

=
∂L(φ)
∂φ

= −
∫

D

∂A∗

∂φ
e(u) : e(u)dx (2.38)

続いて，メカニズム創生問題で使用される，式 (2.25)の目標変位と変位との最小自乗誤差の感度を導出する．

最初に，ラグランジアン L(φ)を以下のように定義する．

L(φ) =
(∫

D

l(x)|u − u0|αdx
)1/α

+
∫

D

A∗e(u) : e(p)dx−
∫

ΓN

g · pds (2.39)

この L(φ)の微小変化量を以下のように導出する．

dL(φ) =
C0

α
l(x)|u − u0|α−1(u − u0)

∂u

∂φ
dφ+

∫
D

∂A∗

∂φ
e(u) : e(p)dxdφ

+
∫

D

A∗e

(
∂u

∂φ

)
: e(p)dxdφ+

∫
D

A∗e(u) : e

(
∂p

∂φ

)
dxdφ−

∫
ΓN

g · ∂p

∂φ
dsdφ

=
∫

D

∂A∗

∂φ
e(u) : e(p)dxdφ

+
(∫

D

A∗e(u) : e

(
∂p

∂φ

)
dx−

∫
ΓN

g · ∂p

∂φ
ds

)
dφ

+
(∫

D

A∗e

(
∂u

∂φ

)
: e(p)dx+

C0

α
l(x)|u − u0|α−1(u − u0)

∂u

∂φ

)
dφ

(2.40)
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ただし，C0 は以下で表される定数である．

C0 =
(∫

D

l(x)|u − u0|αdx
)1/α−1

(2.41)

右辺第二項，第三項は式 (2.37)と同様に値が 0となる．第四項，第五項は随伴状態 pが以下の式を満たすも

のとすると，値が 0になる．∫
D

A∗e(p) : e(q)dx+ C0l(x)|u − u0|α−2(u − u0)q = 0 for ∀ q (2.42)

よって，目標関数 J(φ)の φに関する感度は以下のように表される．

∂J(φ)
∂φ

=
∂L(φ)
∂φ

=
∫

D

∂A∗

∂φ
e(u) : e(p)dx (2.43)

ただし，随伴状態 pは式 (2.43)を満たす．

続いて，式 (2.28)に含まれる k次の固有値の感度を導出する．随伴状態 pを用いて，ラグランジアン L(φ)

を以下のように定義する．

L(φ) = λk +
∫

D

A∗e(ϕk) : e(p)dx− λk

∫
D

ρ̄ϕkpds (2.44)

この L(φ)の微小変化量を以下のように導出する．

dL(φ) =
∂λk

∂φ
dφ+

∫
D

∂A∗

∂φ
e(ϕk) : e(p)dxdφ+

∫
D

A∗e

(
∂ϕk

∂φ

)
: e(p)dxdφ

+ q

∫
D

A∗e(ϕk) : e

(
∂p

∂φ

)
dxdφ− ∂λk

∂φ

∫
D

ρ̄ϕkpdxdφ− λk

∫
D

∂ρ̄

∂φ
ϕkpdxdφ

− λk

∫
D

ρ̄
∂ϕk

∂φ
pdxdφ− λk

∫
D

ρ̄ϕk
∂p

∂φ
dxdφ

=
(∫

D

∂A∗

∂φ
e(ϕk) : e(p)dx− λk

∫
D

∂ρ̄

∂φ
ϕkpdx

)
dφ+

(
∂λk

∂φ
− ∂λk

∂φ

∫
D

ρ̄ϕkpdx

)
dφ

+
(∫

D

A∗e(ϕk) : e

(
∂p

∂φ

)
dx− λk

∫
D

ρ̄ϕk
∂p

∂φ
dx

)
dφ

+
(∫

D

A∗e

(
∂ϕk

∂φ

)
: e(p)dx− λk

∫
D

ρ̄
∂ϕk

∂φ
pdx

)
dφ

(2.45)

右辺の第五項，第六項は等式制約となる式 (2.27)で v = ∂p
∂φ とした際に等しいので，値が 0となる．さらに，

第七項，第八項は同式において，ϕk = p,v = ∂ϕk

∂φ とした場合に等しいため，同様に値が 0になる．よって u

と pの支配方程式が等しく，p = ϕk となることから，この問題は自己随伴問題である．さらに，ϕk が正規

化されており，
∫

D

ρ̄|ϕk|2dx = 0とすると，第三項，第四項は相殺される．よって，k 次の固有値 λk の φに

関する感度は以下のように表される．

∂λk

∂φ
=
∂L(φ)
∂φ

=
∫

D

∂A∗

∂φ
e(ϕk) : e(ϕk)dx− λk

∫
D

∂ρ̄

∂φ
|ϕk|2dx (2.46)

2.4 数値計算の実装

2.4.1 アルゴリズム

以上の議論をふまえ，最適化アルゴリズムを以下のように構築する．
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1. 初期形状 Ω0 に対応する φの初期値を決定する．

2. 目標関数が収束するまで以下のループを繰り返す．

（a）有限要素法により変位 u，固有モード ϕk，随伴状態 pを導出する．

（b）目標関数を導出する．

（c）目標関数の感度を導出し，二重井戸型ポテンシャル f(φ)を式 (2.33)より導出する．

（d）式 (2.31)の反応拡散方程式を有限体積法により解く．

2.4.2 各種関数の設定

本研究では，式 (2.31)に用いる関数を以下のように設定する．

g(φ) = φ3(6φ2 − 15φ+ 10), w(φ) = φ2(1 − φ2) (2.47)

さらに，関数 w(φ)の高さを決定する係数W (x)はW (x) = 1
0.53H(x)とする．

また，式 (2.20) で表される，領域 ξ における弾性定数には，トポロジー最適化法における SIMP 法

[11, 14, 117]で使用されている，ペナルティ係数 pを定義し，関数 φを p乗した値を材料の元の弾性テンソル

に乗じる方法により以下のように導出する．

A∗ = φpA (0 < φ < 1) (2.48)

また，式 (2.26)で表される，領域 ξにおける ρ̄の値は，ρを係数とする φの線形関数として以下のように表す．

ρ̄ = φρ (0 < φ < 1) (2.49)

2.4.3 有限体積法

ここで，有限体積法に関して若干補足する．離散化された各要素の体積 CV について以下の保存則が成り

立つとする． ∫
CV

∂φ

∂t
dx =

∫
CV

κ∇2φdx−
∫

CV

∂f

∂φ
dx (2.50)

本研究では以下のように，拡散項は陰解法による離散化を行い，反応項は湧き出し項として扱う．

φn+1
P − φn

P

∆t
= κ

∑
i

Ai
φn+1

A − φn
P

dAP
+
(
∂f(φ)
∂φ

)n

P

Vp (2.51)

ここで，φn
P は時間 nにおける要素 P の φの値，VP は要素 P の体積，

∑
i は要素 P の境界に関する総和，Ai

は要素 P の境界の長さもしくは面積，dAP は隣り合う要素同士の中心間距離を示す．この式を tについて解

くことにより，各 tにおける φの値が導出される．なお，時間 tの更新幅 ∆tは，勾配法における最急降下幅

に相当するため，以下のように更新されるものとする．k 回目の繰り返し計算における関数 φの値を φk，目

標関数の値を J̄k(φk)，時間 tの更新幅を ∆tk とすると，

1.
J̄k(φk) − J̄k−1(φk−1)

J̄k−1(φk−1)
≤ J̄thre のとき．

• ∆tk+1 = max(1.5∆tk,∆tmax)として，k + 1回目の繰り返し計算へ．

2.
J̄k(φk) − J̄k−1(φk−1)

J̄k−1(φk−1)
> J̄thre のとき．

• ∆tk = 0.5∆tk として，φk を再導出し，k 回目の繰り返し計算をやり直す．

• 1の条件を満たすまで，これを繰り返す．
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2.5 数値例

簡単な数値例を用いて本手法の妥当性を検証する．簡単のため，各物理量は無次元化された単位量として扱

う．いずれの数値例においても，材料のヤング率 E は 1.0，ポアソン比 ν は 0.3，質量密度 ρは 1.0とする．

また，式 (2.48) のパラメータ p の値は 3 とする．さらに，式 (2.31) の計算においては，有限要素法による

f(φ)の計算と，有限体積法による φの更新を 1ステップずつ交互に行うものとする．なお，関数 φは各有限

要素ごとに設定され，有限要素法と有限体積法においては共通のメッシュを使用するものとする．

2.5.1 剛性最大化問題

最初に，式 (2.24)の平均コンプライアンスの最小化を目的とした，二次元片持ち梁の最適化を行う．設計

領域を図 2.6に示す．設計領域の左端を完全固定し，右端中央に垂直荷重 1.0を作用させる．

400

2 00
V e r t i c a l l o a d

Figure 2.6: Design domain and boundary condition for cantilever problem

■初期案が最適形状に与える影響 初期案が最適形状に与える影響について検討を行う．図 2.6の設計領域を

100× 200個の正方形 4節点アイソパラメトリック要素で分割する．図 2.7にそれぞれ，穴の個数が 9個と 17

個，39個の場合の初期解を示す．穴の半径はそれぞれ 46と 30，22である．式 (2.31)における係数 κは 0.5，

式 (2.34)における係数 hは 2.0とし，時間 tの最大更新幅∆tk は 1.0とした．体積制約は総体積の約 40%と

設定し，式 (2.30)のラグランジュ未定乗数を随時更新した．

(a) 9 holes

 

(b) 17 holes (c) 39 holes

Figure 2.7: Initial designs

図 2.8にそれぞれ，初期案の穴の個数が 9個と 17個，39個の場合の最適解及び最適化途中の形状を示す．
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いずれの初期解を使用した場合においても，最適解に初期解依存性が確認できる．これは，本手法では穴の生

成が不可能なためである．しかし，初期案，最適化途中，最適解の図を比較してもわかるように，穴の消失に

限り形態変化が可能である．図 2.9に平均コンプライアンスの収束履歴を，図 2.10に目標関数の収束履歴を

示す．収束履歴において，一回目から二回目の繰り返し計算の際に目標関数が上昇していることがわかる．こ

れは，初期案においてはインターフェイスが存在しないために，フェーズフィールド関数の更新ではインター

フェイスの生成のみがおき，その変化には感度に基づき設定された二重井戸型ポテンシャルは影響しないため

である．二回目以降の繰り返し計算においては，目標関数の滑らかな収束が得られていることがわかる．

(a) Initial shape (a) (iteration 100) (b) Initial shape (a) (iteration 400)

 

(c) Initial shape (b) (iteration 50) (d) Initial shape (b) (iteration 400)

(e) Initial shape (c) (iteration 50) (f) Initial shape (c) (iteration 400)

Figure 2.8: Optimal configurations of 2D cantilever
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Figure 2.9: Convergence history of mean compliance
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Figure 2.10: Convergence history of objective function

■パラメータの影響 式 (2.31)における拡散項の係数 κが最適形状に与える影響について検討を行う．前例

題と同様に，関数 φの設定及び，有限要素法による解析では，図 2.6の設計領域を 100 × 200個の正方形 4節

点アイソパラメトリック要素で分割する．初期解は図 2.8(c)に示す穴の個数が 39個のものとする．式 (2.34)

における係数 hは 2.0とし，時間 tの最大更新幅 ∆tk は 1.0とした．体積制約は総体積の約 40%と設定し，

式 (2.30)のラグランジュ未定乗数を随時更新した．κを 0.5と 1.0の二通りに設定し最適化を行った．

図 2.11 にそれぞれ，κ を 0.5 と 1.0 の二通りの場合の，繰り返し計算 200 回目と収束が確認された 1300

回目の最適形状を示す．図 2.12にそれぞれの場合の目標関数の収束履歴を示す．κを 0.5と 1.0の場合を比

較し，最終的な最適形状で領域のペリメータが大きく異なる形状が得られていることがわかる．これは，式

(2.31)が陰的にペリメータ制約を含み，κの値によってその影響が変化するためであると考えられる．また，

特に大きな形態変化が起こった，κ = 1.0 の場合について，繰り返し計算 200 回目と 1300 回目の最適形状，

図 2.12の目標関数の収束履歴を比較すると，計算開始からかなりの時間を経た後に大きな形態変化が起こっ

ていることがわかる．
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(a) κ = 0.5 (iteration 200) (b) κ = 0.5 (iteration 1300)

(c) κ = 1.0 (iteration 200) (d) κ = 1.0 (iteration 1300)

Figure 2.11: Optimal configurations of 2D cantilever
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Figure 2.12: Convergence history of objective function

■コンプライアントメカニズムの最適設計 続いて，コンプライアントメカニズムの最適設計に本手法を適用

する．文献 [15]でも用いられているベンチマーク問題を参考にした設計領域を図 2.13と図 2.16に示す．いず

れの場合も，関数 φの設定及び，有限要素法による解析では，設計領域を 100× 200個の正方形 4節点アイソ

パラメトリック要素で分割する．式 (2.34)における係数 hは 1.0とし，時間 tの最大更新幅 ∆tk は 1.0とし

た．体積制約は総体積の約 30%と設定し，式 (2.30)のラグランジュ未定乗数を随時更新した．さらに，κを

0.5と 1.0の二通りに設定し最適化を行った．
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Output force

4 0 0

2 0 0

I n put force

2 0

Figure 2.13: Design domain and boundary condition for inverter mechanism problem

図 2.14に図 2.13の設計領域で得られた最適解を，図 2.15に目標関数の収束履歴を，図 2.17に図 2.16の設

計領域で得られた最適解を，図 2.18に目標関数の収束履歴を示す．文献 [15]で示されている例に近い形状が

得られており，また，目標関数の収束履歴から判断しても妥当な形状であると考えられる．κ = 0.5の場合と

κ = 1.0の場合を比較し，剛性問題の場合と同様，κ = 1.0の場合の方が小さなペリメータの形状が得られて

いることがわかる．

(a) κ = 0.5 (b) κ = 1.0

Figure 2.14: Optimal configurations of inverter mechanism
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Figure 2.15: Convergence history of objective function
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Output force

4 0 0

2 0 0

I n put force

2 0

4 0

8 0

Figure 2.16: Design domain and boundary condition for gripper mechanism problem

(a) κ = 0.5 (b) κ = 1.0

Figure 2.17: Optimal configurations of gripper mechanism
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Figure 2.18: Convergence history of objective function

■固有振動数最大化問題 続いて，固有振動数最大化問題に本手法を適用する．設計領域を図 2.19 に示す．

設計領域の右端中央に質量 104 の非構造質量を設置した．関数 φの設定及び，有限要素法による解析では，設

計領域を 100 × 200個の正方形 4節点アイソパラメトリック要素で分割した．κは 0.5とし，式 (2.34)にお
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ける係数 hは 10.0とし，時間 tの最大更新幅 ∆tk は 1.0とした．体積制約は総体積の約 40%と設定し，式

(2.30)のラグランジュ未定乗数を随時更新した．これらの条件のもと，1次の固有振動数のみを最大化した場

合及び，式 2.28において重み係数を w1 = 0.5, w2 = 0.5とし 1次と 2次の固有振動数を同時に最大化した場

合についてそれぞれ解を得た．

400

2 00
C o n c e n t r a t e d  m a s s

Figure 2.19: Design domain and boundary condition for eigen-frequency problem

それぞれの場合について，図 2.20に最適形状を，図 2.21と図 2.23に目標関数の収束履歴を，図 2.22と図

2.24に 1次から 3次までの固有振動数の履歴を示す．1次の固有振動数のみを最大化した場合については，1

次の固有モードが質点を中心とした上下運動なため，質点の箇所に垂直荷重を作用させた場合とほぼ等しい解

が得られる．対して，1次と 2次の固有振動数を同時に最大化した場合は，2次の固有モードである質点を中

心とした左右の運動に対しても剛性を持つ構造になっている．また，図 2.24では 1次の固有振動数のみなら

ず 2次の固有振動数も最大化されているのが確認できる．

(a) 1st eigenfrequency is optimized (b) 1st and 2nd eigenfrequencies are opti-

mized

Figure 2.20: Optimal configurations
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Figure 2.21: Convergence history of objective function (1st eigenfrequency is optimized)
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Figure 2.22: Convergence history of eigenfrequencies (1st eigenfrequency is optimized)
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Figure 2.23: Convergence history of objective function (1st and 2nd eigenfrequencies are optimized)
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Figure 2.24: Convergence history of eigenfrequencies (1st and 2nd eigenfrequencies are optimized)

2.6 結言

本研究では，フェーズフィールド法を用い，オイラー型メッシュで数値計算可能な形状最適化法を提案し，

簡単な数値例により本研究で提案する方法の妥当性を検証した．結果を以下に示す．

1. 最適化の対象とする領域をフェーズフィールド関数により表現した．

2. 感度解析の結果に基づき極小値が決定される二重井戸型ポテンシャルを定式化し，仮想的な時間発展と

ともに通常の勾配法と同様に設計変数が目標関数を減少させる方向に変化する発展方程式を構築した．

3. 最適化問題として，剛性最大化問題とコンプライアントメカニズム創生問題，固有振動数最大化問題を

考え，それぞれについて目標関数を定式化した．また，それぞれの目標関数の，フェーズフィールド関

数に対する感度を導出した．

4. 以上の定式化に基づき，有限体積法を用いた最適化アルゴリズムを構築した．

5. 簡単な数値例により，本研究で提唱する方法論の検証を行った．剛性最大化問題とコンプライアントメ

カニズム創生問題，固有振動数最大化問題のいずれにおいても妥当な解が得られ，本手法の妥当性が確

認できた．

今後の展開としては，本手法のオイラー型形状最適化法としての有効性を検証するため，レベルセット法と

の厳密な比較が必要であると考える．さらに，現在では問題設定に関わらず，平均曲率運動が必ず含まれる

が，問題によってはその機能が不要であるため，それを無効化することも課題である．さらに，適用範囲を，

形状最適化問題として難易度の高い形状依存荷重が作用する問題に拡張することも考えられる．
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3 荷重変換器構造のトポロジー最適化

3.1 導入

本章では，序章で述べたトポロジー最適化の応用研究として，単軸荷重変換器及び多軸荷重変換器の構造最

適化法を構築する．機械製品の開発および利用において，性能評価のための荷重やひずみなどの物理量の測定

は必要不可欠である．荷重を測定するための装置は，荷重変換器と呼ばれ，ひずみゲージなどのセンサデバイ

スと，荷重をひずみに変換するための変換器構造から構成される．単軸の荷重変換器においては，作用荷重の

特定方向の成分のみ測定可能であるが，多軸荷重変換器は，作用荷重の複数方向の成分を検出可能である．こ

のような，ひずみゲージと変換器構造で構成される荷重変換器としては，単軸のものはロードセル，ロボット

マニピュレータの力制御に用いる多軸力覚センサ [120]，自動車の車軸に作用する力を検出する 6分力計 [116]

等が挙げられる．

従来までに，これらの性能の評価方法として，数学的理論に基づいた方法がいくつか提案されている．例え

ば，中村ら [120]は，測定荷重に対する感度の評価尺度として，ひずみゲージ感度，力覚感度を導出している．

内山ら [112]は，各軸方向の荷重成分測定の精度を評価するために，特異値分解と条件数に基づく尺度を提案

している．また，これらの評価尺度に基づく変換器構造の最適設計法 [10, 53, 60, 111]も報告されている．し

かし，寸法最適化に基づく既存の変換器構造に対する改善にとどまり，構造の抜本的な改善が可能な形状最適

化やトポロジー最適化への適用については，いまだ報告例がない．

他方，1988年に提案されたトポロジー最適化 [13]は，構造の形状のみならず形態の変更を可能とし，性能

の抜本的改善が可能な最適構造創出法として著しい発展を遂げてきている．当初は，剛性最大化問題 [13]，固

有振動数最適化問題 [65]などの構造の安定性を狙った設計問題に適用されていたが， コンプライアントメカ

ニズムの最適設計 [78]，ピエゾアクチュエータの最適設計 [99]，マイクロメカニズムにおける振動アクチュ

エータ [67]の最適設計などにも応用されつつある．さらに，Rubioら [96]は，センサデバイスにピエゾ抵抗

材料を用いた単軸荷重変換器を対象とした場合の方法論を構築している．しかし，ひずみゲージをセンサデバ

イスとする単軸荷重変換器構造及び，多軸荷重変換器構造を取り扱ったトポロジー最適化手法については，未

だ報告されていない．

そこで本研究では，センサデバイスとしてひずみゲージを用いた，単軸荷重変換器と多自由度荷重変換器の

起歪構造の創成設計法をトポロジー最適化法に基づき構築する．以下，第二節では，トポロジー最適化の考え

方と設計変数の設定法について述べる．第三節では，単軸荷重変換器と多軸荷重変換器の設計に共通で要求さ

れる機能である，荷重作用時の起歪構造のひずみ感度に関連したホイートストーンブリッジの電圧変化と荷重

に抗する剛性について定式化を行う．第四節では，多軸変換器構造に要求される性能である，荷重作用時の変

換器構造の荷重検出感度，および荷重成分検出の精度の評価尺度を，特異値分解に基づき定式化を行う．二つ

の機能を示す目標関数を考慮可能な多目的最適化問題を定式化する，さらに，最適化の際に必要なそれらの性

能の設計変数に関する感度を導出し，この定式化と感度情報さらに，以上の評価尺度に加えて，負荷荷重に抗

する剛性を考慮した多目的な目標関数を定式化する．に基づいた，逐次線形計画法を用いた最適化アルゴリズ

ムを構築する．第五節では，簡単な数値例により，提案する方法論の妥当性を検証する．
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3.2 定式化

3.2.1 本章で用いるトポロジー最適化法について

ここで，本章で使用するトポロジー最適化法について述べる．序章で述べたように，トポロジー最適化の基

本的な考え方は固定設計領域と次式に示す特性関数 χΩ の導入にある．すなわち，最適構造となるべき（本来

の）設計領域 Ωd を包括する固定設計領域Dを最初に設け，その固定設計領域と特性関数 χΩ を用いて，最適

化問題を材料分布問題，あるいは要素配置問題に置き換えることにある．

χΩ(x) =
{

1 if x ∈ Ωd

0 if x ∈ D \ Ωd
(3.1)

しかし，この問題には数学的に最適解が存在しないことが証明されているため，この問題に均質化理論を適用

し，特性関数の弱収束極限を密度関数と考え，大域的な連続関数に緩和する方法を用いることになる．序章で

述べたように，密度関数の導出法はいくつか提案されているが，ここでは，任意形状のマイクロストラクチャ

を領域内に定義する方法に分類される，連続的材料分布の節点補間による方法 [69]を用いる．この方法では，

離散化近似において，各節点にミクロ構造を配置し，固定設計領域Dにおいて，設計変数の C0 以上の連続性

を仮定する．すなわち，固定設計領域に分布する設計変数 r(x)を，形状関数 Nr
i (x)(i = 1, ..., n)を構成要素

とする形状関数ベクトルM(x)を用いて，次のように離散化する．

r ≈ rh = M(x)R = Nr
1R1 + · · · +Nr

i Ri + · · · +Nr
nRn (3.2)

ここで，Rは節点における設計変数ベクトルであり，nは設計変数の数を表す．この場合，i番目の節点に対

応する形状関数 Nr
i (x)は，関係する要素内において連続的に変化するため，設計変数も連続的に分布するこ

とになり，材料の連続的な分布が考慮された最適解が得られるため，チェッカーボードなどの不安定構造が回

避可能である．なお，本研究では，C0 連続な最も簡単な形状関数として，双一次関数を用いる．

図 3.1に，設計空間の緩和に用いるミクロ構造を示す．ここでは，ほぼ等方的な挙動を示す正六角形形状の

ミクロ構造を用いる．設計変数はミクロ構造の正規化された空孔の寸法 rとなり，完全孔の場合 1で，完全稠

密の場合 0となり，以下の制約を受ける．

0 ≤ r(x) ≤ 1 (3.3)

Porous microstructure

Design domain Shape of microstructure

1

r

Figure 3.1: Hexagonal microstructure

このミクロ構造を用いて，以下の手続きにより均質化された物理量を求める．最初に，次式より特性関数 χ

を求める．
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∫
Y

εy(v)T E(x,y)εy(χ(x,y))dY =
∫

Y

εy(v)T E(x,y)dY for ∀v ∈ Vy (3.4)

ここで，y はミクロ構造に設定した座標，Y はユニットセルの領域，E はミクロ構造の弾性テンソルで，

Vy = {v = viei : vi ∈ H1(Y ) with Y -periodic in unit cell Y } (3.5)

ε(v)T =
{
∂v1
∂y1

∂v2
∂y2

1
2

(
∂v1
∂y2

+
∂v2
∂y1

)}
(3.6)

である．上式で求められた特性関数 χを用いて，次式により均質化された弾性テンソル EH を，

E′′ =
1
|Y |

∫
Y

E(x,y)(I − εy(χ))dY (3.7)

として，また均質化された質量密度 ρH
m を，

ρH
m =

1
|Y |

∫
V

ρm(x,y)dY (3.8)

として求める．ここで，ρm はミクロ構造の質量密度である．以上の手続きにより，設計空間の緩和を行う．

3.2.2 単軸荷重変換器の最適化における目標関数の設定

二次元平面内に作用する荷重の各成分を独立して検出可能な，二自由度荷重変換器の構造設計を行うこ

とを想定し，図 3.2 に示すように境界 Γu を完全固定した二次元の線形弾性体 Ωe において，境界 Γt に

表面力 t が作用する場合を考える．さらに，同種の単軸型のひずみゲージが ng 枚，この弾性体の領域

Ωgig
(⊂ Ωe)(ig = 1, ..., ng)に，それぞれ完全接着されているものとする．このとき，ig 番目のひずみゲージ

の抵抗変化は次のように表される．

∆Rig

Rig

= Ks
1

Ωgig

∫
Ωgig

εxigdΩ (3.9)

ここで，εxig は ig 番目のひずみゲージの図 3.3に示す縦軸方向を基準にしたひずみの値である．Ks はゲージ

率と呼ばれる，縦軸方向を基準にしたひずみと抵抗変化を関連付ける係数で，ひずみゲージ固有の値である．

Γt

Γu

Ωe

t

Strain gauges
1ggi +Ω

ggiΩ

Figure 3.2: An elastic body with strain gauges subjected to two tractions
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X
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xy

X

Y
xy

θ

Figure 3.3: Coordinate system of strain gauge

さらに，ひずみゲージの縦軸方向が最大主ひずみ方向と一致しているとすると，

εxig =
εXig + εY ig

2
±

√(
εXig − εY ig

2

)2

+ (γXY ig )2 (3.10)

となる．ここで，εXig，εY ig，γXY ig はそれぞれ，ig 番目のひずみゲージ設置箇所における，全体座標系に関

するひずみ及びせん断ひずみである．

一般的にひずみゲージの抵抗変化は，ホイートストーンブリッジの出力電圧の変化として検出する．一つの

ホイートストーンブリッジには最大四枚のひずみゲージが接続され，全て同種のひずみゲージを用いた場合の

出力電圧は以下の式で得られる．

Vout =
1
4
Vin

(
∆R1

R1
− ∆R2

R2
+
∆R3

R3
− ∆R4

R4

)
=

1
4
KsVin

(
εg1 − εg2 + εg3 − εg4

) (3.11)

ただし，上式において出力電圧の最大値が得られるのは，明らかに εgig
≥ 0 (ig = 1, 3)かつ εgig

≤ 0 (ig =

2, 4)の場合である．しかし，最適解が必ずしもこの条件を満たすとは限らない．そこで，ホイートストーンブ

リッジの構成は，最適解が得られたのちに，各 εgig の正負に応じて構成を決定するものとし，最適解の導出過

程では，各ひずみの絶対値をとった次式の仮想的な出力電圧を用いるものとする．

Vout =
1
4
KsVin

ng∑
ig=1

∣∣∣εgig

∣∣∣ (3.12)

この式を用いることにより，各ひずみゲージ設置箇所におけるひずみの正負によらず，最終的に最大の出力電

圧となる最適構造が得られる．なお，ひずみの値によっては，全てのひずみゲージで単一のホイートストーン

ブリッジを構成することが不可能になるため，その際には複数のホイートストーンブリッジを用いることとす

る．ケース 1とケース 2のそれぞれの場合についてこの値を最大化することにより，複数の表面力に対する変

換器の感度が同時に最大化される．

他方，荷重に抗する十分な剛性は，表面力 tと変位 uとの積で表される次式の平均コンプライアンス [13]l

を最小化することによりそれぞれ得られる．

l =
∫

Γt

t · udΓ (3.13)

よって本最適化問題は，二つの目標関数をもつ多目的最適化問題となる．本研究では重み付き総和法によ

り，目標関数を次式のように定式化する．

f = −wV Vout + wll (3.14)

ここで wV と wl は重み係数である．
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3.2.3 多軸荷重変換器構造の最適化における目標関数の設定

本研究では，荷重変換器構造の評価尺度として，剛性，荷重検出感度，荷重成分検出の精度を考える．ここ

では，内山ら [112]の特異値分解に基づく荷重成分検出の精度の評価方法を参考に，荷重検出感度，剛性を評

価項目に加え，定式化を行う．なお，行列計算の詳細については例えば文献 [41]を参照されたい．

今，ひずみゲージ式荷重変換器のある点に作用する n 自由度の荷重を，n 個の互いに独立したホイートス

トーンブリッジで検出する場合を考える．S を，各ホイートストーンブリッジの電圧 V を成分とする信号ベ

クトル，F を荷重ベクトルとする．なお，S と F は，n次元実ベクトル空間に属するものとする．荷重変換

器構造の変形が弾性変形である仮定すれば，次式の関係が成り立つ．

S = CsF , Cs ∈ Rn×n (3.15)

ここで

ST = (V1, ..., Vn) , S ∈ Rn (3.16)

F T = (F1, ..., Fn) , F ∈ Rn (3.17)

さらに，Cs はひずみコンプライアンスマトリクスで，荷重の作用およびひずみ検出箇所が一定であれば，

このマトリクスにより変換器構造の性能を評価できる．すなわち，このコンプライアンスマトリクスの数学的

な特性値は変換器構造の性能の評価尺度となりうる．そこで，ここでは，内山ら [112]の研究に基づき Cs を

用いた変換器構造の新しい評価尺度を構築する．最初に，評価尺度を導出するため，Cs を次式のように特異

値分解する．

Cs = UsΣsVs
T (3.18)

ただし

Σs = diag (σ1, ..., σn) ∈ Rn×n (3.19)

Us = (u1, ...,un) , Us ∈ Rn×n, u1, ...,un ∈ Rn (3.20)

Vs = (v1, ...,vn) , Vs ∈ Rn×n, v1, ...,vn ∈ Rn (3.21)

ここで，Us，Vs はそれぞれ，n次元実ベクトル空間の正規直交基底 u1, ...,un，v1, ...,vn によって構成さ

れる基底行列であり，直交行列となる．また，σ1, ..., σn は Cs の特異値である．さらに，n個の特異値の中

で，r 個が正の値をとり，

σ1 ≥ · · · ≥ σr ≥ σr+1 = · · · = σn = 0 (3.22)

とすれば，Cs の階数は以下の式より与えられる．

rank (Cs) = r (3.23)

まず，ひずみゲージ式荷重変換器は，入力された荷重に対して出力信号が一対一に対応する必要がある．こ

のとき，式 (3.15)において，信号ベクトル S より，F の値が一意に定まることが必要となる．よって，

rank (Cs) = n (3.24)
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が成り立たなければならない．すなわち，最小特異値が正でなければならない．

また，荷重を高感度で検出するために，作用する荷重によって生じる出力信号は可能な限り大きいことが望

ましい．さらに，信号にはひずみゲージの測定誤差等に起因する誤差が必ず含まれているため，その誤差が各

荷重成分に与える影響は最小化されることが望ましい．今，σn > 0が成り立ち，入力された荷重に対して出

力信号が一対一に対応するとき，特異値について以下の関係が成り立つ．

max
||CsF ||
||F ||

= max
||S||
||F ||

= σ1 (3.25)

min
||CsF ||
||F ||

= min
||S||
||F ||

= σn (3.26)

ここで，|| · ||は L2 ノルムを表す．さらに，入力荷重ベクトルの真の値を Ftrue とし，それによって生じる信

号の真の値を Strue とすると，式 (3.25)と式 (3.26)より以下の関係が成り立つ．

σn ≤ ||Strue||
||Ftrue||

≤ σ1 (3.27)

また，Ftrue の微小変化量∆Ftrue とそれに伴う Strue の微小変化量∆Strue を考えると，同様に以下の式が成

り立つ．

σn ≤ ||∆Strue||
||∆Ftrue||

≤ σ1 (3.28)

この式における，∆Ftrue と ∆Strue の比は入力荷重の変化量に対する出力信号の変化量の比，すなわち荷重

の検出感度を表す．すなわち，∆Strue/∆Ftrue の下限値となる最小特異値 σn を最大化することで，荷重の検

出感度を向上させることができる．

一方，出力信号に真の値からの誤差 ∆Serror が含まれ，それに基づき式 (3.15)より導出された荷重ベクト

ルにも真の値からの誤差∆Ferror が含まれる場合を考える．このとき，式 (3.15)は以下のように表される．

Strue + ∆Serror = Cs (Ftrue + ∆Ferror) (3.29)

このとき，式 (3.28)と同様に，以下の関係が成り立つ．

σn ≤ ||∆Serror||
||∆Ferror||

≤ σ1 (3.30)

ここで，式 (3.30)を式 (3.27)で割ると，以下の関係が成り立つ．

σn

σ1
≤ ||∆Ferror||/||Ftrue||

||∆Serror||/||Strue||
≤ σ1

σn
(3.31)

なお，σ1/σn は Cs の条件数と呼ばれる．この式は，荷重ベクトル F の相対誤差 ||∆Ferror||/||Ftrue||が，最
大で信号ベクトル S の相対誤差 ||∆Serror||/||Strue||の条件数倍まで拡大されることを意味している．すなわ
ち，信号の誤差が荷重に与える影響を小さくし，荷重成分検出の精度を向上させるには，条件数の値を最小化

し，理想値である 1に近づければよいことがわかる．なお，このとき，式 (3.28)の荷重検出感度において上

限値と下限値が近づくことになるため，この操作は各荷重成分の検出感度を等しくすることとも解釈可能で

ある．

以上より，ひずみコンプライアンスマトリクスCs に対し特異値分解を行うことで，その階数，最小特異値，

条件数に基づく変換器構造の評価指標が得られた．
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3.2.4 出力信号の定式化

二次元の二軸荷重変換器構造を想定し，図 3.2に示すように，境界 Γu を完全固定した二次元線形弾性体 Ωe

の微小境界 Γt に表面力 tを作用させた場合について考える．さらに，同種の単軸型のひずみゲージが ng 個，

領域 Ωgig
(⊂ Ωe)(ig = 1, ..., ng)に，それぞれ完全接着されているものとする．このときの弾性体の変位ベク

トルを uとすれば，以下のつりあい式が成り立つ．∫
Ωe

ε(v) : D : ε(u)dΩ =
∫

Γt

t · vdΓ

for u ∈ V ∀v ∈ V

(3.32)

ただし，
V = {v = viei : v = 0 on Γu} (3.33)

ここで，v は仮想変位ベクトルで，ε(u)はひずみテンソルで，微小ひずみを仮定している．D はこの弾性体

の弾性テンソルであり，:はテンソルプロダクトを示す．

また，簡単のため，ひずみゲージは設置領域のひずみの平均的を検出するものとすると，ig 番目のひずみ

ゲージの抵抗変化は次のように表される．

∆Rig

Rig

= Ksεxig (3.34)

ここで，εxig は図 3.3に示すように，ig 番目のひずみゲージの縦軸方向を基準にしたひずみの値のひずみゲー

ジ設置領域における平均値である．Ks はゲージ率と呼ばれる，縦軸方向を基準にしたひずみと抵抗変化を関

連付ける係数で，ひずみゲージ固有の値である．さらに，ひずみゲージの縦軸方向の角度 θを用いて，εxig
は

次式で表される．
εxig = εXig cos2 θ + εY ig sin2 θ + 2γXY ig sin θ cos θ (3.35)

ここで，εXig，εY ig，γXY ig はそれぞれ，ig 番目のひずみゲージ設置箇所における，全体座標系に関するひ

ずみ及びせん断ひずみである．

本研究では式 (3.16)の信号出力信号 S の成分として，ひずみゲージの抵抗変化に起因するホイートストー

ンブリッジの出力電圧の変化を考える．一つのホイートストーンブリッジには最大で四つのひずみゲージが接

続され，iw 番目のホイートストーンブリッジの出力電圧は以下の式で得られる．

Viw =
1
4
KsVinput

(
∆R1

R1
− ∆R2

R2
+
∆R3

R3
− ∆R4

R4

)
=

1
4
KsVinput

(
εg1 − εg2 + εg3 − εg4

) (3.36)

ここで，Vinput は入力電圧の値で，本研究では，全てのホイートストーンブリッジについて等しいものとする．

3.2.5 目標関数の設定

前節で述べたように，高性能な荷重変換器構造を設計するためには，ひずみコンプライアンスマトリクス

Cs の階数をホイートストーンブリッジの数 nに保持したまま，最小特異値 σn を最大化させると同時に，条

件数 σ1/σn を最小化させ理想値 1に近づける必要がある．このうち，Cs の階数が nとなる条件は，式 (3.23)

と式 (3.24)より，最小特異値が正であることとわかり，σn の最大化に伴い達成される．また，このとき，条
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件数 σ1/σn の最小化も達成される可能性があるが，後述するように，特異値の更新の際に用いる感度は固有

値の感度導出アルゴリズムを用いて求めるため，条件数が理想値 1の状態では多重固有値となり，感度導出及

びその後の最適化が困難になる [49]．そこで本研究では，最小特異値が十分に最大化される前に条件数が 1と

なることを防ぐため，他の特異値も重み付き総和法を用いて同時に最大化を行うものとする．ただし，条件数

の最小化が達成されるために，最小特異値の増加分がその他の特異値の増加分よりも大きくなるように重みの

値を設定する必要がある．

また，十分な剛性は，単軸荷重変換器の最適化の場合と同様，平均コンプライアンス lを最小化することに

より得られる．

l =
∫

Γt

t · udΓ (3.37)

以上，目標関数を次式のように定式化する．

f = −
n∑

p=1

ws
pσp +

m∑
q=1

wl
qlq (3.38)

ただし

n∑
p=1

(ws
p) +

m∑
q=1

(wl
q) = 1 (3.39)

ここで ws
p と wl

q は重み係数であり，mは剛性を考慮する荷重ケースの数であり，lq は q 番目の荷重ケース

に関する平均コンプライアンスである．

3.2.6 最適化問題の定式化

今，図 3.2に示した二次元の線形弾性体 Ωe のうち，領域 Ωgig
に含まれない部分を固定設計領域 D とし，

設計変数を式 (3.3) に示すミクロ構造の寸法 r とした場合について最適化問題を考える．すなわち，ひずみ

ゲージは構造中のあらかじめ設定された位置に設置され，構造中のその箇所は最適化の対象とならない．ま

た，ひずみゲージの縦軸方向はゲージ取り付け位置における最大主ひずみ方向と常に一致するものとする．こ

のとき，最適化問題は以下のように定式化される．

minimize
r

f (3.40)

制約条件

g(r) ≤
∫

D

(1 − r(x)) dΩ − V U ≤ 0 (3.41)

0 ≤ r(x) ≤ 1 (3.42)∫
Ωe

ε(v) : D : ε(u)dΩ =
∫

Γt

t · vdΓ

for u ∈ V ∀v ∈ V

(3.43)

ただし

V = {v = viei : v = 0 on Γu} (3.44)
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ここで，g(r)は体積制約を表し，V U は体積（二次元問題では面積）の上限値を示す．さらに，式 (3.43)は弱

形式で表した力のつりあい式，式 (3.44)はディリクレ境界条件を表し，D は弾性テンソル，v はテスト関数

である．

3.3 最適化の手続き

3.3.1 最適化アルゴリズム

最適化のフローチャートを以下に示す．

1. 初期形状を決定する．

2. 目標関数が収束するまで以下のループを繰り返す．

（a）均質化弾性テンソルを導出する．

（b）有限要素法により平衡方程式を解く．

（c）各荷重ケースについて目標関数及び制約条件を計算する．

（d）目標関数の感度を導出する．

（e）求めた感度に基づき，逐次線形計画法（SLP）を用いて設計変数を更新する．

3.3.2 有限要素法を用いたひずみコンプライアンスマトリクスの導出

ここで，多軸荷重変換機の最適化で用いる，ひずみコンプライアンスマトリクス Cs を有限要素法により導

出する．最初に，式 (3.43)を有限要素近似した式を次式で表す．

Ku = f (3.45)

ここで，u，f はそれぞれ変位ベクトルと荷重ベクトルであり，K は剛性マトリクスで，

K =
ne∪

ie=1

Kie =
ne∪

ie=1

∫
Ωie

Bie

T DieBiedΩ (3.46)

である．さらに式中のKie，Bie，Die はそれぞれ ie 番目の要素の要素剛性マトリクス，Bマトリクス，弾性

マトリクスである．
∪
は和集合を意味し，ここでは要素剛性マトリクスの重ね合わせを表すものとする．

続いて，ig 番目のひずみゲージが検出するひずみを離散化した値を，εg
h
ig
とし，対応する要素番号が ie と

すると，以下の式より導出される．

εg
h
ig

= Tigεh
ie

= TigBieuie = TigBieHie

T u

= TigBieHie

T K−1f = TigBieHie

T K−1HfF

= TigBieZie

T HfF = AigF

(3.47)

ただし

εh
ie

= Bieuie , uie = Hie

T u, f = HfF ,

Aig = TigBieZie

T Hf

(3.48)

ここで，Tig は εg
h
ig
と εh

ie
を関連付けるベクトル，εh

ie
，uie はそれぞれ ie 番目の要素におけるひずみベクト

ルと変位ベクトルであり，F は荷重が作用する節点における荷重ベクトルである．また，Zie は次式を解くこ

とにより得られる．
KZie = Hie (3.49)
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式 (3.11)，(3.16)，(3.47)より，

S =

V1

...
Vn

 =
1
4
KsVinput

 εg1 − εg2 + εg3 − εg4

...
εgng−3 − εgng−2 + εgng−1 − εgng


=

1
4
KsVinput

 A1 − A2 + A3 − A4

...
Ang−3 − Ang−2 + Ang−1 − Ang

F

(3.50)

式 (3.15)と式 (3.50)を比較して，

Cs =
1
4
KsVinput

 A1 − A2 + A3 − A4

...
Ang−3 − Ang−2 + Ang−1 − Ang

 (3.51)

が得られる．

3.3.3 感度解析

前述のように，本研究では設計変数の更新に，比較的多くの設計変数を扱うことが可能な逐次線形計画法

（SLP）を用いている．SLPでは目標関数と制約条件の設計変数に関する感度を必要とするため，以下その導

出方法について説明する．なお，感度は，有限要素近似後の離散化された値に基づき，各節点について求める

ものとする．ここでは，節点番号を id (id = 1, ..., nd)とし，要素番号は ie (ie = 1, ..., ne)とする．最初に，

式 (3.15)を有限要素近似した式を次式で表す．

KU = F (3.52)

ここで，U，F はそれぞれ k 番目の荷重ケースに対応する変位ベクトルと荷重ベクトルであり，K は剛性マ

トリクスで，

K =
ne∪

ie=1

Kie =
ne∪

ie=1

∫
Ωie

Bu,ie

T DieBu,iedΩ (3.53)

である．さらに式中のKie，Bu,ie，Die はそれぞれ ie 番目の要素の要素剛性マトリクス，Bマトリクス，弾

性マトリクスである．最初に式 (3.12)で表される出力電圧の，節点 id における設計変数 rid
に関する感度を

導出する．

∂∆Vout

∂r
=

1
4
KsVin

ng∑
ig=1

∣∣∣∣∣∂εgig

∂r

∣∣∣∣∣ (3.54)

即ち，k 番目の荷重ケースに対応する，ig 番目のひずみゲージ設置箇所におけるひずみの，設計変数 rに関す

る感度
εgig

r を求めればよい．即ち，式 (3.9)に基づき，

∂εgig

∂r
=

1
Ωgig

m∑
j=1

∂(εgig
)h
j

∂r
(3.55)

と表せる．但し，mは領域 Ωgig
に含まれる要素の数，(εgig

)h
j は領域 Ωgig

に含まれる j 番目の要素の離散化

された主ひずみである．ここで，ie 番目の要素の荷重ケース k に対する離散化されたひずみベクトルの設計

50



変数 rid
に関する感度は次式で得られる．

∂(εie
)h

∂rid

= Bu,ie

∂Uie

∂rid

(3.56)

即ち，感度は，Uie
の rid

に関する感度を求めることにより導出できる．ここで，要素変位ベクトル Uie
と全

体変位ベクトル U を関連付けるベクトルHie を考える．即ち，

Uie = Hie

T U (3.57)

が成り立つので，
∂Uie

∂rie

= Hie

T ∂U

∂rie

(3.58)

となる．また，式 (3.52)より，
∂U

∂rie

= −K−1 ∂K

∂rie

U (3.59)

なので，
∂Uie

∂rie

= −Hie

T K−1 ∂K

∂rie

U = −Zie

T ∂K

∂rie

U (3.60)

が得られる．ただし，Zie は次式を解くことで得られる．

KZie = Hie (3.61)

以上，式 (3.52)～式 (3.54)と式 (3.60)より，出力電圧の設計変数 rid
に関する感度が得られる．

続いて，多軸荷重変換器構造の最適化における目標関数の感度，即ち，ひずみコンプライアンスマトリクス

Cs の感度を導出する．行列Cs の j 次の特異値を σj (Cs)，j 次の固有値を λj (Cs)と表すと，以下の関係が

成り立つ．

σj (Cs) =
√
λj

(
Cs

T Cs

)
(3.62)

すなわち，j 次の特異値の設計変数 rid
に関する感度は，

∂σi (Cs)
∂rid

=
1√

λi

(
Cs

T Cs

) ∂λi

(
Cs

T Cs

)
∂rid

(3.63)

で得られる．ここで，λi

(
Cs

T Cs

)
の設計変数 rid

に関する感度は次式より求まる．

∂λi

(
Cs

T Cs

)
∂rid

= φj
T
∂
(
Cs

T Cs

)
∂rid

φj

= φj
T

(
∂Cs

T

∂rid

Cs + Cs
T ∂Cs

∂rid

)
φj

(3.64)

ただし，φj は正規化された j 次の固有ベクトルである．次に， ∂Cs

∂rid
を導出する．式 (3.51)より，

∂Cs

∂rid

=
1
4
KsVinput


∂A1
∂rid

− ∂A2
∂rid

+ ∂A3
∂rid

− ∂A4
∂rid

...
∂Ang−3

∂rid
− ∂Ang−2

∂rid
+ ∂Ang−1

∂rid
− ∂Ang

∂rid

 (3.65)
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となる．次に
∂Aig

∂rid
を導出する．式 (3.48)より，

AigF = TigBieHie

T u (3.66)

となる．両辺を rid
で偏微分して，

∂Aig

∂rid

F = TigBieHie

T ∂u

∂rid

(3.67)

また，式 (3.45)より，
∂u

∂rie

= −K−1 ∂K

∂rie

u (3.68)

なので，

∂Aig

∂rid

F = −TigBieHie

T K−1 ∂K

∂rie

u

= −TigBieZie

T ∂K

∂rie

u

= −TigBieZie

T ∂K

∂rie

K−1f

= −TigBieZie

T ∂K

∂rie

K−1HfF

= −TigBieZie

T ∂K

∂rie

ZfF

(3.69)

ただし，Zf は次式を解くことにより得られる．

KZf = Hf (3.70)

すなわち，
∂Aig

∂rid

= −TigBieZie

T ∂K

∂rie

Zf (3.71)

が得られた．以上，式 (3.63)，式 (3.64)，式 (3.65)，式 (3.71)より特異値の設計変数に関する感度が得られる．

他方，平均コンプライアンス lの設計変数 rid
に関する感度は二章と同様に求まる．

3.4 数値例

いくつかの数値例により，本研究で提唱する方法論の妥当性を検討した．なお，構造物の材料はアルミニウ

ムを想定し，解析のための有限要素には 4節点アイソパラメトリック要素を用いた．ひずみゲージは全て同種

のものを使用し，ゲージ率が 2.1，検出部の全長が 4mmとした．さらに，ひずみゲージは各有限要素内に，有

限要素の中心とひずみゲージの検出部の中心が一致するように配置した．また，ホイートストーンブリッジの

入力電圧は，いずれの数値例においても 24Vとした．さらに，いずれの数値例においても体積制約 V U は全

設計領域の 40% とした．

3.4.1 単軸荷重変換器構造の最適化

最初に，単軸荷重変換器の最適起歪構造の創成を目的とし，最適化を行った．図 3.4 に設計領域を示

す．図に示すように，ひずみゲージを図で示す箇所に一枚から四枚貼り付け，構造の右端中央に垂直荷
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重を作用させた．式 (3.14) の重み係数は (wV = 0.9995, wl = 0.0005)，(wV = 0.99975, wl = 0.00025)，

(wV = 0.9999, wl = 0.0001)の三通りとした．

0.24m

0.12m

0.014m

0.014m

0.014m

0.122m

0.118m

0.118m

(1)

(2)

(3)

(4)

500N

Load Strain gauge
X

Y

Figure 3.4: Design domain for example 1

図 3.5にひずみゲージを一枚，箇所 (1)に設置した場合の最適構造，図 3.6にひずみゲージを二枚，箇所 (1)

と (2)に設置した場合の最適構造，図 3.7にひずみゲージを四枚，箇所 (1)～(4)に設置した場合の最適構造を

示す．なお，最適構造は設計変数 r の値から計算される密度分布をグレースケールで表す．即ち黒の位置に

おいては要素が完全に密であり，白の位置においては要素が配置されていないことを示す．また，表 3.1に，

最適構造におけるひずみゲージ設置角度 θ 及び各ひずみゲージの抵抗変化 ∆R，式 (3.12)で求めた出力電圧

Vout，平均コンプライアンス lの値を示す．なお，ひずみゲージ設置角度 θ は，図 3.3に示す全体座標系とひ

ずみゲージ座標系間の角度である．さらに，図 3.8に各構造における最適化過程の出力電圧のグラフを示す．

このグラフより，いずれの構造においても，最適化の過程で出力電圧が上昇しており，最終的に最適解が得

られていることがわかる．設置されるひずみゲージが一枚の場合には，出力電圧 Vout と図 3.5から，重み係

数 wV が小さい場合には拘束境界下部に連結構造が生成し，重み係数 wV が大きくなるにつれて，固定条件と

の連結構造が上部に移動し，ひずみゲージ設置位置のひずみを増加させていることがわかる．また，図 3.6よ

り，ひずみゲージが二枚設置された場合には，重み係数 wV が大きくなるにつれて，ひずみゲージ取り付け位

置近傍で構造が複雑になっており，ひずみが増加していることがわかる．さらに，図 3.7より，ひずみゲージ

が四枚設置された場合には，構造中央のひずみゲージ設置箇所が上下の構造を連結しており，この箇所に大き

なせん断ひずみが生じると考えられる．また，ひずみゲージが二枚と四枚の場合においては，SLPの計算誤

差による影響があるため，不完全ではあるが上下対象の構造が得られており，表 3.1に示すひずみゲージの取

り付け角度 θもほぼ上下対象であり，抵抗変化も絶対値がほぼ等しいことから，上下のセンサがそれぞれ引っ

張りと圧縮でほぼ同じ値のひずみを検出していることがわかる．また，表 3.1より，いずれのひずみゲージの

枚数においても，重みの変化に応じて，出力電圧と平均コンプライアンスの最適値が変化しており，異なる重

みの設定により，異なる性能を有する構造が得られることがわかる．しかし，同じ重みで得られた出力電圧を

ひずみゲージの枚数ごとに比較すると，ひずみゲージが一枚の場合において，ひずみゲージが二枚の場合と比

較して，高い電圧が得られている場合がある．即ち，重みによっては，少ないひずみゲージでも大きな出力電

圧が得られる最適構造が創成可能であることがわかる．
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(a) wV = 0.9995, wl = 0.0005 (b) wV = 0.99975, wl = 0.00025

(c) wV = 0.9999, wl = 0.0001

Figure 3.5: Optimal configuration for load case 1 of example 1 (1 strain gauge)

(a) wV = 0.9995, wl = 0.0005 (b) wV = 0.99975, wl = 0.00025

(c) wV = 0.9999, wl = 0.0001

Figure 3.6: Optimal configuration for load case 1 of example 1 (2 strain gauges)
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(a) wV = 0.9995, wl = 0.0005 (b) wV = 0.99975, wl = 0.00025

(c) wV = 0.9999, wl = 0.0001

Figure 3.7: Optimal configuration load case 1 for example 1 (4 strain gauges)

Table 3.1: Optimal results for example 1

w V w l θ 1 (
ο) θ 2 (

ο) θ 3 (
ο) θ 4 (

ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) V out (mV) l (J)

0.9995 0.0005 -38.6 - - - 9.50×10-5 - - - 4.79 2.39×10-2

0.99975 0.00025 -34.7 - - - 1.59×10-4 - - - 8.01 4.49×10-2

0.9999 0.0001 -36.1 - - - 2.52×10-4 - - - 12.70 1.05×10-1

w V w l θ 1 (
ο) θ 2 (

ο) θ 3 (
ο) θ 4 (

ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) V out (mV) l (J)

0.9995 0.0005 -35.1 35.1 - - 8.15×10-5 -8.71×10-5 - - 8.21 2.52×10-2

0.99975 0.00025 -36.1 36.0 - - 8.71×10-5 -8.65×10-5 - - 8.75 2.68×10-2

0.9999 0.0001 -39.6 39.6 - - 1.12×10-4 -1.13×10-4 - - 11.31 4.96×10-2

w V w l θ 1 (
ο) θ 2 (

ο) θ 3 (
ο) θ 4 (

ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) V out (mV) l (J)

0.9995 0.0005 -37.8 37.9 -44.0 44.1 6.69×10-5 -6.41×10-5 4.80×10-5 -4.88×10-5 11.49 2.33×10-2

0.99975 0.00025 -35.5 35.5 -43.1 44.2 8.79×10-5 -8.77×10-5 7.50×10-5 -7.78×10-5 16.54 3.24×10-2

0.9999 0.0001 -38.7 39.5 -44.9 44.9 1.07×10-4 -1.11×10-4 1.54×10-4 -1.54×10-4 26.34 6.36×10-2

(a) 1 strain gauge

(b) 2 strain gauges

(c) 4 strain gauges
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(a) 1 strain gauge
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(b) 2 strain gauges
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(c) 4 strain gauges

Figure 3.8: History of output voltage of load case 1 of example 1

次に，図 3.9と図 3.10，図 3.11,表 3.2に，荷重ケース 2に関する最適解を，荷重ケース 1と同様に示す．

最適構造の比較により，ひずみゲージを 4枚貼り付けた場合にのみ，設計領域中央に，構造が生じていること

がわかる．即ち，設計領域中央部は，本来は構造が不要な位置であり，ひずみゲージを設置したことで，ひず

みゲージにひずみを与えるための構造が生じたと考えられる．また，ひずみゲージの設置角度より構造中央に

おいてはせん断ひずみが支配的であると考えられ，これは力学的に妥当な結果であると考えられる．
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(a) wV = 0.9995, wl = 0.0005 (b) wV = 0.99975, wl = 0.00025

(c) wV = 0.9999, wl = 0.0001

Figure 3.9: Optimal configuration for load case 2 example 4 (1 strain gauge)

(a) wV = 0.9995, wl = 0.0005 (b) wV = 0.99975, wl = 0.00025

(c) wV = 0.9999, wl = 0.0001

Figure 3.10: Optimal configuration for example 5 (2 strain gauges)
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(a) wV = 0.9995, wl = 0.0005 (b) wV = 0.99975, wl = 0.00025

(c) wV = 0.9999, wl = 0.0001

Figure 3.11: Optimal configuration for example 6 (4 strain gauges)

Table 3.2: Optimal results for load case 2 of example 1

w V w l θ 1 (
ο) θ 2 (

ο) θ 3 (
ο) θ 4 (

ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) ∆ V out (mV) l (J)

0.999 0.001 -40.6 - - - 5.00×10-5 - - - 2.52 1.05×10-2

0.99925 0.00075 -42.4 - - - 5.22×10-5 - - - 2.63 1.16×10-2

0.9995 0.0005 -40.1 - - - 1.18×10-4 - - - 5.93 2.56×10-2

w V w l θ 1 (
ο) θ 2 (

ο) θ 3 (
ο) θ 4 (

ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) ∆ V out (mV) l (J)

0.999 0.001 -31.7 31.7 - - 3.65×10-5 -3.65×10-5 - - 3.67 9.98×10-3

0.99925 0.00075 -33.8 33.8 - - 3.77×10-5 -3.77×10-5 - - 3.80 1.04×10-2

0.9995 0.0005 -36.1 36.1 - - 4.58×10-5 -4.60×10-5 - - 4.63 1.23×10-2

w V w l θ 1 (
ο) θ 2 (

ο) θ 3 (
ο) θ 4 (

ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) ∆ V out (mV) l (J)

0.999 0.001 -9.0 9.1 -44.6 44.2 2.96×10-5 -2.98×10-5 2.30×10-5 -2.30×10-5 5.31 1.10×10-2

0.99925 0.00075 -36.4 36.6 -43.6 43.6 4.44×10-5 -4.44×10-5 3.37×10-5 -3.37×10-5 7.88 1.55×10-2

0.9995 0.0005 -36.9 38.3 -43.6 43.5 4.68×10-5 -5.40×10-4 4.92×10-5 -4.90×10-5 10.03 2.25×10-2

(a) 1 strain gage

(b) 2 strain gages

(c) 4 strain gages

また，ひずみゲージを四枚設置した場合には，抵抗変化 ∆R が正と負で二つづつになり，これらのひずみ

ゲージで一つのホイートストーンブリッジを構成可能であることがわかる．これは，式 (3.12)を目標関数と

して，各ひずみゲージ設置位置の主ひずみの絶対値を最大化していることから，各主ひずみは初期構造におけ

る符号を保ちつつ，絶対値が最大化されるため，荷重に対して上下対象にひずみゲージを配置しているこれら
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の例題においては妥当な結果であると考えられる．しかし，この方法では，ひずみの正負が最適化過程で変化

することがないため，正負を変化させることで，さらに性能の良い最適解が得られる可能性がある．そこで，

荷重ケース 1でひずみゲージを二枚及び四枚設置した場合について，ひずみゲージ設置位置のひずみを全て，

正の方向に最適化するとものとして，最適化を行った．そのうち，重み係数が (wV = 0.9999, wl = 0.0001)

のときに，同じ重み係数に対する先の結果よりも高い出力電圧 Vout が得られたので，図 3.12に最適構造，表

3.3に最適構造における各種データを示す．但し，ひずみゲージを四枚設置した場合については，いずれのひ

ずみゲージの抵抗変化も正となるため，最低二つのホイートストーンブリッジを構成する必要がある．この検

討により，ひずみの正負は初期構造により決定されるため，最適解に初期構造依存性があること，また，条件

によっては，ひずみの正負を最適化の条件として指定することで，さらに良好な解が得られる可能性があるこ

とがわかった．

(a) wV = 0.9999, wl = 0.0001 (b) wV = 0.9999, wl = 0.0001

Figure 3.12: Optimal configuration for example 1 (Direction of strain is specified)

Table 3.3: Optimal results for example 1 (Direction of strain is specified)

w V w l θ 1 (
ο) θ 2 (

ο) θ 3 (
ο) θ 4 (

ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) V out (mV) l (J)

0.9999 0.0001 -43.9 -51.0 - - 2.00×10-4 1.20×10-4 - - 16.15 7.34×10-2

w V w l θ 1 (
ο) θ 2 (

ο) θ 3 (
ο) θ 4 (

ο) ∆ R 1 (Ω) ∆ R 2 (Ω) ∆ R 3 (Ω) ∆ R 4 (Ω) V out (mV) l (J)

0.9999 0.0001 -39.5 -47.7 -45.4 -45.7 1.35×10-4 9.48×10-5 1.97×10-4 1.97×10-4 31.39 6.36×10-2

(a) 2 strain gauges

(b) 4 strain gauges

3.4.2 多軸荷重変換器構造の最適化

図 3.13に設計領域を示す．図に示すように，ひずみゲージは図中の箇所 (i)及び箇所 (ii)に設置し，それぞ

れ 1番目，2番目のひずみゲージとする．そして，式 (3.16)において V1，V2 はそれぞれ箇所 (i)と箇所 (ii)

のひずみゲージによって別個に構成されるホイートストーンブリッジの出力電圧を表すものとする．また，

式 (3.51)で表されるひずみコンプライアンスマトリクス Cs は荷重に依存しないため，荷重検出の感度及び

精度のみを最適化の対象とするのであれば，荷重条件は不要であるが，本研究では剛性も含めた最適化を行

うため，図のように二通りの荷重を右端中央に作用させた．すなわち，式 (3.38)に基づき，ひずみコンプラ

イアンスマトリクスの 1次と 2次の特異値を最大化すると同時に，ケース 1とケース 2の荷重に対する平均
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コンプライアンスを最小化する．式 (3.38)の重み係数は (ws
1 = 0.05, ws

2 = 0.45, wl
1 = 0.25, wl

2 = 0.25)，

(ws
1 = 0.04, ws

2 = 0.36, wl
1 = 0.30, wl

2 = 0.30)の二通りとした．以後，これらの重みをそれぞれ重み設定

1，重み設定 2と表記する．また，箇所 (i)及び箇所 (ii)のひずみゲージの設置角度はそれぞれ，ケース 1と

ケース 2の荷重によって生じる主ひずみの方向に等しくした．体積制約 V U は全設計領域の 40% とした．

0.24m

0.12m

0.014m

0.014m

0.014m

(ii)

(i)

500N

Load case 2Load case 2 Strain gaugeStrain gauge

Fixed design domain D

X

Y

Load case 1Load case 1

500N

Figure 3.13: Design domain

図 3.14にそれぞれの重み設定で得られた最適構造を示す．また，表 3.4に，初期構造における 1次，2次の

特異値 σ1，σ2 及び条件数 σ1/σ2，最適構造におけるひずみゲージ設置角度 θ，ひずみコンプライアンスマト

リクスの 1次，2次の特異値 σ1，σ2 及び条件数 σ1/σ2，それぞれ荷重ケース 1，2に対する平均コンプライア

ンス l1，l2，荷重ケース j に対する i番目のひずみゲージの抵抗変化 ∆Rj
i，式 (3.11)で求めた，荷重ケース

j に対する i番目のひずみゲージが含まれるホイートストーンブリッジの出力電圧 V j
i を示す．なお，ひずみ

ゲージ設置角度 θ は，図 3.3に示す全体座標系とひずみゲージ座標系間の角度である．また，本手法で荷重の

検出感度が最大化されることを確認するため，最適化過程における，式 (3.16)で表される出力信号ベクトル

S の L2 ノルムの，それぞれの荷重ケースに対する値の変化を図 3.15に示す．さらに，重み設定 1，2で得ら

れた最適構造におけるひずみコンプライアンスマトリクスの値をそれぞれ式 (3.72)，式 (3.73)に示す．

(a) Weighting coefficients settings 1 (b) Weighting coefficients settings 2

Figure 3.14: Optimal configurations for example 2

60



Table 3.4: Initial values and optimal results

σ 1 σ 2 σ 1/σ 2

Initial values 5.18×10-13 3.83×10-12 7.41

θ 1 (
ο) θ 2 (

ο) σ 1 σ 2 σ 1/σ 2 l 1 (J) l 2 (J)

Setting 1 42.1 -45.9 1.99×10-11 1.91×10-11 1.04 0.07 0.11
Setting 2 42.9 -38.6 1.69×10-11 1.61×10-11 1.05 0.06 0.08

∆ R 1
1 (Ω) ∆ R 2

1 (Ω) ∆ R 1
2 (Ω) ∆ R 2

2 (Ω) V 1
1 (mV) V 1

2 (mV) V 2
1 (mV) V 2

2 (mV)

Setting 1 -7.24×10-5 -1.32×10-4 -1.32×10-4 7.85×10-5 -3.65 -6.66 -6.68 3.95
Setting 2 -7.55×10-5 -1.06×10-4 -1.01×10-4 7.82×10-5 -3.81 -5.35 -5.08 3.94
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(b) Weighting coefficients settings 2

Figure 3.15: History of output signals (L2 norm)

Cs(Setting 1) =
(

0.93 1.70
1.69 −1.00

)
× 10−11 (3.72)

Cs(Setting 2) =
(

0.97 1.36
1.28 −1.00

)
× 10−11 (3.73)

図 3.14より，本手法で，荷重の作用点から，ひずみゲージ設置位置まで，ヒンジを介し構造が連続してお

り，加重変換器の構造として成立しうる最適解が得られていることがわかる．また，最適解において低い密度

の箇所を無視するものとすると，重み設定 1と 2では，上下の構造を連結するバーの有無が異なっている．表

3.4より，最適解においては，条件数 σ1/σ2 が理想値である 1に近い値が得られており，荷重検出の精度に関

して十分な性能を有していることがわかる．また，表 3.4及び図 3.15より，最適化の過程で，最小特異値及び

それぞれの荷重ケースに関する出力電圧が向上しており，本手法での最適化により荷重検出感度が向上するこ

とがわかる．また，重み設定 1と 2の比較により，ws
1，ws

2 の値が大きい重み設定 1の方が，重み設定 2よ

りも高い出力電圧が得られていることがわかる．また，最適解においては，荷重ケース 1と荷重ケース 2にお

いてほぼ等しい出力電圧が得られていることがわかる．さらに，式 (3.72)と式 (3.73)より，ひずみコンプラ

イアンスマトリクス Cs においては対角成分の絶対値がほぼ等しく，非対角成分の値が二つともほぼ等しい値

になっていることがわかる．ここで，Cs の対角成分に注目すると，それらは式 (3.15)より，それぞれホイー
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トストーンブリッジ 1の出力電圧と荷重の X成分，ホイートストーンブリッジ 2と荷重の Y成分を関連付け

る成分であることがわかる．これらを各ホイートストーンブリッジが主要に検出する荷重成分と考えると，そ

の検出感度を符号は互いに反対に，すなわちそれぞれ引張ひずみと圧縮ひずみに対応させ，その絶対値を等し

くする必要があることがわかる．そして，その他の荷重成分に関しては，両方のホイートストーンブリッジの

検出感度を等しくする必要があることがわかる．

3.5 結言

本研究では，トポロジー最適化法を用い，ひずみゲージを用いた，単軸荷重変換器及び多軸荷重変換器の最

適設計法を構築するとともに，簡単な数値例により本研究で提案する方法の妥当性を検証した．結果を以下に

示す．

1. 連続的材料分布の節点補間によるトポロジー最適化手法に基づき，構造最適化手法を構築した．

2. 単軸荷重変換器の起歪構造に要求される二つの性能である，荷重負荷時のホイートストーンブリッジの

出力電圧変化と荷重に抗することができる剛性について定式化を行った．

3. 多軸荷重変換器の起歪構造に要求される二つの性能である，荷重作用時の変換器構造の荷重検出感度

及び，荷重成分検出の精度に影響する特異値を用いた評価法と荷重に抗する剛性について定式化を

行った．

4. 目標関数の設計変数に関する感度を導出し，さらに，この感度に基づき，逐次線形計画法を用いた最適

化アルゴリズムを構築した．

5. 簡単な数値例により，本研究で提唱する方法論の検証を行った．即ち，単軸荷重変換器構造の最適化に

関しては，単一の荷重に対して，ひずみゲージの枚数と重み係数を変更し最適化を行うことで，それら

の最適解に与える影響について明確化した．また，互いに直交する複数の荷重に対して同時に最適化を

行うことにより，それらを単一の荷重として作用させた場合に比べ，それぞれの荷重に対して高感度な

起歪構造が得られることがわかった．また，多軸荷重変換器構造の最適化においても，本手法により物

理的に意味のある最適解が得られ，最適化により，荷重検出感度及び，荷重成分検出の精度に関して優

れた解が得られることがわかった．またそれらの結果について，力学的な考察を行い，各ホイートス

トーンブリッジが主要に検出する荷重成分に対する検出感度が互いに等しく，かつそれぞれ引張ひずみ

と圧縮ひずみに対応するように設計し，また，それ以外の荷重に対する検出感度をそれぞれ等しくする

必要があることがわかった．

今後の展開としては，本手法の三次元問題への拡張が考えられる．しかし，設計対象の次元が増えると，最

適化の対象として扱う特異値も増加し，最適化過程での入れ替わりが生じる可能性があるため，この点の解決

が必要であると考える．さらに，本研究では，ひずみゲージの設置枚数及び設置位置は設計パラメータとして

扱い，最適化の対象としなかったが，より高機能な荷重変換器構造を導出するため，今後それらも含めた最適

化を行うことが考えられる．
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4 離散構造要素を用いた構造最適化

4.1 導入

本章では，構造最適化法を用いた設計支援方法の研究として，機械製品開発における構想設計段階での設計

支援を目的とした，離散構造要素を用いた構造最適化手法を提案する．

4.1.1 構想設計

一般的な機械製品開発のフローは，図 4.1に示すように，企画，構想設計，詳細設計，CAEでの評価，試

作機での評価，生産によって構成され，本章で扱う構想設計段階は企画段階の次に位置する．ここで，CAE

（Computer Aided Engineering)とは，設計案に対して剛性，振動，熱，流体等の解析を行うツールを意味す

るものとする．開発対象や，開発を行う組織によって独自の方法論が存在するため，このように明確に段階が

明確化されていないことがあるが，本質的にはこの図に類似する場合が多い．最初に行われる企画段階では，

顧客のニーズに応じて設計対象と機能が定義され，次の構想設計段階において，それを実現するための具体的

な仕様が決定される．この構想設計段階において初めて，開発対象の機械製品としての形状が決定されること

になる．そして詳細設計段階において，製造のための詳細な設計図が完成させられる．CAEによる評価はそ

の詳細な設計図に対して行われ，その結果を元に設計変更が行われる．最終的には試作機を用いた評価が行わ

れ，評価結果に問題がなければ量産機の製造が行われる．設計における根本的な検討は，企画，構想設計段階

によって成され，機械製品の機能，性能，品質の大部分はこれらの段階で決定されることになる．そのため，

製品開発においては，これらの設計初期の段階で，多様かつ的確な検討が成されることが重要である．

Planning C o nc e p t u al
D e s ign

D e t aile d
D e s ign

E v alu at io n
b y  C A E

E v alu at io n
b y  E x p e r im e nt s Pr o d u c t io n

Figure 4.1: Example of design procedure

企画から詳細設計に至るまでの設計初期の段階をさらに詳細に考える．営利を目的とした製品開発は，顧客

のニーズを実現化することが重要とされ，企画段階はそのニーズの分析より始まる．そして，問題分析段階で

は，その顧客ニーズの実現可能性，実現する上での問題点が技術的，経済的な観点から検討され，以下の三つ

の事項が決定される．一つ目は設計上の課題の具体的な定義，二つ目は設計上の制限，即ち，ユーザーの要

求，規格等の理由により，仕様が既に決定されている事柄の確認，三つ目は設計基準，即ち，コストの最小化

や信頼性の確保といった設計上の方針である．これらの決定によって，この後の設計の具体的な内容や，それ

を行う上での基本思想が決定される．しかし，これらの決定の問題点や改善点が後の検討によって見つかり，

変更が加えられる場合もあるため，必ずしもここでの決定事項が絶対的というわけではない．次の構想設計段

階においては，問題分析段階において定義された設計上の問題に対する幅広い解決法が提案される．機械製品

自体の基本的なパフォーマンスがここで決定されるため，設計者は，コスト等の経済的な要素，機械工学，設
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計現場のノウハウ，製造方法を連携して検討する必要がある．それ故，設計者にかかる負担も大きい．そし

て，構想設計段階において提案されたいくつかの方法論の中から，最も最適なものが選択され，その方法が設

計案として具体化される．無論，この段階の検討結果によっては，構想設計段階での再検討が必要な場合もあ

り，以上のサイクルを繰り返しながら最善の解法を生み出していくことになる．そしてその案は，詳細設計段

階において具体的に図面化される．

企画から詳細設計に至るまでの設計初期の段階を詳細化すると図 4.2となる [38]．製品開発は，顧客のニー

ズを実現化するために行われ，企画段階はそのニーズの分析より始まる．そして，問題分析段階では，その顧

客ニーズの実現可能性，実現する上での問題点が技術的，経済的な観点から検討され，以下の三つの事項が決

定される．一つ目は設計上の課題の具体的な定義，二つ目は設計上の制限，即ち，ユーザーの要求，規格等の

理由により，仕様が既に決定されている事柄の確認，三つ目は設計基準，即ち，コストの最小化や信頼性の確

保といった設計上の方針である．これらの決定によって，この後の設計の具体的な内容や，それを行う上での

基本思想が決定される．しかし，これらの決定の問題点や改善点が後の検討によって見つかり，変更が加えら

れる場合もあるため，必ずしもここでの決定事項が絶対というわけではない．

Need

A naly sis of 
p r oblem

S tatement of
p r oblem

C oncep tu al
design

S elected
schemes

Embodiment
of schemes

DetailingW or k ing,  dr aw ing,  etc…

Figure 4.2: Block diagram of design process

次の構想設計段階においては，問題分析段階において定義された設計上の問題に対する幅広い解決法が提案

される．機械製品自体の基本的なパフォーマンスがここで決定されるため，設計者は，コスト等の経済的な要

素，機械工学，設計現場のノウハウ，製造方法を連携して検討する必要がある．それ故，設計者にかかる負担

も大きい．そして，構想設計段階において提案されたいくつかの方法論の中から，最も最適なものが選択さ

れ，その方法が設計案として具体化される．無論，この段階の検討結果によっては，構想設計段階での再検討

が必要な場合もあり，以上のサイクルを繰り返しながら最善の解法を生み出していくことになる．そしてその

案は，詳細設計段階において具体的に図面化される．

上述のように，製品としての具体的な形状は構想設計段階において決定される．即ち，問題分析段階におい

て決定された設計思想に従いながら，要求される機能を満たすように，その機能を決定付ける設計要因を明確

化し，それを具体的に形として大まかに図面化していく．自動車ボデーを例にとれば，低コスト，高剛性，低

振動の設計案を作成するという思想の下で，骨格構造の配置，骨格の断面，パネル形状の検討を順に行ってい

くという内容になる．これらの検討には，当然経済的，力学的な観点から設計案を評価することが要求され，

設計者は自らの知識に基づいて，多様な設計案を生み出し，それぞれについて評価を行い，その中から最適な

案を選択するという作業を繰り返すことになる．ここでは，限られた納期で設計を行うという時間的な制限
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と，設計者が持っている機械力学の知識の範囲で性能評価を行わなければならないという制限があるため，そ

の手法も簡易なものに限られてくる．一般的には，設計案に対して，材料力学，構造力学等の初等力学に基づ

いた簡易な力学モデルが作成され，評価が行われる．

4.1.2 Digital Engineeringを用いた構想設計支援

近年のコンピュータの急速な発達は，機械設計の分野にも大きな変革をもたらしている．それは，上述した

ような，従来からある数値検討の作業性が向上するというレベルに留まらず，機械産業全体に全く新しい方法

論をもたらしている．DE（Digital Engineering)と総称されるこの技術は，情報技術を活用し，開発プロセ

ス全体のデジタル化を進め，開発から生産に至る製造活動の質の向上と開発期間の短縮を目的としている．代

表的なソフトウェアとしては，コンピュータ上で設計を行い，その設計案をデジタルデータとして管理でき

る CAD（Computer Aided Design），設計案の CADデータに対して剛性，振動，熱，流体等の解析を行う

CAE（Computer Aided Engineering)，CAD データを用いて部品構成の成立性，組み立て性の検討を行う

DMU(Digital Mock Up) 技術，製品情報を一元的に管理するための PDM（Product Data Management)，

製品の設計から製造，使用，保守，廃棄に至るまでの製品ライフサイクルを一元的に管理するための PLM

（Product Life-cycle Management)等が挙げられる．

特に 3D-CADには，部品構成表に基づいた実際の組み立てを再現し，その干渉等をチェックできるアセン

ブリ機能や，ねじ穴等の形状に関する特徴に基づきながら設計を行うことのできるフィーチャーベースモデリ

ング機能，形状が数値と数式の形式で定義され，パラメータ変更によりその設計変更を容易に行うことのでき

るパラメトリック機能等，設計者を支援する様々な機能が搭載され，また，用途に応じて幅広い価格帯のソフ

トウェアが存在すること等から，製造業全体に広く普及している．

また，CAEも試作なしで機械性能を定量的に評価できることから，製品開発の期間の短縮等に大きく貢献

している．そのアルゴリズムは，有限差分法や有限要素法，境界要素法，運動解析や機構解析法によって構成

され，有限差分法は主に流体解析，電磁波解析に，有限要素法は構造解析，流体解析，電磁気解析に．境界要

素法は音場解析に主に用いられる．また，運動解析や機構解析では質点系の力学問題を解くことで解を導出し

ている CAEソフトウェアの発達によって，部品単位の評価に留まらず，自動車ボデーのような機械構造全体

の性能を，多種多様な解析手法と，高自由度のモデルで定量評価することが可能になっている．

ここで，CAE解析を構想設計支援へ応用することを考える場合，以下の点が障害となる．CAE解析は，詳

細な 3DCADデータを元に解析モデルを作成することより始まり，通常その作業はメッシャーと呼ばれる専

任者が数ヶ月かけて行う．そして，その後，解析，CAEエンジニアによるポストプロセッシングが行われる．

よって，解析工程の大部分は，プリ・ポストプロセッシングによって占められ，共に専門知識を持つ作業者

が行わなければならない．このような CAE解析は，試作機による評価の代替手段としては非常に有効である

が，構想設計に応用することは難しい．前述のように，設計者は，初期の段階では設計案を短時間で定性的に

評価することが要求される．CAE解析には数ヶ月以上の期間が必要であり，通常，設計者にそのような時間

は与えられていない．また，解析結果からは変形量，応力値等が評価地として利用されるが，それらの情報か

ら設計者が設計に有効な情報を得ることは難しい．CAEを実際の構想設計支援に応用するにあたり，改善が

必要な項目をまとめると，次のようになる．

1. 構想設計で使用される CAEは機械性能に関連する現象や，最適構造を提示するだけではなく，それら

の物理的に根拠立てられたメカニズムに関する情報を設計者に提示しなければならない．即ち，最初に

も述べたように，設計者は通常，材料力学や構造力学等の初等力学の知識を用いて検討を行うため，そ
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れらの思考に則した結果が出力される必要がある．たとえ良い解が導出されても，設計者がそれを，力

学的に裏付けることができなければ，設計案としては不十分である．また，仮に結果が定性的なもので

あっても，設計者がその解に明確な力学的根拠を見出せれば，設計案としては十分である．

2. プリ・ポストプロセッシングが専門知識なしで容易に行われなければならない．

3. 構想設計段階においては．設計対象の詳細な形状は決定されておらず，対象の大まかな形状から検討を

始める．即ち，設計形状が詳細に決定されていなくても，解析が可能な CAEである必要がある．

これらの条件をふまえ，構想設計に CAEを普及させる一つの取り組みとして，CAEを 3DCADの一つの

オプションとして内在させたソフトウェアがある．3DCADは単に図面を作成するだけに留まらず，その設計

対象の形状情報を元に，様々な設計上の情報を検討することができる．この 3DCADに簡易な CAEが導入さ

れ，3DCADモデルから，ボタン一つで FEMモデルを作成し，さらに，解析条件の設定，解析結果の評価ま

で，グラフィカルなチュートリアルにしたがって簡単に実行できるようになっている．これらのソフトウェア

は CAD Embedded CAEと呼ばれている．

4.1.3 Product Oriented Analysisと First Order Analysis

ここで，構想設計支援のための全く新しい CAEである，POA（Product Oriented Analysis）[77]につい

て述べる．この CAE の最も基本的な概念となっているものは，製品対象への特化であり，その解析手法が各

設計対象の設計手順に立脚していることから，Product Oriented Analysisと名づけられた．本章の最初でも

述べたように，一般に，機械製品には，それに応じて様々な検討方法，項目が存在し，設計者はそれらを順に

行っていくことになる．最初は，担当する設計対象について要求される性能とその性能を決定付ける設計要因

を明確化し，それをもとに性能に大きく関与する基本要素の構成を決定する．そしてその後，第二，第三と性

能に影響を与える部位に関して，段階的に検討を行い，最終的に設計対象の詳細設計に至る．自動車のボデー

の部位を設計する場合を例にすると，最も基本性能に影響を与える骨格構造の配置が最初に決定され，その後

骨格の断面，そしてパネルの形状というような手順となる．

このような設計手順は，通常の CAE の解析モデルの作成手順と全く異なる．通常の CAEの解析過程では，

その設計対象によらず，即ち設計対象の特殊性を無視して，抽象化，一般化されたメッシュモデルを作成し，

そして一般化された解析を行う．それに対し，設計過程では，特定化，あるいは特殊化された設計対象の性能

を決定づける本質的な部位から設計を組み立てていく．このような設計過程に合致した CAEを実現する方法

として，各設計対象に特化したインターフェイスの作成，設計手順に沿った解析モデルの作成，そして解析手

順・解析条件をインターフェイスに内在化させる等の機能を有する POAが提案された．

以上の POA の概念をもとに，構造最適化法を利用した新しい設計支援ツールである FOA（First order

analysis)[77]が，豊田中央研究所とミシガン大学を中心に展開されている．豊田中央研究所で開発が行われて

いる，FOAツールの構成要素を次に挙げる．

1. フレーム要素やパネル要素等の機能の明確な離散構造要素を用いた剛性解析と振動解析：これにより，

各構造要素の構造的なメカニズムが明確にすることができる．解析モデルは約数百自由度とすること

で，解析結果は数分ほどで得ることが可能となる

2. POAの考え方に基づき設計対象に特化した，Microsoft/Excel を用いたインターフェイス：設計者が，

構想設計に用いる簡単な力学モデルでの数値計算をMicrosoft/Excelを用いて行うことは多い．本機能

は，その延長として現場の設計者が容易に CAE を実行することができるようにする．

3. フレーム要素を用いた構造最適化：これにより，構造の配置の改良や，補強部材の設定等を，構造的な
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メカニズムを明確にしながら導くことができる．

4. フレーム構造の断面設計・評価法と接合部位の性能評価法：このような構造設計に特化した解析・評価

ツールにより，現行の設計法で得られたノウハウを活用しつつ，新システムを用いた設計が可能となる．

これらは現状で開発されている FOAソフトウェアの代表的な構成であり，現在もその機能を拡張すべく開

発が続けられている．本研究で提案する手法においては，以上の FOAの概念に基づき，機械製品開発におけ

る構想設計段階での設計支援を目的として，フレーム要素とパネル要素を用いた構造最適化手法を提案する．

4.1.4 離散構造要素を用いた構造最適化

離散構造要素を用いた方法では，トラスやフレーム，接合部等の機械構造要素が設計要素として扱われる．

即ち，この場合は有限個の設計要素を扱うことになる．格子状に配置されたトラス要素の最適化の歴史は古

く，Michellによるトラス構造最適配置の十分条件の研究 [70]まで遡る．また，計算機を用いて数値計算で最

適構造を求める手法は Dornら [33]によって最初に開発された．離散構造要素を用いた最適化手法について

は，Kirsch[55]や Bendsøe[12]，Rozvany[94]が詳しくまとめている．

Rozvany[94]によると，離散構造要素を用いた手法はさらに二つに分類できる．一つは，格子連続体法であ

り，もう一つはグランドストラクチャ法である．格子連続体法では，設計領域内の無限少の間隔に敷き詰めら

れた，有限個の要素を扱い，解析的に最適解を得る．格子連続体法の考え方は，前述のMichellが提案したトラ

ス構造の最適配置の十分条件の研究に始まる．Michellの初期の研究はその後 Hemp[50], Prager[86, 87, 88]

らによって発展された．さらに，格子の最適化手法は Rozvanyら（例えば [89, 92]）によって発達させられ

た．Rozvanyはまた，境界が固定された状態での格子配置についても包括的にまとめている [91]．

グランドストラクチャ法は，Dornら [33]によって最初に開発された．1964年から 1990年にかけてのこの

手法の発達については Kirsch[55]がまとめている．グランドストラクチャ法では，設計領域が有限個の節点

によって離散化される．最適化の過程で，不要な要素は削除され，必要な要素は最適な寸法で配置される．最

終的に最適な寸法を持つトラス要素と，断面積を持たないトラス要素によって構成されるトラス構造が最適解

として得られる．この最適化は，断面積を 0 の値も許容する連続的な設計変数として扱い，数値計算手法に

よってその値を更新することで得られる．このことは，トラス構造のレイアウト最適化問題が，一般的な寸法

最適化問題とも見なされうることを意味する．また，トラス要素は軸方向のみに剛性を持ち，その定式化が非

常に単純なため，最適設計対象をモデル化する際に，連続体要素を用いて行う場合に比べ，単純化できる．た

だし，グランドストラクチャ法では，節点の位置は設計変数として扱われていないので，効果的な位相を得る

には節点数を増やさなければならない．この手法の欠点は，節点数が少ない際には，最適解が節点の位置に大

きく影響を受けることであると述べている．それ故，適切な最適解を得るには，節点の配置を慎重に決定しな

ければならない．

初期のトラス要素を用いた最適化問題では，部材力のみが考慮され，運動学的な適合条件を無視した定式

化がされた（例えば [50]）．しかし，このような定式化がされた問題について，線形計画法で解を得た際に，

運動学的な適合条件を満たさず，一般的な荷重に対して不安定な構造を導出してしまう恐れがあった．後に，

Rozvanyは，応力と変位制限下の連続型の最適性基準法についての基本原則を導入している [93]．それらの原

則は，最適なトラス構造導出のための繰り返し計算で使用された．また，Zhouと Rozvanyは COCアルゴリ

ズムを用いた格子連続体法に基づく解析解に近い，数値解法解を得た [117]．

近年では，トラス要素を用いた最適化問題を焼きなまし法や [109]，遺伝的アルゴリズムを用いて解く方法

[45]も提案されている．しかし，これらの手法が適用できるのは比較的小規模な問題に限られている．
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4.1.5 フレーム要素を用いた構造最適化

前述のように，離散構造要素を用いた構造最適化の分野ではトラス要素が広く用いられてきた．これは，土

木工学の分野においては，トラス構造が広く用いられているため，解析における定式化が極めて単純であるた

め，等の理由が考えられる．しかし，トラス要素は軸方向にしか剛性を持たないため，機械構造物の設計に適

用するには困難が伴う．それに対し，フレーム要素を用いた最適化手法が幾つか提案されている．フレーム要

素は軸方向と曲げ方向，ねじり方向に剛性を持ち，機械製品設計へのより詳細な適用が可能である．西脇ら

[124]，Nishigakiら [77]は節点を完全固定したフレーム構造の最適化を，Fredricsonら [37]は節点剛性も含

めたフレーム構造の最適化を行った．しかし，これらの手法は，要素の断面形状として，最も単純な円断面を

想定しているため，最適な断面主軸方向や断面形状等の，通常の機械設計に重要な断面の特性に関する情報を

得ることはできない．また．より一般的な構造設計においては，性能を骨組み要素だけで評価することには限

界がある．このような問題を解決するために，本研究では，自動車のボデー・サスペンションのようなフレー

ム構造とパネル構造で構成される機械構造への適用を目指し，より一般的な離散化要素に基づいた最適設計法

を構築する．即ち，最適な断面主軸方向と断面形状を決定可能で，最も単純な断面である楕円断面を持つフ

レーム要素と，パネル要素を用いた構造最適化手法を提案する．

要素の回転角度を設計変数として扱う問題として，均質化法に基づくトポロジー最適化で用いられる，長

方形の空孔のあるユニットセルの最適化に関して多くの研究がなされている．Pedersen[82, 83]はエネルギー

密度を目標関数とし，感度をひずみの関数として導出する方法を提案した．一方，応力を用いた方法として

は，Suzukiと Kikuchi[104]が最適角度を主応力の方向より導出し，Diazと Bendsøe[31]，Chengら [28]は

平均コンプライアンスを目標関数とし，その角度に関する感度を応力を用いて導出した．特に Chengは応力

に基づく方法を用いた方が，ひずみに基づく方法を用いた場合よりも良好な解が得られると述べている．ま

た，Luoと Gea[61, 62]は各要素の回転角が要素に生じる応力やひずみに与える影響を考慮した，エネルギー

法と呼ばれる手法を提案した．本研究では応力に基づく方法の考え方をより一般化し，目標関数に応力の関数

である補ひずみエネルギーを用いて更新手続きを導く．

本章では，機械製品開発における構想設計段階での設計支援を目的として，フレーム要素とパネル要素を用

いた構造最適化手法を提案する．フレーム要素の断面形状は断面主軸方向を設計変数として考慮可能で，かつ

断面の寸法の比を設計変数とすることで断面の形状の変化を考慮可能な，最も単純な形状である楕円とする．

以下，二節では，設計領域と設計変数の設定，フレーム要素とパネル要素の定式化，剛性最大化問題と固有振

動数最大化問題の目標関数の定式化を行う．また，それらの定式化に基づき，最適化問題を定式化する．三節

では，二節の定式化より，最適化の手続きを導く．すなわち，断面主軸の方向を示す角度と，楕円断面の長軸

と短軸の長さの比を，最適性の必要条件（KKT条件）から導出する方法を構築する．さらに，最適化計算の

収束の安定化を目指し，補ひずみエネルギーを目標関数とした新しい最適化手法を開発する．そして，この方

法と逐次凸関数近似法 [36]を用いた構造最適化アルゴリズムを構築する．最後に，四節では剛性最大化問題と

固有振動数最大化問題について，簡単な数値例により本報で提唱する方法論の妥当性を検証する．

4.2 定式化

本節では，本研究における最適設計問題の定式化について述べる．
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4.2.1 要素の定式化と設計変数の設定

前述のように，本研究では構造物のモデル化に,離散化構造要素としてフレーム要素とパネル要素をを用い

る．以下その詳細を述べる．

y

x

Local coordinate

Global coordinate

Y

Z
XNode 1

Node 2

z

Figure 4.3: Configuration of frame element

■フレーム要素の定式化 フレーム要素は線形弾性体を想定し，図 4.3 に示すように，二つの節点によって

構成される．要素座標系を (x, y, z)，全体座標系を (X,Y, Z) とし各節点の座標 (xi, yi, zi), (i = 1, 2) 又は

(Xi, Yi, Zi), (i = 1, 2)で表される．また，はりの断面にはせん断ひずみが生じないとする，ベルヌーイ・オイ

ラーの仮定とサン・ブナン捻りの仮定を適用する．フレーム要素は軸方向，曲げ方向，ねじり方向に対し剛性

を持つものとして定式化する．フレーム要素の断面は，断面主軸が決定可能な最も単純な場合を想定し，図

4.4に示す中実楕円断面とする．断面における設計変数は，正規化された断面積と，要素座標系において断面

主軸の方向，すなわち楕円の長軸の方向を示す角度，さらに，長軸の長さ dl と短軸の長さ ds の比とする．そ

して，実際の断面積 Aは，正規化された断面積により，

A = ρAAmax (0 ≤ ρA ≤ 1) (4.1)

として求める．ここで，Amax は最大時の断面積である．また，上述より，dl，ds と αA の関係は，

ds = αAdl (0 < αmin ≤ ρA ≤ αmax < 1) (4.2)

となるので，αA を変更することにより断面の形状が変更される．なお，αA の値が過度に小さい場合には，断

面形状は薄板状になり，楕円として評価することが不可能になり，また値が１の場合は主軸決定が不可能とな

るため，0より大きい下限値 αmin と，１より小さい上限値 αmax を設定している．
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Figure 4.4: Ellipsoidal cross-section of frame element

フレーム要素の剛性マトリクスを作成する際に必要な長軸方向と短軸方向の断面二次モーメント Iyp と Izp

は，

Iyp =
π

4
dl

2

(
ds

2

)3

=
αA(ρA)2A2

max

4π
(4.3)

Izp =
π

4

(
dl

2

)3
ds

2
=

(ρA)2A2
max

4αAπ
(4.4)

となり，断面二次極モーメント Jx は，

Jx =

(
1 + α2

A

)
(ρA)2A2

max

4αAπ
(4.5)

となる．上式の関係を用いて断面主軸方向の要素剛性マトリクスKAp を作成する．つぎに，次式により，こ

の要素剛性マトリクスKAp を，要素座標系に基づいた要素剛性マトリクスKA に変換する．

KA = R (φA)T
KApR (φA) (4.6)

ここで，R(φA) はフレーム要素の軸方向に関する回転マトリクスである．

また，要素の質量マトリクスは，次式で表される整合質量マトリクス (Consistent mass matrix)とする．

me =
∫

Ve

ρNTNdV (4.7)

ここで，ρは材料の質量密度，Nは形状関数，Ve は要素の体積である．

■パネル要素の定式化 機械構造を構成する薄板パネルでは，面内方向の釣合いが支配的で，パネルに求めら

れる剛性は主に面内方向である．これに対して，面外方向の剛性は低く，機械構造の性能としてこの剛性が要

求される場合は少ないので，面外方向の剛性は構想設計時の評価においては無視できると考えられる．そこ

で，本研究ではパネル要素の定式化においては，面内方向の釣り合いのみを考慮する．

パネル要素における設計変数は，次式の正規化されたパネルの厚さとする．

t = ρttmax(0 ≤ ρt ≤ 1) (4.8)
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ここで，tmax は最大時の板厚である．

次に応力仮定 [122]に基づいて要素剛性マトリクスの定式化を行う．応力仮定では，面内曲げが支配的な場

合について，比較的精度の良い結果が得られるうえ，応力 sの補間関数と変位 uの補間関数を独立に定義でき

るので，パネルの支配的な応力をあらかじめ仮定できる特徴を持つ．

Global coordinate

Y

Z
X

Node 1

Node 2 y

xz

Node 4

Node 3

Figure 4.5: Configuration of frame element

図 4.5に示すように，四つの節点で構成されるパネル要素を考える．最初に，局所座標系 (x, y, z)における

各節点の座標 (xi, yi, zi), (i = 1, 4)と全体座標系 (X,Y, Z)における各節点の座標 (Xi, Yi, Zi), (i = 1, 4)の対

応を定式化すれば，次式となる．

xi =

 xi

yi

zi

 =

 (Xi −Xc) · ex

(Xi −Xc) · ey

(Xi −Xc) · ez

 (4.9)

ここで，Xc は要素中心ベクトルであり，ex,ey,ez は局所座標系の単位ベクトルである．上式の局所座標に基

づき，要素中の応力分布 sを以下の二つの仮定により定式化する．最初の場合は，真応力とせん断応力を次式

で補間する場合である．

s =

 σx

σy

τxy

 =

 c11 + c12y
c21 + c22x

c31

 =

 1 y 0 0 0
0 0 1 x 0
0 0 0 0 1




c11
c12
c21
c22
c23

 = Nsc (4.10)

この場合は一般のパネルと同様に真応力とせん断応力を支持することができる．また，二番目の場合はせん断

応力のみを次式で補間する場合である．

s =

 σx

σy

τxy

 =

 0
0
c31

 =

 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1




c11
c12
c21
c22
c23

 = Nsc (4.11)

なお，ここで二つのパネル要素を定式化した理由は，これら二つの要素を用いて得られた最適解を比較するこ

とにより，構造の力学的メカニズムが明確になるからである．すなわち，両者から得た最適構造を力学的見地
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から比較すれば，その構造の支配的な応力を判断することができ，その構造の成り立ち，あるいはしくみを理

解できるからである．以後，通常パネルと記述したら式 (4.10)で定式化したパネルを示し，せん断パネルと

記したら式 (4.11)で定式化したパネルを示す．

また，変位 uは一般的な双一次の補間関数N を用いて次式で表す．

ue =
{
ux

uy

}
= Nd (4.12)

d は，四つの節点の変位ベクトルで，これを用いれば微小ひずみ e は変位ベクトル u を用いて次のように表

される．

e = ∂u =

 ∂
∂x 0
0 ∂

∂y
∂
∂y

∂
∂x

u = ∂Nd = Bd (4.13)

他方，応力-ひずみ関係式は次のように得られる．

D−1u− e = D−1s− ∂u = 0 (4.14)

しかし，この要素では応力と変位を独立に仮定しているため，式 (4.13)から得られるひずみと，式 (4.14)か

ら得られるひずみは一致しない．ここでは，

min
s

1
2

∫
Ωe

(
D−1s− ∂u

)
D
(
D−1s− ∂u

)
dΩe (4.15)

となるように，すなわち，式 (4.14)をエネルギー残差が最小になるように緩和することによって，エネルギー

の釣り合いを確保する．ここで，D は弾性マトリクス，Ωe は要素の領域である．よって式 (4.14)，式 (4.15)

より，次式が得られる． ∫
Ωe
δsT

(
D−1s− ∂u

)
dΩ = δc

∫
Ωe

NT
s DT (Nsc−Bd)dΩ

= δc (Msc−MBd) = 0
(4.16)

式 (4.16)を式 (4.13)に代入して，

e = D−1s = D−1Nsc = D−1NsM
−1
s MBd = B̄d (4.17)

が得られるので，要素剛性マトリクスは次式となる．

Ke =
∫

Ωe

eTDedΩ =
∫

Ωe

B̄TDB̄dΩ = MT
BM−1

s MB (4.18)

なお詳細は文献 [122]を参照されたい．

4.2.2 目標関数の設定

■剛性最大化問題 図 4.6に示すように，フレーム要素あるいはパネル要素で構成される構造物の静的な弾性

変形問題について考える．構造物の各節点は並進方向に x, y, z の三自由度，回転方向に θx, θy, θz の三自由度

を持つものとする．そして，弾性構造物の境界 Γd を完全固定し，構造物内の節点に荷重ベクトル fを作用さ

せたときの構造物の変形ベクトルを uであるとする．この時，次式に示す荷重ベクトル f と変形ベクトル u

の内積である平均コンプライアンス l[13]が，節点に荷重ベクトル fを作用させた場合の剛性の尺度となる．
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Figure 4.6: An elastic structure subjected to a force

l = f · u = fTu (4.19)

すなわち，この lを最小化することにより，剛性を最大化することができる．

■固有振動数最大化問題 図 4.6に示す構造物の自由振動問題について考える．この場合，荷重ベクトル fは

作用せず，また必要であれば，構造物の節点に非構造質量を設定してもよいとする．また，構造の減衰効果に

ついては，定式化の簡略化のため考慮しないものとする．そして，自由振動している構造物の j 番目の固有振

動数を，固有値を ωj(λj = ω2
j )であるとする．今，構造物の動的な特性の向上を目的として，最低次の固有値

を可能な限り増加させる.このとき，最低次のみの最大化では，最適化の過程で，最低次の固有値と二次以上

の固有値が入れ替わる問題が生じる場合がある．ここでは，この問題を回避するため，Maら [65]の方法に基

づき，次式の Λの最大化問題として定式化する．

Λ = λ0 +
m∑

j=1

wj

 m∑
j=1

wj

λj − λ0j

−1

(4.20)

ここで，mは最適化する固有値の数，λ0, λ0j はパラメータ，wj は重みである．すなわち，この Λを最大化す

ることにより，複数の固有値を同時に最大化し，固有値の入れ替わり現象を回避することができる．

4.2.3 最適化問題の定式化

nA 本のフレーム要素と nt 枚のパネル要素で構成される固定設計領域 D の境界 Γd を完全固定し，フレー

ム要素，パネル要素それぞれの双体積の制約条件のもと，指定した位置に荷重ベクトル f を作用させた場合

に，合成の最大化を図る問題，もしくは指定した位置に非構造質量を付加した場合に，最低次から m次まで

も固有振動数を最大化する．この時最適化問題は，以下のように定式化される．

minimize
ρA,iA

,φA,iA
,αA,iA

,ρt,it

l (4.21)

又は

maximize
ρA,iA

,φA,iA
,αA,iA

,ρt,it

Λ (4.22)
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制約条件

VF =
nA∑
i=1

ρA,iA
AmaxLiA

≤ V U
F , Vp =

nt∑
it=1

ρt,ittmaxAit ≤ V U
P (4.23)

又は

V = VF + VP =
nA∑
i=1

ρA,iA
AmaxLiA

+
nt∑

it=1

ρt,ittmaxAit ≤ V U (4.24)

0 ≤ ρA,iA
≤ 1 for iA = 1, . . . , nA (4.25)

−π
2
≤ φA,iA

≤ π

2
for iA = 1, . . . , nA (4.26)

αmin ≤ αA,iA ≤ αmax for iA = 1, . . . , nA (4.27)
0 ≤ ρt,it ≤ 1 for it = 1, . . . , nt (4.28)

K = fTu (4.29)

又は

[K− λjM]uj = 0 for j = 1, . . . ,m (4.30)

ここで ρiA，φA,iA，αA,iA，LiA はそれぞれ iA 番目のフレーム要素の正規化された断面積，断面主軸の方向

を示す角度，長軸と短軸の長さの比，要素の長さである．ρit，Ait は it 番目のパネル要素の正規化された板

圧，面積．VF はフレーム要素の体積の総和，V U
F はフレーム要素の体積制約の上限値，VP はパネル要素の体

積の総和，V U
P はパネル要素の体積制約の上限値，V

U はフレーム要素，パネル要素の体積の総和を制限する

体積制約の上限値，K，Mはそれぞれ設計領域全体の剛性マトリクス，質量マトリクスである．

4.3 最適化の手順

4.3.1 最適化アルゴリズム

最適化のフローチャートを以下に示す．

1. 初期形状を決定する．

2. 目標関数が収束するまで以下のループを繰り返す．

（a）剛性マトリクスK と質量マトリクスM を導出する．

（b）有限要素法により平衡方程式または振動方程式を解く．

（c）目標関数と制約条件を導出する．

（d）目標関数と制約条件の感度を導出する．

（e）求めた感度に基づき，設計変数設計変数 ρA,iA，ρt,it を逐次凸関数近似法 (CONLIN)により更新

する．

（f）KKT条件に基づき，設計変数 φA,iA，αA,iA を更新する．

また，振動問題の構造最適化では，最適化過程において，断面積が極端に細くなり，そのために物理的に意味を

持たない局所モード (Localized mode)を生じることがある．この問題を解決する方法は幾つか提案 [81, 108]
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されているが，ここでは，Tcherniak[108]の方法により，質量マトリクスを

me =
{

me if ρA,iA
> ρthr

0 if ρA,iA ≤ ρthr
(4.31)

とすることにより，局所モードを回避する．ここで，ρthr は，ρA,iA に関して，十分小さい値に設定する閾値

で，本研究では ρthr = 0.01とした．

4.3.2 要素の回転角度及び断面の長軸と短軸の比の更新方法

フレーム要素の主軸方向を決定する設計変数 φA,iA
及びフレーム要素の断面形状を決定する設計変数 αA,iA

は，KKT条件に基づいた方法により更新する．以下剛性最大化問題と固有振動数最大化問題の場合について

詳細を述べる．

最初に，式 (4.21)～式 (4.30）の剛性最大化問題に関する，次式で表されるラグランジアン Lを考える．

L = −Λ + ςV
(
V − V U

)
+

nA∑
iA=1

{µA,0,iA
(−ρA,iA

) + µA,1,iA
(ρA,iA

− 1)}

+
nA∑

iA=1

{
νA,−π

2 ,iA

(
−φA,iA − π

2

)
+ νA, π

2 ,iA

(
φA,iA − π

2

)}
+

nA∑
iA=1

{ξA,min,iA
(−αA,iA

+ αmin) + ξA,max,iA
(αA,iA

− αmax)}

+
nt∑

it=1

{µt,0,it (−ρt,it) + µt,1,it (ρt,it − 1)}

(4.32)

ここで，Λ，ςV，µA,0,iA
，µA,1,iA

，νA,−π
2 ,iA
，νA, π

2 ,iA
，ξA,min,iA

，ξA,max,iA
，µt,0,it，µt,1,it はラグランジェ

乗数である．これから設計変数 φA,iA
に関する KKT条件を導くと次式となる．

∂L

∂φA,iA

=
∂l

∂φA,iA

− νA,iA,−π
2

+ νA,iA, π
2

= 0 for iA = 1, . . . , nA (4.33)

− π

2
≤ φA,iA ≤ π

2
for iA = 1, . . . , nA (4.34)

νA,iA,−π
2

(
−φA,iA

− π

2

)
= 0 for iA = 1, . . . , nA (4.35)

νA,iA, π
2

(
φA,iA

− π

2

)
= 0 for iA = 1, . . . , nA (4.36)

νA,iA,−π
2

for ≥ 0 iA = 1, . . . , nA (4.37)

νA,iA, π
2

for ≥ 0 iA = 1, . . . , nA (4.38)

今，両側制約が不活性であるとすると，式 (4.33)は

∂L

∂φA,iA

=
∂l

∂φA,iA

=
∂
(
uTKu

)
∂φA,iA

= 0 (4.39)

となる．すなわち，上式から必要条件を満たす φA,iA
が得られる．

しかし，上式を用いて最適な角度を得ようとすると，角度の更新に対する目標関数の変化が大きいため，場

合によっては安定した収束状況が得られないことがある．他方，トポロジー最適化において，長方形の空孔の

あるユニットセルの角度変更について多くの研究がなされているが [28, 31, 61, 62, 82, 83, 104],この場合に

も同様な問題が報告されている [28]．Chengら [28]は，この不安定問題に関して，応力を用いて感度を導出

する方法 [28, 31, 104]を用いた方が，ひずみを用いて感度を導出する方法 [82, 83]を用いるよりも良好な解が
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得られると述べている．本研究では，この考えをより一般化し，目標関数に応力の関数である補ひずみエネル

ギーを用いて，更新手続きを導く．最初に，補ひずみエネルギーは次式で表される応力の関数で定義される．

V =
∫
V0dΩ (4.40)

ただし，

V0 =
∫ σij

0

εijdσij (4.41)

ここで，V0 は補ひずみエネルギー密度関数である．

V =
∫

(σAxial)2

E
dΩ +

∫
(σBending)2

E
dΩ +

∫
(τTorsional)2

G
dΩ (4.42)

ここで σAxial，σBending，τTorsional，はそれぞれ，フレーム要素の断面における，圧縮・引張によって生じ

る応力分布，曲げによって生じる応力分布，ねじりによって生じるせん断応力である．式 (4.42)の設計変数

φA,iA
に関する感度は次式となる．

∂V

∂φA,iA

=
∂

∂φA,iA

∫
(σBending

i )2

E
dΩ (4.43)

ここで，iA 番目のフレーム要素の断面における曲げによって生じる応力分布 σBending
iA

は次式となる．

σBending
iA

=
(−My,iAIyz,iA −Mz,iAIy,iA)y + (My,iAIz,iA +Mz,iAIyz,iA)z

Iy,iA
Iz,iA

− I2
yz,iA

(4.44)

My,iA，Mz,iA は iA 番目のフレーム要素の断面に作用する曲げモーメント，Iy,iA，Iz,iA，Iyz,iA は iA 番目

のフレーム要素の要素座標系における断面二次モーメント，断面相乗モーメントで次式で表される．

Iy,iA =
1
2

(Iyp,iA + Izp,iA) +
1
2

(Iyp,iA − Izp,iA) cos(2φA,iA) (4.45)

Iz,iA =
1
2

(Iyp,iA + Izp,iA) − 1
2

(Iyp,iA + Izp,iA) cos(2φA,iA) (4.46)

Iyz,iA =
1
2

(Iyp,iA − Izp,iA) cos(2φA,iA) (4.47)

Iyp,iA
，Izp,iA

は iA 番目のフレーム要素の，図 (4.4)に (yp, zp)で示す主軸座標系に関する断面二次モーメ

ントである．iA 番目のフレーム要素の断面に生じる y 軸周りの曲げモーメントの分布は

My,iA
= M1

y,iA
−
M1

y,iA
−M2

y,iA

LiA

x (4.48)

となる．ここで，M1
y,iA
，M2

y,iA
はそれぞれ節点 1，2に作用する y 軸周りの曲げモーメント，LiA

は要素

の長さ，xは節点 1と断面間の距離である．また，式 (4.48)は z 軸周りの曲げモーメントについても成り立

つ．式 (4.44)～式 (4.48)を式 (4.43)に代入すると次式が得られる．
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∂V

∂φA,iA

=
Li(Iyp,iA − Izp,iA)

12EI2
yp,iA

I2
zp,iA

(C1,iA
cos 2φA,iA

+ C2,iA
sin 2φA,iA

) (4.49)

ここで，

C1,iA = ((M1
y,iA

(2M1
z,iA

+M2
z,iA

) +M2
y,iA

(M1
z,iA

+ 2M2
y,iA

)) (4.50)

C2,iA
= (M1

y,iA

2
+M1

y,iA
M2

y,iA
+M2

y,iA

2 −M1
z,iA

2 −M1
z,iA

M2
z,iA

−M2
z,iA

2
) (4.51)

である．線形弾性体の場合には式 (4.19) 平均コンプライアンス l はひずみエネルギー U に等しいので，式

(4.33)は次のように書ける．

∂L

∂φA,iA

=
∂
(
uTku

)
∂φA,iA

=
∂U

∂φA,iA

= 0 (4.52)

線形弾性体においては，さらに，ひずみエネルギー U と補ひずみエネルギー V は等しいので，式 (4.49)を式

(4.52)に代入して，

C1,iA cos 2φA,iA + C2,iA sin 2φA,iA = 0 (4.53)

上式を解くことで，必要性を満足する解が得られる．式 (4.53)より得られる解は通常二つあり，角度の物理

的性質から一方が最小値，他方が最大値，そして角度差は π
2 である．したがって，式（32）より一方の解を求

めれば，他の解も求められる．解の十分性については，次式で表される目標関数の二階微分より確認する．

Li(Iyp,i − Izp,i)
12EI2

yp,iI
2
zp,i

(−2C1,i sin 2φA,i + 2C2,i cos 2φA,i) ≥ 0 (4.54)

設計変数 αA,iA
も同様の手順で更新する．式 (4.32)のラグランジアンより設計変数 αA,iA

に関する KKT

条件を導くと次式となる．

∂L

∂αA,iA

=
∂l

∂αA,iA

− ξA,iA,−π
2

+ ξA,iA, π
2

= 0 for iA = 1, . . . , nA (4.55)

ξA,iA,αmin (−αA,iA
+ αmin) = 0 for iA = 1, . . . , nA (4.56)

ξA,iA,αmax (−αA,iA
+ αmax) = 0 for iA = 1, . . . , nA (4.57)

ξA,iA,αmin ≥ 0 for iA = 1, . . . , nA (4.58)
ξA,iA,αmax ≥ 0 for iA = 1, . . . , nA (4.59)

以上の条件より，以下の三つの解が考えられる．

case1　ξmin,iA
> 0, ξmax,iA

= 0 のとき αA,iA
= αmin

case2　ξmin,iA = 0, ξmax,iA > 0 のとき αA,iA = αmax

case3　ξmin,iA
= 0, ξmax,iA

= 0 のとき
∂l

∂αA,iA

= 0

case3では，設計変数 φA,iA と同様に，と同様に，補ひずみエネルギーに基づき更新手続きを導く．設計変数

αA,iA の場合には，角度の場合の式 (4.49）に相応する関係式は，以下の式となる．

∂l

∂αA,iA

=
∂V

∂αA,iA

=
1

3E(ρPA

A )2A2
max

(
D1

α2
A,iA

+D2) = 0 (4.60)
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ここで，

D1,iA
= −M1

y,iA

2 −M1
y,iA

M2
y,iA

−M2
y,iA

2 −M1
z,iA

2 −M1
z,iA

M2
z,iA

−M1
z,iA

2

− (M1
y,iA

2
+M1

y,iA
M2

y,iA
+M2

y,iA

2 −M1
z,iA

2 −M1
z,iA

M2
z,iA

−M1
z,iA

2
) cos(2φA,iA

)

+ (2M1
y,iA

M1
z,iA

+M2
y,iA

M1
z,iA

+M1
y,iA

M2
z,iA

+ 2M2
y,iA

M2
z,iA

) sin(2φA,iA
) (4.61)

D2,iA
= M1

y,iA

2
+M1

y,iA
M2

y,iA
+M2

y,iA

2
+M1

z,iA

2
+M1

z,iA
M2

z,iA
+M2

z,iA

2

+ (−M1
y,iA

2 −M1
y,iA

M2
y,iA

−M2
y,iA

2
+M1

z,iA

2
+M1

z,iA
M2

z,iA
+M2

z,iA

2
) cos(2φA,iA

)

+ (2M1
y,iA

M1
z,iA

+M2
y,iA

M1
z,iA

+M1
y,iA

M2
z,iA

+ 2M2
y,iA

M2
z,iA

) sin(2φA,iA) (4.62)

なお．ここでも，曲げによる補ひずみエネルギーの影響が支配的であるという仮定のもとに，式 (4.75)を導

出している．この式 (4.75)を整理すると，

D2,iA
α2

A,iA
+D1,iA

= 0 (4.63)

となる．case1,case2,case3 のいずれの場合も必要条件を満足する αA,iA
が一つ得られる．この解は十分条件

も満足するので，最適解である．

続いて,固有振動数最大化問題の場合について述べる．目標関数以外は剛性最大化問題と等しい条件の最適

化問題であるため，上記の方法と全く同様に設計変数 φA,iA
，αA,iA

が導出できる．最初に，定式化を最小化

問題に変換するため式 (4.20)の目標関数に −1を乗じ，新たな最小化問題の目標関数としている．設計変数

φA,iA
の更新で，剛性最大化問題における式 (4.39)に相当する式は，

− ∂Λ
∂φA,iA

= 0 for iA = 1, ..., nA (4.64)

となる．ところで，

∂Λ
∂φA,iA

= −
m∑

j=1

wj

 m∑
j=1

wj

λj − λ0j

−2−
m∑

j=1

wj(
λj − λ0j

)2 ∂λj

∂φA,iA

 (4.65)

∂λj

∂φA,iA

=
uT

j

(
∂K

∂φA,iA
− λj

∂M
∂φA,iA

)
uj

uT
j Muj

(4.66)

であり，かつ質量マトリクスは角度変更に対して一定で，固有モードは質量マトリクスに関して正規化してい

るとすれば，式 (4.64)は，

m∑
j=1

wj

λj − λ0j

uT
j

∂K

∂φA,iA

uj = 0 (4.67)

となる．ここでも，剛性最大化問題と同様に補ひずみエネルギーを用いて，設計変数 φA,iA の更新手続きを

導く．

最初に，固有振動数の最大化問題をエネルギー最大化問題に置き換えるため，次式の仮想的なひずみエネル

ギー Uj を考える．

λj =
uT

j Kuj

uT
j Muj

= uT
j Kuj = Uj (4.68)
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このひずみエネルギーを設計変数 φA,iA
に関して最大化すれば，最適角度が得られる．そして，式 (4.64)の

条件式を Uj を用いて表せば，次式となる．

m∑
j=1

wj

λj − λ0j

(
∂Uj

∂φA,iA

)
= 0 (4.69)

線形弾性体では Uj = Vj のため，上式に式 (4.42)で表される補ひずみエネルギーを以下の手続きで代入する．

固有振動数最大化問題における補ひずみエネルギー Vj の設計変数 φA,iA に関する感度は次式となる．

∂Vj

∂φA,iA

=
LiA

(Iyp,iA
− Izp,iA

)
12EI2

yp,iA
I2
zp,iA

(C1,j,iA cos 2φA,i + C2,j,iA sin 2φA,iA) (4.70)

ここで，

C1,j,iA = ((M1
y,j,iA

(2M1
z,j,iA

+M2
z,j,iA

) +M2
y,j,iA

(M1
z,j,iA

+ 2M2
y,j,iA

)) (4.71)

C2,j,iA
= (M1

y,j,iA

2
+M1

y,j,iA
M2

y,j,iA
+M2

y,j,iA

2 −M1
z,j,iA

2 −M1
z,j,iA

M2
z,j,iA

−M2
z,j,iA

2
) (4.72)

である．M1
y,j,iA

，M1
z,j,iA

，M2
y,j,iA

，M2
z,j,iA

は j 次の振動モードによってフレーム要素の各節点に生じる y

軸，z 軸周りの曲げモーメントである．式 (4.70)を式 (4.69)に代入して，
m∑

j=1

wj

λj − λ0j

(C1,j,iA
cos 2φA,iA

+ C2,j,iA
sin 2φA,iA

) = 0 (4.73)

上式から必要条件を満たす φA,iA
が二つ得られる．解の十分性は，目標関数の二階微分である次式より判断

する．
m∑

j=1

wjLi(Iyp,iA
− Izp,iA

)
6(λj − λ0j )EI2

yp,iA
I2
zp,iA

(C1,j,iA sin 2φA,iA − C2,j,iA cos 2φA,iA) > 0 (4.74)

楕円の長軸と短軸の長さの比も，剛性最大化問題の場合と同様に以下の三つの場合について得られる．

case1　ξmin,iA > 0, ξmax,iA = 0 のとき αA,iA = αmin

case2　ξmin,iA
= 0, ξmax,iA

> 0 のとき αA,iA
= αmax

case3　ξmin,iA = 0, ξmax,iA = 0 のとき
∂l

∂αA,iA

= 0

case3では，以下の式より解を得る．
m∑

j=1

wj

λj − λ0j

(D2,j,iα
2
A,i +D1,j,i) = 0 (4.75)

ここで，

D1,j,iA
= −M1

y,j.iA

2 −M1
y,j,iA

M2
y,j,iA

−M2
y,j,iA

2 −M1
z,j,iA

2 −M1
z,j,iA

M2
z,j,iA

−M1
z,j,iA

2

− (M1
y,j,iA

2
+M1

y,j,iA
M2

y,j,iA
+M2

y,j,iA

2 −M1
z,j,iA

2 −M1
z,j,iA

M2
z,j,iA

−M1
z,j,iA

2
) cos(2φA,j,iA

)

+ (2M1
y,j,iA

M1
z,j,iA

+M2
y,j,iA

M1
z,j,iA

+M1
y,j,iA

M2
z,j,iA

+ 2M2
y,j,iA

M2
z,j,iA

) sin(2φA,j,iA) (4.76)

D2,j,iA
= M1

y,j,iA

2
+M1

y,j,iA
M2

y,j,iA
+M2

y,j,iA

2
+M1

z,j,iA

2
+M1

z,j,iA
M2

z,j,iA
+M2

z,j,iA

2

+ (−M1
y,j,iA

2 −M1
y,j,iA

M2
y,j,iA

−M2
y,j,iA

2
+M1

z,j,iA

2
+M1

z,j,iA
M2

z,j,iA
+M2

z,j,iA

2
) cos(2φA,iA)

+ (2M1
y,j,iA

M1
z,j,iA

+M2
y,j,iA

M1
z,j,iA

+M1
y,j,iA

M2
z,j,iA

+ 2M2
y,j,iA

M2
z,j,iA

) sin(2φA,iA) (4.77)

である．
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4.4 数値例

いくつかの数値例により，本研究で提唱する方法論の妥当性を検証する．なお，構造物の材料にはいずれの

場合にも鋼を想定し，ヤング率を 209GPa，ポアソン比を 0.3とした．

4.4.1 剛性最大化問題

■パネル要素の定式化の相違と最適解の関係 最初に，２次元のモデルを用いて，式 (4.10)と式 (4.11)によ

り定式化される異なるパネル要素と，最適解の関係を検討する．図 4.7 に設計領域を示す．設計領域を x 方

向，y 方向にそれぞれ四分割し，分割された各領域にはパネル要素を配置する．また，配置された各パネル要

素の周上にはフレーム要素を配置する．さらに，固定設計領域 D の左側を完全固定し，右側の境界中心の節

点に −y 方向に荷重 10.0N を作用させた場合の最適解を得る．

Fixed design domain D

0.06m

0.04m

X

Y

Fixed 
boundary

Applied force f

Figure 4.7: Design domain for example 1

なお，ここではパネル要素のみを設計要素とし，フレーム要素は非設計要素とした．フレーム要素の断面形

状は真円とし，またその影響を十分小さくするため，すべてのフレーム要素の断面積を 1.26 × 10−11m2 とし

た．また，最大時のパネルの厚さは 3.0 × 10−3m，体積制約は全設計領域の 30%と設定した．

図 4.8に最適構造を示す．図中 (a)の場合は式 (4.10)の通常パネルを用い場合で，(b)の場合は式 (4.11)の

せん断パネルを用いた場合で，正規化された板厚の分布を示している．なお，図中のカラーバーは各最適構造

の板厚の差異を明確にするため，ρA,iA の最大値と最小値の間で割り当てた．
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1.0

0.5

0

(a)

0.38

0.30

0.22

(b)

Figure 4.8: Optimal panel configurations of example 1

図中 (a)では，設計領域の左側の上部及び下部の板厚が高いことがわかる．これは本荷重設定において生じ

る，X 方向における真応力が高いために生じた結果と考えられる．これに対して図中 (b)では，設計領域の中

段部分のパネルの板厚が高い．これは，せん断パネルはせん断応力しか支持できず，結果として，せん断応力

が支配的な中央部分に板が配置されたと考えられる．

■制約条件の相違と最適解の関係 次に，フレーム要素とパネル要素を同時に設計要素とし，二つの式 (4.23)

と式 (4.24) に示す二つの体積制約の設定法と最適解の関係を検討する．なお，最適化のモデルとしては図

(4.7) の二次元のモデルを使用し，パネル要素は通常パネルを用いた．また，最大時のフレームの断面積は

1.13 × 10−4m2，パネルの最大厚さは 3.0 × 10−3m，体積制約はいずれの場合においても全設計領域の 30%

として，最適化した．

図 (4.9)に最適構造を示す．図中 (a)は，式 (4.23)のパネル要素とフレーム要素に別々の体積制約を設定し

た場合の結果で，図中 (b)は式 (4.24)の両要素に共通の体積制約を設定した場合の結果である．両結果を比較

すると共通の体積制約を設けた場合の方が，パネルの総体積が多くなっているのがわかる．これはこの荷重条

件では，より多くの余剰体積をパネルに負担させた方が，より高い剛性が得られるということを示している．
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Frame elements

0.05

0.45

0.25

Panel elements

(a) Total volume constraint by Eq(4.23) used

Frame elements

1.0

0

0.5

Panel elements

(b) Total volume constraint by Eq(4.24) used

Figure 4.9: Optimal frame and panel configurations of example 2

■フレーム要素の断面主軸方向と平均コンプライアンスの関係 次に図 (4.10)に示したように，設計領域と

して,一つのフレーム要素を設定し，そのフレーム要素の左側を完全固定し，右側に図に示した荷重を負荷し

た場合について，フレーム要素の断面主軸方向と平均コンプライアンスの関係を検討した．なお，この場合に

は，フレーム要素の正規化された断面積 ρA,iA は一定値 1.0とし，断面主軸の方向を示す角度 φA,iA のみの平

均コンプライアンスに対する影響を検討した．また，楕円断面の長軸の長さと短軸の長さの比 αA,iA はパラ

メータとし，値を 0.25，0.50，0.75とした．フレーム要素の最大時の断面積は 3.14 × 10−6m2 として最適化

を図った．
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y

z

10N

20N

φA,1

Fixed boundary

0.05m

yp

Figure 4.10: Design domain for example 3

図 (4.11)に平均コンプライアンスと断面主軸の方向を示す角度の関係を示す．この図より，平均コンプラ

イアンスは角度に関して最小値と最大値を持つことがわかる．また，楕円断面の長軸の長さと短軸の長さの比

が小さいほど，即ち主軸方向に関する断面二次モーメントの値の比が大きいほど，断面主軸の方向の変化に対

する平均コンプライアンスの変化の割合が大きいことがわかる．そして，本手法で得られたその最小値たる最

適値は，この場合 0.464rad(26.57°)で，負荷した荷重の方向と一致する．また，得られた最適角度は，本例

題のような静定な構造では，荷重負荷方向と慣性主軸の方向を一致させれば最大剛性が得られる力学の基本則

と相応しており，本手法の妥当性が確認できた．
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Figure 4.11: Relation between mean compliance and design variable φA,iA

■最適構造の相違とフレーム要素の断面主軸方向の関係 次に，フレーム要素とパネル要素で構成される３次

元モデルを用いて最適構造の相違とフレーム要素の断面主軸を検討する．図 (4.12)に設計領域を示す．図に

示したように，２次元上の五つの平面状の設計領域を用意し，それにより直方体の各面が固定設計領域 D を

構成するように設定する．各平面における設計領域は X 方向，Y 方向にそれぞれ二分割し，分割された各領

域にはパネル要素を配置する．また，配置された各パネル要素の周上にはフレーム要素を配置する．さらに，

固定設計領域Dの左側を完全固定し，右側の境界面の中心にX 軸周りにモーメント 10.0N ·mを作用させた
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場合の最適解を得る．なお，パネル要素は通常パネル，せん断パネルをそれぞれ用い，フレームの最大時の

断面積は 2.83 × 10−5m2，パネルの最大時の厚さは 3.0 × 10−3mとし，体積制約には式 (4.23)を用い，V U
F ，

V U
P を，それぞれ総体積の 50%，10%とした．フレーム要素の楕円断面の長軸の長さと短軸の長さの比 αA,iA

は設計パラメータとし，値を 0.25，0.50，0.75とした．

0.1m

0.1m

0.1m

0.01Nm

Fixed design
domain D

Fixed boundary

y
z

x
Panel elements

Frame elements

Applied force

Figure 4.12: Design domain for example 4 φA,iA

最初に，上記モデルからパネル要素を除き，フレーム要素のみを設計要素として用いた場合の最適構造を

図 (4.13) に示す．３通りの αA,iA
についてほぼ同じ最適構造が得られたため，ここでは αA,iA

が 0.50 の場

合の解のみ示す．図 (4.13)(a) にフレーム要素の断面積の相違を表し，図 (4.13)(b) に慣性主軸方向を示す．

なお図８ (a)には ρA,iA
が 0.1以上の値を持つ要素のみ表示した．さらに，表 (4.1)には正規化された断面積

ρA,iA
の値と，主軸方向を表す角度 φA,iA

を示す．なお，対称性を考慮して，慣性主軸方向及びとの値は，図

(4.13)(a)で座標系を表記した要素についてのみ示した．
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Figure 4.13: Optimal frame configurations of example 4 (αA,iA
= 0.50)

Table 4.1: Normalized areas and rotational angle of optimal frame configuration of example 4
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Table 4.2: Comparison of optimal mean compliances

α ��� � ��� � ��	�
 � � �
� ��� � �
��� �
� ��� ��� �
��� �
�
��� � ��� �
��� ��� �
�
��� ��� ��� �  �
��� �
�

図 4.13(a) より，右側の境界面において荷重点と固定点から階段状にフレームが配置されているのがわか

る．また図 4.13(b)と表 (4.1)より，フレーム要素 1の主軸方向を示す角度の値は要素座標系に関して約 −45

°であることがわかる．これは右側境界面におけるねじりを，同要素は −45°方向の曲げとして支持してい

るためであると考えられる．そして，フレーム要素 2，3については，同要素の回転角はそれぞれ約 −80°で

あることから，この要素においては全体座標系の Y Z 面内における曲げが支配的であることがわかる．

表 4.2に３通りの αA,iA
で得られた最適解の平均コンプライアンスを示す．表からわかるように，αA,iA

の

値が小さいほど，平均コンプライアンスの値が小さいことがわかる．即ち，主軸方向に関する断面二次モーメ

ントの値の比が大きいフレーム要素を用いることで，高い剛性を持つ最適解が得られることがわかる．

次に図 4.12のモデルにおいて，フレーム要素とパネル要素を同時に設計要素として用いた場合の最適構造

を図 4.14に示す．αA,iA
が 0.75と 0.50の場合でほぼ同じ最適構造が得られたため，ここでは αA,iA

が 0.50

の場合の解のみ示す．前問と同様に，図 4.14(a)にフレーム要素の断面積の相違を表し，図 4.14(b)に慣性主

軸方向を示す．なお図 4.14(a) には ρA,iA
が 0.1 以上の値を持つ要素のみ表示した．さらに，図 4.14(b) に，

パネル要素の正規化された板厚の分布をグレースケールで示す．なお，最適化の際には，式 (4.10)の通常パ

ネルを用いた場合と式 (4.11)のせん断パネルを用いた場合の両方の場合について最適構造を求めた．しかし，

得られた結果は全く同じ構造であったので，通常パネルの結果のみを示す．両方のパネル要素について，同じ

結果が得られたことから，この問題はせん断が支配的であることがわかる．また，表 4.2に正規化された断面

積の値と主軸方向を表す角度の値を示す．図 4.14(a),(c)より，荷重点近傍にはフレーム要素が集中して配置

され，側面にはパネル要素がほぼ均等に配置されていることがわかる．これは，側面においてはせん断が支配

的であり，その支持にはパネル要素が有効，そして荷重点近傍においては曲げが支配的であり，その支持には

フレーム要素が有効であるためと考えられる．また，図 4.14(b)と表 4.2から，フレーム要素 2，3の主軸方

向を示す角度の値は，要素座標系に関してがそれぞれ約 4°で，フレーム要素だけを用いた図 4.13の場合の同

位置の要素における最適値，約-80°と大きく異なるのがわかる．これは，図 4.13の場合には，これらの要素

が全体座標系の Y Z 面内における曲げを支持していたのに対し，図 4.14の場合には，全体座標系のXY 面内

におけるせん断を支持しているためであると考えられる．

86



3

4

10

9
8

75
2

6

x

y

z

x

y

z

z
x

y

y

z

x
y x

z

z

y

x

x

y

z

y

x

z

z

y

x

(a) Optimal cross-sectional area

Principal direction

2

10

9
8

7

6

5

4

3

(b) Optimal principal direction

0.12

0.06

0.0

(c) Optimal normalized thickness of panel elements

Figure 4.14: Optimal frame configurations of example 4 (αA,iA
= 0.50)
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Table 4.3: Normalized areas and rotational angle of optimal frame configuration of example 4
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次に αA,iA
が 0.25の場合の解を示す．図 4.15(a)にフレーム要素の断面積の相違を表し，図 4.15(b)に慣

性主軸方向を示す．図 4.15(b)に，パネル要素の正規化された板厚の分布をグレースケールで示す．また，表

4.4に正規化された断面積の値と主軸方向を表す角度の値を示す．図 4.15(a)より，αA,iA
が 0.50，0.75の場

合と異なり，支持点に最も太いフレーム要素が配置されていることがわかる．これは αA,iA
の値が小さくな

り，フレーム要素の主軸方向の曲げ剛性が向上した結果，曲げモーメントが支配的な支持点近傍に同要素が配

置されたと考えられる．
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Figure 4.15: Optimal frame configurations of example 4 (αA,iA
= 0.25)
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Table 4.4: Normalized areas and rotational angle of optimal frame configuration of example 4
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表 4.5に３通りの αA,iA
で得られた最適解の平均コンプライアンスを示す．ここでも，αA,iA

の値が小さい

ほど高い剛性を持つ最適解が得られていることがわかる．

Table 4.5: Comparison of optimal mean compliances

α ��� � ��� � ��	�
 � � �
� ��� � �
��� �
� ��� ���
� ��� �
�
��� � � � �
��� ��� �
�
��� ��� ��� � � � ��� �
�

■断面の長軸と短軸の比も設計変数とした場合の最適化 次に，正規化された断面積 ρA,iA
，要素の断面主

軸の方向を示す角度 φA,iA
，断面の長軸と短軸の長さの比 αA,iA

を設計変数とした場合の最適構造を求める．

図 fig15 に設計領域を示す．図に示したように，設計領域は XY Z 方向にそれぞれ２分割し，すべての節点

をフレーム要素で結合する．そして，直方体形状の設計領域の左端上部を固定し，右端下部中央に垂直荷重

10N を負荷した場合の最適形状を求めた．なお，αmin は 0.25，αmax は 0.95,フレーム要素の最大断面積は

3.14 × 10−4m2，体積制約の上限値は総体積の 2%とした．

0.2m

0.1m

0.1m

X

Z
Y

Fixed design domain D

Fixed boundary

10N

Figure 4.16: Design domain for example 4 φA,iA

図 fig16(a)に最適構造を示す．また，図 fig16(a)には，特記すべき要素の主軸方向を示すために，その要素

の番号と座標系を示す．図 fig16(b)には，図 fig16(a)に示した視点からの，それらの要素の最適主軸方向を

示し，表 4.6 には最適時における各要素の断面主軸の方向を示す角度 φA,iA
と断面の長軸と短軸の長さの比

αA,iA
を示した．
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表 4.6より，すべてのフレーム要素の αA,iA
の値が下限値 0.25に等しくなっていることがわかる．このこ

とより，ある特定の方向に主軸方向を向け，その方向の断面二次モーメントを大きくすることで，構造全体の

剛性が向上することがわかる．
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Figure 4.17: Optimal frame configurations of example 5

91



Table 4.6: Optimal rotational angles and the ratios of the lengths of the major and minor axes of example

5

Element
number

Element
number

1 0.0 0.25 7 0.0 0.25
2 0.0 0.25 8 0.0 0.25
3 0.0 0.25 9 0.0 0.25
4 0.0 0.25 10 0.0 0.25
5 0.0 0.25 11 88.5 0.25
6 0.0 0.25 12 -86.1 0.25

, AA iα,  ( )
AA iφ ° , AA iα,  ( )

AA iφ °

4.4.2 固有振動数最大化問題

固有振動数最大化問題について，式 (4.20)の目標関数では一次 (最低次)から三次までの固有値を扱うもの

とし，各パラメータの値は wj = 0，λ0 = 0，λ0j = 0とした．

■固有モードと慣性主軸方向の関係 最初に，図 4.18(a)に示す単純な設計領域を設定し，固有モードと最適

な慣性主軸方向の関係を検討する．設計領域は図 4.18(b)に示す要素番号と要素座標系を持つ八本のフレーム

要素によって構成され，その左端を完全固定する．右端中央には，振動モードを固定するために，X 軸周りの

運動にのみ慣性モーメントを持つ仮想的な非構造質量を配置する．なお，設計変数はフレーム要素の正規化さ

れた断面積 ρA,iA
，要素の断面主軸の方向を示す角度 φA,iA

とし，断面の長軸と短軸の比 αA,iA は定数 0.5と

した．また，体積制約は設計領域全体の 10%，フレーム要素の最大断面積 Amax は 2.83 × 10−5m2 として最

適解を得た．

Fixed boundary
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Nonstructural mass
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(a) Boundary conditions
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Figure 4.18: Design domain for example 1

図 4.19(a)に最適構造を，図 4.19(b)に一次 (最低次)の固有モードを 10倍にして示した．さらに，表 4.7

にはフレーム要素の正規化された断面積 ρA,iA
，要素の断面主軸の方向を示す角度 φA,iA

と，図 4.20には最適

な慣性主軸方向を示した．
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(a) Optimal configuration

Y

Z
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(b) First(lowest) mode

Figure 4.19: Optimal configuration and eigen mode of example 1

Table 4.7: Normalized areas and rotational angle of optimal frame configuration of example 1

Element
Number

Element
Number

1 0.12 0.0 5 0.07 -45.0
2 0.12 0.0 6 0.07 45.0
3 0.12 0.0 7 0.07 45.0
4 0.12 0.0 8 0.07 -45.0

, AA iρ , AA iρ,  ( )
AA iφ ° ,  ( )

AA iφ °

Fixed

Principal direction

Figure 4.20: Optimal principal direction of example 1

図 4.19(b)より，最低次の固有モードは非構造質量を中心とする X 軸周りの回転振動であり，表 4.7及び
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図 4.20より要素 5～8の回転角はそれぞれ −45°，45°であることがわかる．即ち，得られた最適解は各要

素が，断面が最も高い剛性を持つ方向に曲げ振動する構造であることがわかる．

■断面の長軸と短軸の長さの比と最適解の関係 次に，全てのフレーム要素の断面の長軸と短軸の長さの比

αA,iA を設計パラメータとし，幾つかの αA,iA の設定に対して最適構造を求め，αA,iA が最適解に与える影響

について検討する．図 4.21 に設計領域を示す．図に示したように，直方体形状の設計領域について，XY Z

方向にそれぞれ二分割し，すべての節点をフレーム要素で結合する．そして，設計領域の左端上部を固定し，

右端下部中央に 1kg の非構造質量を配置した場合の最適構造を求める．なお，非構造質量は質点とし，XY Z

方向の並進運動にのみ影響するものとする．αA,iA の値は 0.25，0.50 の場合に加えて，断面形状が真円の

場合についても最適構造を求め，比較を行った．また，いずれの場合についても，最大時の断面積 Amax は

3.14 × 10−4m2，体積制約の上限値は総体積の 1%とした．

0.2m

0.1m

0.1m

XZ

Y
Fixed design domain D

Fixed boundary

Nonstructural mass

1.0kg

Figure 4.21: Design domain for example 2

図 4.22に最適構造を，図 4.23に，αA,iA
が 0.50の場合の一次 (最低次)から三次までの固有モードを示す．

なお，いずれの場合についても，ほぼ同一の固有モードが得られたため，ここでは αA,iA
が 0.50の場合の結

果のみを示した．さらに，図 4.24には，αA,iA の違いにより角度の相違が見られる要素の主軸方向を示すた

めに，その要素の番号と座標系を示し，表 4.8にはその角度を示す．図 8には αA,iA が 0.50の場合について，

図 4.24(a)で示した視点からの各要素の最適主軸方向を示す．
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(a) αA,iA = 0.25 (b) αA,iA = 0.50

X
Z

Y

(c) Circular cross-section

Figure 4.22: Optimal configuration and eigen mode of example 2

Table 4.8: Eigen-frequencies of optimal configurations of example 2 (Hz)

Case 1st freq. 2nd freq. 3rd freq.
   (a) α A,i =0.25 10.87 17.69 42.44
   (b) α A,i =0.50 9.21 17.00 39.51
   (c) Circle 8.19 15.66 33.97
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Figure 4.23: Eigen mode shapes of example 2 (αA,iA = 0.5)

図 4.22より，細部に違いは見られるが，三つの場合について，ほぼ等しい最適構造が得られていることが

わかる．また，表 4.8より，αA,iA の値が小さいほど，最適構造の固有振動数は高いことがわかる．これは，

αA,iA の値が小さいほど主軸方向の曲げ剛性は向上し，質量を変えずに高剛性の最適構造が得られたためであ

ると考えられる．他方，図 4.23より，一次，二次，三次の固有モードはそれぞれ質点の Y 方向，Z 方向，X

方向の並進運動であることがわかる．すなわち，一次の固有モードにおいては Z 軸まわりの曲げモードが，二

次の固有モードにおいては Y 軸まわりのでの曲げモードが，三次の固有モードにおいては X 方向の並進モー

ドが支配的である．図 4.25に示す最適主軸方向は，式 (4.20)において，一次の固有振動数の項が大きく反映

されているため，Y 方向を向いている要素が多い．また，表 4.8において，αA,iA の値の相違によって最適角

度に違いが見られる．これは，断面形状が変わると要素の曲げ剛性も変化するためであると考えられる．以上

のように，αA,iA の値の設定により最適構造が変化し，αA,iA の値が小さいほど，最適値は改善されることが

わかった．
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Figure 4.24: Element number and eigen mode of example 2
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Figure 4.25: Optimal principal direction of each frame element in example 2 (αA,iA
= 0.5)

Table 4.9: Optimal rotational angles of example 2

Element No. φ A,i (α A =0.25) φ A,i (α A =0.50)

No.1 -11.7 -14.8
No.2 -28.9 -40.9
No.3 8.7 55.3
No.4 31.4 33.2
No.5 75.9 88.4
No.6 0.4 48.1

■断面の長軸と短軸の長さの比も設計変数にした場合の最適化 次に，正規化された断面積 ρA,iA
，要素の断

面主軸の方向を示す角度 φA,iA
，断面の長軸と短軸の長さの比 αA,iA

を設計変数とした場合の最適構造を求め

る．図 4.26に設計領域を示す．図に示したように，立方体の各面に，四つの格子を構成するようフレーム要

素を配置し，設計領域の左側を完全固定する．さらに，右側の境界面の中央下部に厚さ 1mm，直径 10mm，
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質量 1kgの円盤状の非構造質量を，円盤面が Y Z 平面に一致するように配置し，最適化を図った．なお，最大

時の断面積 Amax は 2.83 × 10−5m2，αmin は 0.25，αmax は 0.95,体積制約の上限値は総体積の 40%とした．

0.1m

0.1m

1.0kg

Frame element (Fixed design domain D)

Fixed boundary

Y

Z X
Non-structural mass

0.1m

Figure 4.26: Design domain for example 3

図 4.27に最適構造と，一次 (最低次)から三次までの固有モードを示す．また，図 4.28には，特記すべき

要素の主軸方向を示すために，その要素の番号と座標系を示す．図 4.29にはその要素の最適主軸方向を示し，

表 4.10 には最適時における各要素の断面主軸の方向を示す角度 φA,iA
，断面の長軸と短軸の長さの比 αA,iA

を示した．
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Figure 4.27: Optimal configuration and eigen-mode shapes of example 3
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Figure 4.28: Element number and local coordinates of example 3
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Figure 4.29: Optimal princpal direction of each frame element in example 3

図 4.27より，一次，二次の固有モードはそれぞれ質点の Y，Z 方向の並進運動，三次の固有モードはX 軸

周りの円盤の回転運動に相応することわかる．図 4.29より，最適な主軸方向は，側面においては多くの要素

が Y 方向を向き，底面においては全ての要素が Z 方向を向いていることがわかる．これは，それぞれ一次，

二次の固有モードに対する剛性を高めるためであると考えられる．他方，表 4.10より全ての要素においての

最適値が下限値である 0.25となっていることがわかる．このことより，式 (4.20)による異なる固有モード変

位をもつ複数の固有振動数の最大化の場合でも，ある特定の方向に主軸方向を向け，その方向の断面二次モー

メントを大きくした方が，全ての固有振動数は最大化されることがわかる．以上の結果から，要素の断面主軸

の方向を示す角度 φA,iA
，断面の長軸と短軸の比 αA,iA

も設計変数とした場合にも最適構造が得られ，さらに
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その最適構造は，二つの主軸の断面二次モーメントの比が大きい断面をもつフレーム要素で構成されることが

わかった．

Table 4.10: Optimal rotational angles and ratios of the lengths of the major and minor axes of example

3

Element
number

Element
number

1 1.2 0.25 6 0.8 0.25
2 -1.3 0.25 7 0.9 0.25
3 0.2 0.25 8 0.0 0.25
4 88.4 0.25 9 -90.0 0.25
5 51.1 0.25 10 90.0 0.25

, ( )
AA iφ ° , ( )

AA iφ °, AA iα , AA iα

■フレームと補強パネルで構成される T字型接合部の最適構造の導出 次に本手法を，フレームと補強パネ

ルで構成される，自動車ボデーの T字型接合部の最適構造の導出に適用する．パネル要素としては式 (4.10)

の通常パネル要素と式 (4.11)のせん断パネル要素を用いたが，いずれの場合も同じ解が得られた．即ち，こ

の問題はパネル要素においてはせん断応力が支配的である．以下，通常パネルによって得られた解のみを示

す．図 4.30(a)，(b)に設計領域と非設計領域を示し，図 4.30(c)に境界条件を示す．設計領域の下部に作用す

る荷重 40N に対する剛性の最大化を目的として，最適解を得る．なお，αA,iA
の値は 0.25，最大時の断面積

Amax は 2.83× 10−5m2，最大時の板厚 tmax は 3.0× 10−3m,フレーム要素の体積制約の上限値 V U
F はフレー

ム要素の総体積の 30%，パネル要素の体積制約の上限値 V U
P はフレーム要素の総体積の 10%とした．
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Figure 4.30: Initial optimization settings for frame and panel reinforcement in T-shaped automotive

body part

図 4.31 に最適構造を示す．図 4.31(a) は特筆すべき要素の要素番号と要素座標系を示し，図 4.31(b) は図

4.31(a)で示した視点から見た要素の最適主軸方向を示す．図 4.31(c)は正規化されたパネルの板厚 ρt,it の分

布を示す．表 4.11には図 4.31(a)に示した要素の正規化された断面積 ρA,iA，要素の断面主軸の方向を示す角

度 φA,iA を示した．図 4.31(a)より，荷重点のフレーム要素 11～14，支持点におけるフレーム要素 3～5，8～

10の断面積が大きいことがわかる．また，図 4.31(b)に示す各要素の最適主軸方向より，この構造は支持点近

傍では曲げではなくねじりを受けていることがわかる．さらに，図 4.31(c)に見られる垂直な厚いパネル要素

はねじりによるせん断を補強していると考えられる．
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Table 4.11: Normalized areas and rotational angle of optimal frame configuration of T-shaped body parts
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Figure 4.31: T-shaped body parts optimal reinforcemnts. (αA,iA
= 0.25)
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4.5 結言

本研究では，機械製品開発における構想設計段階での設計支援を目的として，フレーム要素とパネル要素を

用いた構造最適化手法を提案した．そして，簡単な数値例により本研究で提案する方法の妥当性を検証した．

結果を以下に示す．

1. フレーム要素とパネル要素の定式化を行った．フレーム要素の断面形状は断面主軸方向を設計変数とし

て考慮可能で，かつ断面の寸法の比を設計変数とすることで断面の形状の変化を考慮可能な，最も単純

な形状である楕円とした．パネル要素に関しては，異なる性質のパネル要素によって得られた最適構造

を比較することにより，構造の力学的メカニズムを明確化できると考え，真応力とせん断応力を支持で

きる通常のパネルと，せん断応力のみを支持するせん断パネルの二種類のパネルを定義した．

2. 構想設計段階における基本的な問題である剛性最大化問題と固有振動数最大化問題について，目標関数

の定式化を行うとともに，フレーム要素の正規化された断面積，断面主軸方向を示す角度，断面の長軸

と短軸の長さの比，パネル要素の板厚を設定した最適化問題を定式化した．

3. フレーム要素の断面主軸方向を示す角度と断面の長軸と短軸との長さ比の更新方法として，KKT条件

と補ひずみエネルギーに基づく新しい方法を開発した．さらに，この方法と逐次凸関数近似法とを用い

た最適化アルゴリズムを構築した．

4. 真応力とせん断応力を支持できる通常のパネルと，せん断応力のみを支持するせん断パネルから得られ

る最適構造を比較することにより，構造の力学的メカニズムを明確化できることを，簡単な数値例を用

いて検証した．

5. フレーム要素とパネル要素を同時に設計要素として最適化することにより，体積制約の相違と最適解の

関係，並びに設計要素の機能と最適解の関係を明確化した．

6. 平均コンプライアンスとフレーム要素の慣性主軸方向の関係を検討し，本手法で得られた最適な主軸方

向が，力学的に妥当であることを検証した．

7. フレーム要素のみを用いた構造と，フレーム要素とパネル要素を組み合わせた構造の最適解とを比較す

ることによって，最適構造の相違とフレーム要素の断面主軸方向との関係を明確化した．

8. フレーム要素の断面の長軸と短軸の長さの比を設計パラメータとして変更した場合の結果から，この比

の設定の相違により，最適構造が異なることがわかった．

9. 長軸と短軸の長さの比を設計変数として最適化することにより，剛性を最大化する場合と複数の固有

振動数を最大化する場合で共に，断面の長軸と短軸との比が大きい，すなわち，二つの主軸の断面二

次モーメントの比が大きい断面を持つフレーム要素で構成される構造が ，最適構造となることがわ

かった．

10. 自動車ボデーの T 字型接合部を模した設計モデルにより，最適な補強形状が得られることが確認で

きた．
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5 離散構造要素を用いたバンドギャップ構造の最適化

5.1 導入

本章では，第四章で提案した離散構造要素を用いた構造最適化法の応用研究として，バンドギャップ構造の

創生を目的とした構造最適化法を提案する．バンドギャップ効果とは，対象の構造において固有モードが存在

し得ない周波数帯を設けることにより，特定の周波数の波を空間的に減衰させ遮断する現象である．すなわ

ち，指定した周波数帯の波がバンドギャップ構造内に入射した際には，その振幅が空間的に減衰して波は媒質

内で消滅し，指定外の周波数帯の波は透過する効果である [20]．この効果は，電子波や光波，電波，音波，弾

性波のそれぞれについて確認され，様々な工学的応用が期待されている．例えば，光波においては，複合電

磁材料の結晶にバンドギャップ効果を持たせた，フォトニック結晶 [123]が開発されている．この結晶は，特

定の周波数帯の光波を遮断あるいは選択可能という性質を持ち，光回路や光ファイバー，ビームスプリッタ，

レーザ等への適用が検討され，実用化の初期段階にある．一方，音波，弾性波においても，同様の性質を用い

て，防音・防振装置や音響レーザ，音響ミラー，周波数フィルタ，弾性波ガイド等への適用が期待されている．

弾性波を対象としたバンドギャップ構造に関する理論的評価 [57, 80, 97]，あるいは実験的評価 [51, 68, 71]

について多くの研究が成されている．さらに，バンドギャップ構造の最適設計に関しても，いくつかの研究が

報告されている．Sigmund と Jensen[98]，Jensen と Pedersen[52] は，連続体力学に基づくトポロジー最適

化手法を用いて最適化を行っている．また，Diazら [32]は非構造質量と梁要素で構成される格子状の周期構

造において，Bloch-Floquet理論に基づく最適設計法を提案している．さらに，最近では，Halkjærら [46]が

Mindlin板要素を用いて厚板の曲げ振動におけるバンドギャップ構造を導出している．これらの方法はバンド

ギャップ構造の最適設計法に関して大きな成果をもたらしているが，最適設計において構造の実現性は重視さ

れておらず，工業製品として実現が容易な解は未だに得られていない．また，これらの最適設計に関する研究

では，単一の周波数に対するバンドギャップ効果を得ることが最適化の目標とされているのみで，多機能化を

目指した複数の周波数におけるバンドギャップ効果を持つ構造の最適化には至っていない．

他方，著者らは，前章で述べたように，構想設計支援を目的とした構造最適化手法の一つとして，離散構造

要素を用いた構造最適化手法 [105]を提案している．離散構造要素は，フレーム要素やパネル要素に代表され

るように，定式化が材料力学や構造力学等に基づいており，その力学的性質が明確であるという特徴を持ち，

さらに，それらの要素を用いて得られた最適解は，各要素の配置位置と寸法諸元により表現されるため，最適

解を元に実際の設計案を得ることが可能である．従って，この手法を用いて，最適なバンドギャップ構造を創

出すれば，得られた構造の力学的背景を明確化できる上，最適構造を設計案として実現することも可能とな

る．そこで本研究では，多機能化を目指した複数の周波数におけるバンドギャップ効果を持つ構造を対象とし

て，離散構造要素を用いた新しい最適設計法を提案する．以下，二節では，トポロジー最適化の基本的な考え

方とバンドギャップ効果について説明するとともに，複数の周波数においてバンドギャップ効果を得るための

目標関数を設定する．さらに，設計要素の定式化と設計変数の設定を行い，それにより最適設計問題の定式化

を行う．三節では，最適化問題の定式化と逐次凸関数近似法に基づく最適化アルゴリズムを構築する．四節で

は，簡単な数値例により，提案する方法論の妥当性を検証する．
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5.2 定式化

本研究では，バンドギャップ効果を作用させる対象として，縦波の進行波を対象とする．いま，図 5.1に示

すように，固定設計領域Dの境界 Γinに特定の角周波数 ωを持つ縦波の弾性波を入射させ，設計領域内を弾性

波が伝搬する進行波について考える．図中の ΩND は非設計領域を示し，ΩPML は PML (Perfectly Matched

Layer)境界条件 [16]を設定した領域を示す．PML領域は，進行波問題を扱う際に，境界からの反射波の影響

を避けるために必要な仮想的な吸収境界である．なお，最適化の際に設計領域と PML領域を隣接させてしま

うと，最適化過程において設計領域内の質量と剛性の値が変化するために，その境界において後述のインピー

ダンスマッチングが成り立たなくなり，波の反射が生じてしまう．ここでは，この反射を極力回避するため

に，固定設計領域 D と PML領域 ΩPML との間に非設計領域 ΩND を設定する．そして，波が境界面に垂直

に入射する場合を考え，PML領域内部と外部間でインピーダンスマッチングを行う．PML領域内の質量密

度 ρPML とヤング率 EPML は減衰項を複素形式で表現すれば，次式となる．

ρPML = ρ− j
αρ

ω
= ρ

(
1 − j

αρ

ρω

)
(5.1)

1
EPML

=
1
E

− j
αE

ω
=

1
E

(
1 − j

EαE

ω

)
(5.2)

Fixed boundary

ΩND Ω P M L

Γ i n Γ o u tf

Fixed D es ig n 
D om ain D

X

Y

Fixed boundary

ΩND Ω P M L
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Y

Figure 5.1: An elastic structure subjected to periodic force

ここで，αρ は質量比例型減衰係数，αE は剛性型減衰係数で，この二つの係数を，次式が成り立つように設

定すれば，弾性波におけるインピーダンスマッチングが行われる [121]．

αρ

ρ
= EαE (5.3)

すなわち，式 (5.3)を満たせば周波数とは無関係に反射係数が 0となり，弾性波は反射せず PML領域へ吸収

される．さらに，三次元のインピーダンスマッチングは，PML領域内の波をそれぞれ X，Y，Z方向に分解

し，境界に垂直な成分に同じ条件を適用すればよい．

今，各離散構造要素における荷重ベクトルを fe = Fee
jωt，変位ベクトルを ue = Uee

jωt とすると，PML

領域外の要素における振動方程式は次式となる．

(Ke + jωCe,str − ω2Me)Ue = Fe (5.4)

ここで，Fe と Ue はそれぞれ要素における荷重ベクトル，変位ベクトルの振幅，Ke とMe は要素剛性マトリ

クスおよび要素質量マトリクスである．Ce,str は構造に起因する要素減衰マトリクスであり，次式のレイリー
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減衰と仮定する．
Ce,str = α1Ke + α2Me (5.5)

α1，α2 は比例係数である．他方，PML領域内の要素における振動方程式は，式 (5.1)～(5.3)の関係より，次

式で表される． (
K ′

e + jω(Ce,str + Ce,abs) − ω2Me

)
Ue = Fe (5.6)

ただし，

Ce,abs =
1
ω

K ′′
e − ωM ′′

e (5.7)

とする．ここで，K ′′
e およびM ′′

e はそれぞれ，PML領域内における剛性マトリクスの虚部と質量マトリクス

の虚部を成分とするマトリクスである．ゆえに，領域全体における荷重ベクトルを f = F ejωt，変位ベクトル

を u = Uee
jωt とすると，式 (5.4)と式 (5.6)により領域全体の振動方程式は次式となる．

(K + jωC − ω2M)U = F (5.8)

ここで，F と U はそれぞれ荷重ベクトル，振幅ベクトル，K，C，M は領域全体の剛性マトリクス，減衰マ

トリクス，および質量マトリクスである．

次に，バンドギャップ構造を得るための目標関数を定式化する．今，図 4.1に示すように，固定設計領域D

の境界 Γin に特定の角周波数 ω の弾性波を入射させた場合について，境界 Γout における振動または出力波の

振幅を最小化する場合を考える．この出力波の振幅を最小化する目標関数として，振幅ベクトル U を用いた

次式が提案されている [98]．
f = |U |T LΓout |U | = ŪT LΓoutU (5.9)

ここで，LΓout は減衰させる境界上に存在する節点の特定の自由度に対応する対角成分のみが 1で他の成分が

0のマトリクスで，|U |は U の各成分の絶対値で構成されるベクトルで,Ū は U の共役複素数を表す．しか

し，二次元以上の設計問題では，多くの振動モード，波の伝搬方向が存在することによる波の拡散や，境界で

の反射の影響により，出力境界の応答のみを最小化する式 (5.9)の目標関数では，収束性が悪く，物理的意味

のある最適構造が得られない場合がある．本研究では，この問題を解決するため，バンドギャップ構造におい

ては，特定の周波数を持つ弾性波が空間的に減衰するという性質に基づき，固定設計領域全体において波の振

幅減衰を考慮した次式の目標関数を提案する．

f = |U |T LD |U | = ŪT LDU (5.10)

ここで，LD は固定設計領域 D に存在する全節点の特定の自由度に対応する対角成分が 1で他の成分が 0の

マトリクスである．この目標関数の最小化を行えば，固定設計領域全体において振幅を最小化することになる

から，明瞭で物理的に意味のある最適構造を得ることができる．

5.2.1 設計要素の定式化

本研究では設計要素として，四章と同様に，フレーム要素とパネル要素を用いる．フレーム要素の断面形状

は真円とし，設計変数は正規化された断面積 ρA とする．このとき，実際の断面積 Aは，正規化された断面積

により，
A = ρAAmax (0 ≤ ρA ≤ 1) (5.11)

として求める．本研究では縦波の弾性波について，バンドギャップ効果をもつ構造を創出することを目的とし

ているので，本来はフレーム要素の軸方向のみの剛性を考慮すればよいと考えられる．しかし，実際の数値計
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算においては，計算上の特異性などによる不安定性を回避するため，さらに，実用的な離散構造要素を対象と

した最適設計法の構築という観点から，六自由度に対して物理的に妥当な剛性をもつフレーム要素を用いて構

造の創成を図った．

また，パネル要素における設計変数は，次式の正規化されたパネルの厚さ ρt とする．

t = ρttmax (0 ≤ ρt ≤ 1) (5.12)

ここで，tは実際の板圧，tmax は最大時の板厚である．また，パネル要素の定式化においては，面内方向のつ

りあいが支配的な縦波の弾性波を対象としているため，面外方向のつりあいは無視し，面内方向については応

力の補間関数と変位の補間関数を独立に定義する応力仮定法 [122]により要素剛性マトリクスを定式化する．

また，パネル要素の要素質量マトリクスは，簡単のため集中質量マトリクス (Lumped mass matrix)として

求める．

5.2.2 最適化問題の定式化

今，nA 個のフレーム要素と nt 個のパネル要素で構成される固定設計領域 D の境界 Γin に，nw 個の弾性

波に対して，バンドギャップ効果をもつ構造の創成を考える．すなわち，nw 個の角周波数 ωk(k = 1, ..., nw)

の弾性波を入射させた場合について，境界界 Γout における出力波の振幅を最小化することにより，角周波数

ωk(k = 1, ..., nw)においてバンドギャップ効果をもつ構造を創出する．

このとき，最適化問題は以下のように定式化される．

minimize
ρA,i,ρt,i

fk = ŪT LDU (5.13)

制約条件

0 ≤ ρL
A ≤ ρA,i ≤ ρU

A ≤ 1 for i = 1, ..., nA (5.14)

0 ≤ ρL
t ≤ ρt,i ≤ ρU

t ≤ 1 for i = 1, ..., nt (5.15)

(K + jωkC − ω2
kM)Uk = F for k = 1, ..., nw (5.16)

ここで，Uk(k = 1, ..., nw)は角周波数 ωk の弾性波に対応する設計領域全体の振幅ベクトル，ρL
A，ρ

U
A，ρ

L
t ，

ρU
t はそれぞれ ρA,i，ρt,i の下限値と上限値である．　上式のように本最適化問題は，nw 個の目標関数をもつ

多目的最適化問題となる．本研究においては重み付き総和法により，目標関数を次式のように定式化する．

minimize
ρA,i,ρt,i

F =
nw∑
k=1

wkfk =
nw∑
k=1

wkŪT
k LDUk (5.17)

ここで，wk は k 番目の角周波数における目標関数の重み係数である．

5.3 最適化の手続き

5.3.1 最適化アルゴリズム

最適化のフローチャートを以下に示す．

1. 初期形状を決定する．

2. 目標関数が収束するまで以下のループを繰り返す．

（a）剛性マトリクスK と減衰マトリクス C，質量マトリクスM を導出する．
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（b）有限要素法により振動方程式を解く．

（c）目標関数を導出する．

（d）目標関数の感度を導出する．

（e）求めた感度に基づき，設計変数を逐次凸関数近似法 (CONLIN)[36]により更新する．

5.3.2 感度解析

本研究では，設計変数の更新に逐次凸関数近似法を用いるため，目標関数 f の設計変数 ρに関する感度を導

出する必要がある．感度は随伴変数法を用いて以下のように導出する．まず，目標関数 f を設計変数 r で微

分すると，
df

dρ
=
dŪT

dρ
LDU + ŪT LD

dU

dρ
= 2Re

(
ŪT LD

dU

dρ

)
(5.18)

ここで，κを解とする次の随伴方程式を考える．

κT (K + jωC − ω2M)U = −ŪT LD (5.19)

式 (5.19)を式 (5.18)に代入すると，次式が得られる．

df

dρ
= 2Re

(
−κT (K + jωC − ω2M)U

dU

dρ

)
(5.20)

一方，振動方程式である式 (5.8)を設計変数 ρで微分すると，(
dK

dρ
+ jω

dC

dρ
− ω2 dM

dρ

)
U = −(K + jωC − ω2M)

dU

dρ
(5.21)

となり，これを式 (5.20)に代入すると，求める感度が次式により得られる．

df

dρ
= 2Re

{
−κT

(
dK

dρ
+ jω

dC

dρ
− ω2 dM

dρ

)
U

}
(5.22)

5.4 数値例

いくつかの数値例により，本研究で提案する方法論の妥当性について検証を行った．なお，構造物の材料に

は鋼を想定し，ヤング率を 206GPa，ポアソン比を 0.3，質量密度を 7784kg/m3 とした．また，フレーム要素

の最大直径は 1.0×102m，すなわち，最大断面積は 7.85×10−5m2とし，パネル要素の最大厚さは 1.0×10−3m

とした．さらに，設計変数 ρA,i, ρt,i の初期値はそれぞれ 0.5とし，最小値はそれぞれ 0.1，1.0× 10−3 とした．

また，バンドギャップ効果が得られる周波数帯と構造の固有振動数には密接な関係があるため，各例題で扱う

弾性波の周波数は，初期構造における固有振動数の上限値と下限値の間で決定した．

5.4.1 単一の周波数帯においてバンドギャップ効果を持つ構造の最適化

最初に，フレーム要素のみで構成される一次元のバンドギャップ効果を持つ構造の創成を目的とし，最適化

を行った．図 5.2に設計領域を示す．図に示すように，境界 Γin に，図の矢印方向に振幅 1N，周波数 45.2kHz

の縦波の弾性波を入射させた場合について，設計領域全体における応答の振幅を最小化した．また，設計領域

は，長さ Lを 0.15m，0.30m，0.45mとし，それぞれ十五本，三十本，四十五本のフレーム要素で構成される

三つの場合について最適構造を求めた．
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Non-d e s i g n a nd  P M L  d om a i n

F i x e d  b ou nd a r y

0 . 1 5 m

X

Γin Γ o u tf

Figure 5.2: 1D design domain

図 5.3に最適構造，図 5.4にこれらの構造の境界 Γin の X方向に振幅 1N，周波数 0.0～100.0kHzの縦波の

進行波が入射した場合の，境界 Γout における応答振幅を示す．この図には，比較のため，Lが 0.15mの場合

の初期構造の結果も示した．これらの図からわかるように，最適構造では，設計領域の長さによらず，最大断

面積と最小断面積のフレーム要素が周期的に配置され，いずれの構造においても指定した周波数 45.2kHz付

近でバンドギャップ効果が現れている．一般的に，バンドギャップ効果は，質点系の波動伝播においては，異

なる質量の質点が交互に配置された場合，もしくは同じ質量の質点が異なる強さのバネで交互に連結された場

合について，音響モードに対応する固有振動数と，光学モードに対応する固有振動数との間の周波数帯におい

て，波動ベクトルに虚部を有する局在モードが発生することにより生じる．本最適解は，等しい質量を持つ各

節点が異なる断面積のフレーム要素，即ち異なる強さのバネで交互に連結された構造と考えることができるた

め，この理論に合致する．このことから，本手法の有効性が確認できる．また，構造の全長 Lが長いほど大き

な減衰効果が得られていることがわかる．

(a) L = 0.15m

(b) L = 0.30m

(c) L = 0.45m

Figure 5.3: Optimal frame configurations

111



-700

-6 00

-5 00

-4 00

-3 00

-2 00

-100

0

100

0 2 0 4 0 6 0 8 0 100
Frequensy (kHz)

Re
spo

nse
 (d

B)

I n i t i a l  (L = 0 . 1 5 m )L = 0 . 1 5 mL = 0 . 3 0 mL = 0 . 4 5 m

Figure 5.4: Frequency response in the optimal structures

図 5.5に，Lが 0.45mの場合について，周波数 45.2kHzの進行波が入射した際の，各節点における応答振幅

を示す．なお，本図および以降の応答振幅の図においては，バンドギャップ効果をより明確に図示するため，

要素の減衰効果を省略している．これより，要素自体には減衰効果がないにもかかわらず，入力部からの節点

の距離に比例して振幅が減衰していることがわかる．すなわち，バンドギャップ構造においては，入力部から

の距離が遠い節点ほど，結果として高い減衰効果が得られることがわかり，これは図 5.4の結果と合致する．

以上より，設計領域の長さによらず，指定した周波数に対して等しい周期構造が得られ，また，構造の全長が

長いほど，大きなバンドギャップ効果が得られることがわかった．
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Figure 5.5: Response at each node in the optimal structure

次に，フレーム要素とパネル要素で構成される二次元の固定設計領域について，上下に十分な長さを持つ

板状の，単一の周波数帯に対し，バンドギャップ効果を持つ構造の創成を目的とし，最適化を行った．図 5.6

に設計領域を示す．初期構造として，九個の正方形のパネル要素を配置し，さらにその外周にフレーム要素

を配置した．設計領域の上下の境界に周期境界条件を設定し，境界 Γin に，図の矢印方向に振幅 1N，周波数

5.4kHzの縦波の弾性波を入射させた場合について，設計領域全体における応答の振幅を最小化した．
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Figure 5.6: 2D design domain

図 5.7に最適構造，図 5.8に最適構造の境界 Γin の X方向に振幅 1N，周波数 0.0～12.0kHzの縦波の進行

波が入射した場合の，境界 Γout における応答振幅を示す．これらの図からわかるように，最適構造おいては

パネル要素とフレーム要素の配置に，完全な周期性が見られる．また，指定した周波数 6.7kHz付近で完全な

バンドギャップ効果が確認できる．

(a) Frame elements

1.0

0

1.0

0

(b) Panel elements

Figure 5.7: Optimal frame and panel configurations
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Figure 5.8: Frequency response in the optimal structure

　次に，図 5.9に示すように，設計領域を進行波に対して垂直方向に拡大し，二十七個の正方形のパネル要
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素と，その外周のフレーム要素によって構成される設計領域について最適構造を求める．これにより，進行波

に対して垂直方向の波の干渉が最適構造に与える影響を検討する．さらに，前数値例と同様に，設計領域の上

下の境界に周期境界条件を設定し，境界 Γin に，図の矢印方向に振幅 1N，周波数 6.7kHzの縦波の弾性波を

入射させた場合について，境界 Γout における応答の振幅を最小化した．

Non-d e s i g n a nd  P M L  d om a i n
0 . 7 5 m

Γin 0 . 15 mΓ o u tP e r i od i c  b ou nd a r y

X

D e s i g n d om a i n (F r a m e  a nd  P a ne l  e l e m e nt s )
Y

F i x e d  
b ou nd a r y

Figure 5.9: 2D design domain

　図 5.10に最適構造，図 5.11に最適構造の境界 Γin の X方向に振幅 1N，周波数 0.0～12.0kHzの縦波の

進行波が入射した場合の，境界 Γout における応答振幅を示す．図 5.10 からわかるように，最適構造ではフ

レーム要素とパネル要素の配置の周期性が不完全である．これは，構造物に X方向にのみ波を入射させても

Y方向の進行波が現れ，この X，Y方向の進行波が複雑に影響し合うことから，X方向に対して完全な周期性

をもつ構造が最適とはならなかったためと考えられる．また，図 5.11より，指定した周波数 4.1kHz付近では

バンドギャップ効果が現れているが，5.5kHz付近では効果がなく，前数値例のような完全なバンドギャップ

効果は得られていないことがわかる．しかし，指定した周波数におけるバンドギャップ効果は得られているた

め，本手法が有効であることがわかる．

(a) Frame elements

1.0

0

1.0

0

(b) Panel elements

Figure 5.10: Optimal frame and panel configurations
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Figure 5.11: Frequency response in the optimal structure

5.4.2 複数の周波数帯においてバンドギャップ効果を持つ構造の最適化

次に，複数の周波数帯においてバンドギャップ効果を持つ構造の最適化を行う．最初に，図 3に示す，フレー

ム要素のみで構成される，全長 Lが 0.15mの一次元の構造について検討する．周波数が 30.0kHz，47.0kHz，

62.0kHz の弾性波を遮断する構造の創成を目的とし，それらの周波数を持つ，三種類の振幅 1N の弾性波を

境界 Γin に矢印方向に入射させた場合について，設計領域全体における応答の振幅を最小化した．また，式

(5.17)の目標関数において，各周波数の重み係数 wはそれぞれ 0.5，1.0，0.5とした．

図 5.11に最適構造，図 5.12に最適構造の境界 Γin の X方向に振幅 1N，周波数 0.0～100.0kHzの縦波の進

行波が入射した場合の，境界 Γout における応答振幅を示す．周波数応答結果では，指定した周波数において，

波が遮断されていることがわかる．また，周波数 35kHz及び 56kHz近傍においてのみ，波が透過できること

がわかる．これにより，この構造を，15.0kHz～82.0kHzの周波数帯の波が入射した際に，35kHz及び 56kHz

近傍の波のみを取り出す構造として使用できることもわかる．このような効果は，フォトニック結晶において

も見られ，それは周期構造内に欠陥が配置された場合に，その欠陥を中心にして対称となる領域に局在モード

が生じることが原因である（2）．本数値例の最適解においても，左右対称の構造が得られたことから，この理

論に合致した結果といえる．

Figure 5.12: Optimal frame configuration
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Figure 5.13: Frequency response in the optimal structure

次に，上下に十分な長さを持つ，二次元の板状の構造を想定し，初期構造を図 7に示すように設定した．周

波数が 3.4kHz，5.3kHz，7.2kHzの弾性波の遮断及びその間の周波数を持つ弾性波を透過させる構造の創成を

目的とし，それらの周波数を持つ，振幅 1Nの，三種類の弾性波を境界 Ginに入射させた場合について，設計

領域全体における応答の振幅を最小化した．また，式 (5.17)の目標関数において，各周波数の重み係数 wは

それぞれ 1.0とした．　図 5.14に最適構造，図 5.15に最適構造の境界 Γin の X方向に振幅 1N，周波数 0.0

～12.0kHzの縦波の進行波が入射した場合の，境界 Γout における応答振幅を示す．図 5.15より，指定した周

波数において，波が遮断されていることがわかる．また，前数値例と同様に，この構造を，2.0kHz～10.0kHz

の周波数帯の波が入射した際に，6.0kHz ～6.5kHzの波のみを取り出す構造として使用できることもわかる．

以上より，一次元構造，二次元構造において，本手法で複数の周波数を指定して最適化することにより，指定

した周波数の波を遮断し，また，結果的にその間の特定の周波数を持つ波のみを透過させる構造が得られるこ

とがわかった．

(a) Frame elements

1.0

0

1.0

0

(b) Panel elements

Figure 5.14: Optimal frame and panel configurations
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Figure 5.15: Frequency response in the optimal structure

5.5 結言

本研究では，離散構造要素を用いたトポロジー最適化手法を用いて，機械構造の設計案としての実現性が高

い，弾性波におけるバンドギャップ構造の新しい最適設計法を開発するとともに，簡単な数値例により本研究

で提案する方法の妥当性を検証した．結果を以下に示す．

1. 進行波問題を扱う際に必要な，仮想的な吸収境界である PML境界条件を設定し，弾性波における進行

波問題を定式化した．

2. 複数の周波数におけるバンドギャップ効果を持つ構造の創生を目標として，目標関数の定式化を行っ

た．すなわち，バンドギャップ構造内では弾性波の振幅が空間的に減衰するという性質から，設計領域

全体における振幅を考慮した，新しい目標関数を提案し，さらに，重み付き総和法を用いた多目的問題

の目標関数を提案した．

3. 最適化に用いる離散構造要素として，フレーム要素とパネル要素を定式化し，設計変数の更新に逐次凸

関数近似法を用いた最適化アルゴリズムを構築した．

4. 簡単な数値例により，本研究で提唱する方法論の検証を行った．即ち，フレーム要素とパネル要素で構

成される板状の構造において，バンドギャップ効果を有する周期構造が得られた．また，フレーム要素

を用いたバンドギャップ構造において，設計領域の全長とバンドギャップ効果の関係を検討した．さら

に，複数の周波数を目標関数に含め，最適化を行うことにより，それらの周波数を持つ弾性波を遮断す

ることが可能な構造が得られることがわかった．

今後の展開としては，本研究によりバンドギャップ効果と周期構造の間隔に密接な関係があることがわかっ

たため，様々な目的に対応可能な柔軟な最適化を行うために，設計領域を連続体で考えることが必要であると

考える．
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6 結論

本論文では，様々な機能を有する構造物の最適設計に適用することを目的とした構造最適化に関する研究を

行った．即ち，構造の表現方法に関する基礎研究及び，特定の機能の最適化を目標とした構造最適化法の構築

の応用研究を行った．以下，各章について結論をまとめる．

序章では，構造最適化の分類について述べ，パラメトリック形状最適化とジオメトリック形状最適化，トポ

ロジー最適化の定式化について述べた．さらに，ジオメトリック形状最適化の一種である，レベルセット法に

基づく形状最適化の定式化について述べた．

第二章では，形状最適化の基礎研究として，フェーズフィールド法を用い，オイラー型メッシュで数値計算

可能な形状最適化法を提案し，簡単な数値例により提案する方法の妥当性を検証した．即ち，最初に，最適化

の対象とする領域をフェーズフィールド関数により表現した．次に，感度解析の結果に基づき極小値が決定さ

れる二重井戸型ポテンシャルを定式化し，仮想的な時間発展とともに設計変数が目標関数を減少させる方向に

変化する発展方程式を構築した．さらに，最適化問題として，剛性最大化問題とコンプライアントメカニズム

創生問題，固有振動数最大化問題を考え，それぞれについて目標関数を定式化した．また，それぞれの目標関

数の，フェーズフィールド関数に対する感度を導出した．以上の定式化に基づき，有限体積法を用いた最適化

アルゴリズムを構築した．最後に，簡単な数値例により，本研究で提唱する方法論の検証を行った．剛性最大

化問題とコンプライアントメカニズム創生問題，固有振動数最大化問題のいずれにおいても妥当な解が得ら

れ，本手法の妥当性が確認できた．

第三章では，トポロジー最適化の応用研究として，単軸荷重変換器及び多軸荷重変換器の最適設計法を構築

した．最初に連続的材料分布の節点補間によるトポロジー最適化手法に基づき，構造最適化手法を構築した．

そして，単軸荷重変換器の起歪構造に要求される二つの性能である，荷重負荷時のホイートストーンブリッジ

の出力電圧変化と荷重に抗することができる剛性について定式化を行った．また，多軸荷重変換器の起歪構造

に要求される二つの性能である，荷重作用時の変換器構造の荷重検出感度及び，荷重成分検出の精度に影響す

る特異値を用いた評価法と荷重に抗する剛性について定式化を行った．さらに，目標関数の設計変数に関する

感度を導出し，さらに，この感度に基づき，逐次線形計画法を用いた最適化アルゴリズムを構築した．最後に，

簡単な数値例により，本研究で提唱する方法論の検証を行った．即ち，単軸荷重変換器構造の最適化に関して

は，単一の荷重に対して，ひずみゲージの枚数と重み係数を変更し最適化を行うことで，それらの最適解に与

える影響について明確化した．また，互いに直交する複数の荷重に対して同時に最適化を行うことにより，そ

れらを単一の荷重として作用させた場合に比べ，それぞれの荷重に対して高感度な起歪構造が得られることが

わかった．また，多軸荷重変換器構造の最適化においても，本手法により物理的に意味のある最適解が得ら

れ，最適化により，荷重検出感度及び，荷重成分検出の精度に関して優れた解が得られることがわかった．

第四章では，構造最適化法を用いた設計支援の基礎研究として，構造最適化の構想設計支援に対する有効性

について述べ，それを実現するために，機械製品開発における構想設計段階での設計支援を目的とした，フ

レーム要素とパネル要素を用いた構造最適化手法を提案した．最初に，フレーム要素とパネル要素の定式化を

行った．フレーム要素の断面形状は断面主軸方向を設計変数として考慮可能で，かつ断面の寸法の比を設計変

数とすることで断面の形状の変化を考慮可能な，最も単純な形状である楕円とした．パネル要素に関しては，

異なる性質のパネル要素によって得られた最適構造を比較することにより，構造の力学的メカニズムを明確化

できると考え，真応力とせん断応力を支持できる通常のパネルと，せん断応力のみを支持するせん断パネルの

二種類のパネルを定義した．そして，構想設計段階における基本的な問題である剛性最大化問題と固有振動数
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最大化問題について，目標関数の定式化を行うとともに，フレーム要素の正規化された断面積，断面主軸方向

を示す角度，断面の長軸と短軸の長さの比，パネル要素の板厚を設定した最適化問題を定式化した．さらに，

フレーム要素の断面主軸方向を示す角度と断面の長軸と短軸との長さ比の更新方法として，KKT条件と補ひ

ずみエネルギーに基づく新しい方法を開発した．さらに，この方法と逐次凸関数近似法とを用いた最適化アル

ゴリズムを構築した．最後に，この方法を用いることで，設計対象の構造の力学的検討が可能なことを，以下

の数値例により示した．即ち，真応力とせん断応力を支持できる通常のパネルと，せん断応力のみを支持する

せん断パネルから得られる最適構造を比較することにより，構造の力学的メカニズムを明確化できることを，

簡単な数値例を用いて検証した．さらに，フレーム要素とパネル要素を同時に設計要素として最適化すること

により，体積制約の相違と最適解の関係，並びに設計要素の機能と最適解の関係を明確化した．平均コンプラ

イアンスとフレーム要素の慣性主軸方向の関係を検討し，本手法で得られた最適な主軸方向が，力学的に妥当

であることを検証した．フレーム要素のみを用いた構造と，フレーム要素とパネル要素を組み合わせた構造の

最適解とを比較することによって，最適構造の相違とフレーム要素の断面主軸方向との関係を明確化した．ま

た，自動車ボデーの T字型接合部を模した設計モデルにより，実際の機械設計を想定した問題においても，最

適な補強形状が得られることが確認できた．

第五章では，第四章で提案した離散構造要素を用いた構造最適化法の応用研究として，特定の周波数帯の弾

性波を透過させないバンドギャップ構造の創生を目的とした，構造最適化法を提案した．最初に，進行波問題

を扱う際に必要な，仮想的な吸収境界である PML境界条件を設定し，弾性波における進行波問題を定式化し

た．さらに，複数の周波数におけるバンドギャップ効果を持つ構造の創生を目標として，目標関数の定式化を

行った．すなわち，バンドギャップ構造内では弾性波の振幅が空間的に減衰するという性質から，設計領域全

体における振幅を考慮した，新しい目標関数を提案し，さらに，重み付き総和法を用いた多目的問題の目標関

数を提案した．また，最適化に用いる離散構造要素として，フレーム要素とパネル要素を定式化し，設計変数

の更新に逐次凸関数近似法を用いた最適化アルゴリズムを構築した．最後に，簡単な数値例により，本研究で

提唱する方法論の検証を行った．即ち，フレーム要素とパネル要素で構成される板状の構造において，バンド

ギャップ効果を有する周期構造が得られた．また，フレーム要素を用いたバンドギャップ構造において，設計

領域の全長とバンドギャップ効果の関係を検討した．さらに，複数の周波数を目標関数に含め，最適化を行う

ことにより，それらの周波数を持つ弾性波を遮断することが可能な構造が得られることがわかった．
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