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I. 序諭
Bcnjanin-Ono(BO) 方程式は深い成層流体中の弱非線形内部波の伝播を記述す
る方程式である. BO方程式は完全可積分な発展方程式であり, その数学的な構造
はよく知られている [1]. BO方程式は無限次元の完全可積分なハミルトン力学系
の形にも書き換えることができる [2]. BO方程式には Lax階層と呼ばれる完全可
積分な方程式の系列が存在するが, ここではこの系列に含まれる全ての方程式の
多重ソリトン解のリアプノフ安定性を証明する. なお, 詳細に関してはすでに文
献 [3] において公表されているので, ここではその要旨のみ述べる.

A. BO方程式

$u_{t}+2uu_{x}+Hu_{xx}=0$ (l.la)

$Hu(x, t)= \frac{1}{\pi}P\int_{-\infty}^{\infty}\frac{u(y,t)}{y-x}dy$ . $($ 1.1 $b)$

B. BO方程式の Lax階層

$\frac{\partial u}{\partial t_{n}}=\frac{\partial}{\partial x}\frac{\delta I_{n+2}}{\delta u}$ $(n=0,1,2, \ldots)$ . (1.2)

ここで, $I_{\mathfrak{n}+2}$ は BO方程式の保存則で $I_{1}$ を除く最初の 3つは

$I_{2}= \frac{1}{2}\int_{-\infty}^{\infty}u^{2}dx$ $I_{3}=- \int_{-\infty}^{\infty}(\frac{1}{3}u^{3}+\frac{1}{2}uHu_{x})dx$

$I_{4}=- \int_{-\infty}^{\infty}(\frac{1}{4}u^{4}+\frac{3}{4}u^{2}Hu_{x}+\frac{1}{2}u_{x}^{2})dx$

で与えられる. また, 変分導関数 $\delta/\delta u$ は以下で定義される :

$\frac{\partial}{\partial\epsilon}I_{n+2}(u+\epsilon v)|_{\epsilon=0}=\int_{-\infty}^{\infty}\frac{\delta I_{n+2}}{\delta u(x)}v(x)dx$ . (1.3)

$\bullet$ BO方程式は $t_{2}=t$ として $\frac{\theta u}{\partial t_{2}}=\frac{\partial}{\partial x}\frac{\delta I}{\delta}uA$ のように書ける.

1. 方程式 (1.2) の N-ソリトン解
BO方程式の Lax階層 (1.2) の N-ソリトン解は, 次の行列式による表示が知ら

れている :
$u=u_{N}(x-x_{1},x-x_{2}, \ldots, x-x_{N})$ $(1.4a)$
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$x_{j}= \sum_{\epsilon=\{)}^{\infty}(-1)^{s+1}\frac{s+1}{2^{s}}a_{j}^{s}t_{\theta}+x_{j0}$ $(j=1,2, .., N)$ $(1.4b)$

$u_{N}=i \frac{\partial}{\partial x}\ln\frac{f}{f^{*}}$ $f=\det F$ $(1.4c)$

$F=(f_{jk})_{1\leq j,k\leq N}$ $f_{jk}=(x-x_{j}+ \frac{i}{a_{j}})-\frac{2i}{a_{j}-a_{k}}(1-\delta_{jk})$ . $($ 1.4$d)$

ここで, $a_{j}$ は振幅パラメータ ( $a_{j}>0,$ $a_{j}\neq a_{k}$ for $j\neq k(j,$ $k=1,2,$ $\ldots,$
$N)$ ),

$x_{j0}(i=1,2, \ldots, N)$ は位相パラメータである: この表示より, N-ソリトン解は
$2N$個のパラメータ, $a_{j},$ $x_{j0}(j=1,2, \ldots, N)$ で特徴づけられることがわかる. また,
各階層に属する方程式のソリトン解の関数形はすべて同じであり, ソリトンの速
度のみが異なるという著しい性質を有している.

2. 1-ソリトン解
$u_{1}= \frac{2a_{1}}{a_{1}^{2}(x-x_{1})^{2}+1}$ . (1.5)

C. 高次BO方程式及び N-ソリトン解の安定性

1. 高次 BO方程式

$u_{t}= \frac{\partial}{\partial x}\frac{\delta H_{N}}{\delta u}$ $(1.6a)$

$H_{N}(u)=I_{N+2}+ \sum_{n=1}^{N}\mu_{n}I_{n+1}$ . $(1.6b)$

2. N-ソリトン解
N-ソリトン解の形状を $U_{N}=U_{N}(x)\equiv u_{N}|_{t_{0}=t_{1}=\ldots=1)}$で定義する. このとき $U_{N}$

は (1.6) の定常解を与える. この解は方程式

$\frac{\delta I_{N+2}}{\delta u}+\sum_{n=1}^{N}\mu_{\mathfrak{n}}\frac{\delta I_{\mathfrak{n}+1}}{\delta u}=0$ at $u=U_{N}$ (1.7)

を満たす. 未定係数 $\mu_{n}$ は振幅パラメータ $a_{j}(j=1,2, \ldots, N)$により一意的に定まる.

3. リアプノブ安定性
$U_{N}$ は以下の条件を満たすときリアプノブ安定という :

a) $U_{N}$ は条件
$I_{n+1}(u)=A$ $(n=1,2, \ldots, N)$ (1.8)

の下で汎関数 $I_{N+2}$ の停留点である.
b) $H_{N}$ は $U_{N}$ において下に凸. それ故不等式

$H_{N}(U_{N}+\epsilon v)-H_{N}(U_{N})>0$ (1.9)
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が成り立つ. ここで $\epsilon v$ は小さな摂動を表す.

D. BO方程式のソリトン解の安定性に関する過去の研究
$\bullet$ 1-ソリトン解の線形安定性 Chen &Kaup 1980
$\bullet$ 1-ソリトン解の非線形安定性 Bcnnct ct al 1983
$\bullet$ N-ソリトン解の線形安定性 Matsuno&Kaup 1997
$\bullet$ 2-ソリトン解の非線形安定性 Neves &Lop\’e 2006

E. KdV方程式のソリトン解の安定性に関する関連した研究
$\bullet$ 2-ソリトン解のリアプノブ安定性 Maddocks &Sachs 1993
$\bullet$ N-ソリトン解のリアプノブ安定性 Kodama&Pclinovsky 2005

II. BO方程式の逆散乱法
A. 固有値問題

BO方程式の線形固有値問題は. $\phi^{+}(\phi^{-})$ を $x$ の上 (下) 半面で正則な関数の境
界値として

$i\phi_{x}^{+}+\lambda(\phi^{+}-\phi^{-})=-u\phi^{+}$ (21)

のように書ける. 上記方程式は, 連続, 及び離散固有値を有するが. 対応する固有
関数 (Jost 関数) は. 指定された境界条件の下で以下の微分積分方程式を満たす :
$\bullet$ 連続固有値 $\lambda$ :

$N(x, \lambda)arrow e^{i\lambda x}$ $\overline{N}(x, \lambda)arrow 1$ ($xarrow$ 十 $\infty$) $M(x, \lambda)arrow 1$

$\overline{M}(x,\lambda)arrow e^{i\lambda x}(xarrow-\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT})$ $(2.2a)$

$N_{x}-i\lambda N=iP_{+}(uN)$ $(2.2b)$

$\overline{N}_{x}-i\lambda\overline{N}=iP_{+}(u\overline{N})-i\lambda$ $($2.2$c)$

$M_{x}-i\lambda M=iP_{+}(uM)-i\lambda$ $($2.2$d)$

$\overline{M}_{x}-i\lambda\overline{M}=iP_{+}(u\overline{M})$ $(2.2e)$

$P_{+}= \frac{1}{2}(1-iH)$

$M=\overline{N}+\beta N$ ( $\beta$ : 反射係数). (2.3)

$\bullet$ 離散固有値 $\lambda_{j}$ :

$\Phi_{j}arrow\frac{1}{x}$ $xarrow+\infty$ $(j=1,2, \ldots, N)$ $(2.4a)$

$\Phi_{j,x}-i\lambda_{j}\Phi_{j}=iP_{+}(u\Phi_{j})$ $(j=1,2, \ldots, N)$ . $($2.4$b)$
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B.保存則

$I_{n}=(-1)^{n} \{2\pi\sum_{j=1}^{N}(-\lambda_{j})^{n-1}+\frac{(-1)^{\mathfrak{n}}}{2\pi}\int_{0}^{\infty}\lambda^{n-2}\beta^{*}(\lambda)\beta(\lambda)d\lambda\}$ $(n=1,2, \ldots)$ .

(2.5)
C.変分導関数

$( \frac{\delta\lambda_{j}}{\delta u(x)})_{u=U_{N}}=\frac{1}{2\pi\lambda_{j}}\Phi_{j}^{*}(x)\Phi_{j}(x)$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (26)

$(x-\gamma_{j})\Phi_{j}+i$
$\sum_{k=1,(k\neq j)}^{N}\frac{1}{\lambda_{j}-\lambda_{k}}\Phi_{k}=1$

$(j=1,2, \ldots, N)$ (27)

$( \frac{\delta I_{n}}{\delta u(x)})_{u=U_{N}}=(-1)^{\mathfrak{n}}$ ($n$ 一 $1$ ) $\sum_{j=1}^{N}(-\lambda_{j})^{n-3}\Phi_{j}^{*}(x)\Phi_{j}(x)$ $(n=2,3, \ldots, N)(2.8)$

$\frac{\delta\beta(\lambda)}{\delta u(x)}=iM(x, \lambda)N^{*}(x, \lambda)$ . (2.9)

III. リヤプノフ安定性
A. N-ソリトン解の変分原理による特徴づけ

(1.7) は (2.8) を用いると以下のように書き替えられる :

$(N+1) \sum_{j=1}^{N}b_{j}^{N-1}\Psi_{j}+\sum_{n=1}^{N}(-1)^{N-n+1}n\mu_{n}\sum_{j=1}^{N}b_{j}^{n-2}\Psi_{j}=0$ . (3.1)

ここで, $\Psi_{j}=\Phi_{j}^{*}\Phi_{j}$ , $b_{j}=-\lambda_{j}=a_{j}/2$ . $\Psi_{j}$ は独立な関数系であるから, $\mu_{n}$ は次
の線形代数方程式を満たす必要がある :

$\sum_{n=1}^{N}(-1)^{N-n}nb_{j}^{n-1}\mu_{n}=(N+1)b_{j}^{N}$ $(j=1,2, \ldots, N)$ . (3.2)

これを解くと
$\mu_{n}=\frac{N+1}{n}\sigma_{N-n+1}$ $(n=1,2, \ldots, N)$ (3.3)

ただし, $\sigma_{n}(n=1,2, \ldots, N)$ は. 以下で定義される $b_{n}(n=1,2, \ldots, N)$ の基本対称
式である:

$\sigma_{1}=\sum_{j=1}^{N}b_{j}$
$\sigma_{2}=j.k--1\sum_{(j<k)}^{N}b_{j}b_{k}$ . .. $\sigma_{N}=\prod_{j=1}^{N}b_{j}$ . (3.4)

194



B. N-ソリトン解の安定性
(2.5) より保存則は, 散乱係数を用いて以下のように表せる:

$I_{n+1}(u)=(-1)^{n+1} \{2\pi\sum_{j=1}^{N}b_{j}^{n}+(-1)^{n+1}r_{n}\}$ $(3.5a)$

$r_{n}= \frac{1}{2\pi}\int_{0}^{\infty}\lambda^{n-1}\beta^{*}(\lambda)\beta(\lambda)d\lambda$. $(3.5b)$

$Q(u)$ の $u=U_{N}$ の周りでの任意の増分を $\Delta Q$ とおく :

$\Delta Q=Q(U_{N}+\epsilon v)-Q(U_{N})$ . (36)

上記定義を用いると, 条件 (1.8) は以下のように書ける :

$\Delta I_{n+1}=0$ $(n=1,2, \ldots, N)$ . (3.7)

すなわち

$2 \pi n\sum_{j=1}^{N}b_{j}^{n-1}\Delta b_{j}+(-1)^{n+1}\Delta r_{\mathfrak{n}}=0$ $(n=1,2, \ldots, N)$ . (3.8)

$u=U_{N}$ のとき $\beta\equiv 0$ なので $\Delta(\beta^{*}\beta)=\Delta\beta^{*}\Delta\beta$. 従って

$\Delta r_{n}=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{\infty}\lambda^{n-1}\Delta\beta\cdot(\lambda)\Delta\beta(\lambda)d\lambda\sim O(\epsilon^{2})>0$ $(n=1,2, \ldots)$ .

それゆえ, $\Delta r_{\mathfrak{n}}\sim O(\epsilon^{2})$ . 一方

$\Delta b_{j}=\epsilon\int_{-\infty}^{\infty}(\frac{\delta b_{j}}{\delta u})_{u=U_{N}}v(x)dx+O(\epsilon^{2})$ (3.9)

に注意すると, (3.8) が $\Delta b_{j}$ に関して矛盾なく解けるためには, $\Delta b_{j}=O(\epsilon^{2})$ であ
ることが必要である. それゆえ

$\int_{-\infty}^{\infty}(\frac{\delta b_{j}}{\delta u})_{u=U_{N}}v(x)dx=0$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (3.10)

となるが, (2.6), (2.8) より. これは $v$ に対し条件

$\int_{-\infty}^{\infty}(\frac{\delta I_{n+1}}{\delta u})_{u=U_{N}}v(x)dx=0$ $(n=1,2, \ldots, N+1)$ (3.11)

を課すことと同等である. この条件下で (3.8) を解くと

$\Delta b_{j}=\frac{1}{2\pi}\frac{\sum_{n=1n}^{N\llcorner-1^{n}}\perp V_{jn}\Delta r_{n}}{|V|}$ $(j=1,2, \ldots,N)$ . (3.12)
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ここで, $V$ は Vandermonde行列, $V_{jk}$ は余因子で以下で定義される :

$V=(v_{jk})_{1\leq j,k\leq N}$ $v_{jk}=b_{j}^{k-1}$ $V_{jk}= \frac{\partial|V|}{\partial v_{jk}}$ .

一方, (16), (37) より

$\Delta H_{N}=(-1)^{N}\{2\pi(N+1)\sum_{j=1}^{N}b_{j}^{N}\Delta b_{j}+(-1)^{N+2}\Delta r_{N+1}\}$ . (3.13)

この式に (3.12) を代入する, 最終的に不等式

$\Delta H_{N}=(N+1)\sum_{n=1}^{N}\frac{\sigma_{N-\mathfrak{n}+1}}{n}\Delta r_{n}+\Delta r_{N+1}>0$ $(\cdot.\cdot\sigma_{j}>0 \Delta r_{j}>0 j=1,2, \ldots)$

(3.14)
が得られる. 以上で, 関係式 (3.9) が証明され, これから N-ソリトン解のリアプノ
フ安定性が従う.

注意
$\Delta r_{n}=0$ となる摂動は以下のように表せる :

$\epsilon v(x)=\sum_{j=1}^{N}\frac{\partial U_{N}}{\partial x_{j0}}\delta x_{j0}$ . (3.15)

これを除外するには, 摂動 $v$ に対して条件

$/- \infty^{\frac{\partial}{\partial x}}\infty(\frac{\delta I_{n+1}}{\delta u})_{u=U_{N}}v(x)dx=0$ $(n=1,2, \ldots, N)$ (3.16)

を課せばよい.
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