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1. はじめに
M伊 (Analytic ffieranhy $Proee\epsilon s$) は、 ?homas $L,S_{E}$ W(以下、 サーティ)によって提案された意

思決定法である。AHP では人間の主観的評価を、 より合理的に捉えることを意図して、最終目的、
評価項目、代替案を 3水準として階層的に配置する。評価方法として、評価項目間、代替案間の相対
比較に一対比較法が用いられる。

本稿では、一対比較値からなる行列 (以下、一対比較値行列) に対する代表的な解法である固有値

法について、整合性の問題を取り扱う。サーティは整台性を測る指標として CI. (Consistency Index)

を推奨している。 一対比較値行列の各要素である評点付け\omega ring)は AHP の実施手順での基本的な
作業単位である。評点付けの過程では、評価の際に生じるバラツキに加えて、 比尺度化、離散化、逆
数対称化など AHP 方式に依拠する偏りを含む。実践では、一対比較値行列の妥当性を得るため、そ
の点検方法として整合性指標である CI 基準が用いられる。 しかし、 CI の基準値となるサーティの
整合性が理想的な等式である推移則の成立を問うものであり、 CI は、 大きなバラツキがある一対比
較値に対し、方向性のない全方向に対する乖離を示す整合性指標である。CI の性能については、整
合度関数としての性質、他基準との関係など、多くの研究がなされている (仁科・柴山 (1992). 西澤

(2000),加藤小澤 (2000),’1澤 (2004)など)。 とくに、小澤 (2004)は CI に基づく整合性を満たす一対比
較値の存在における関係式を与えている。 この関係式に基づき、 田中 (2005)は、整合性を満たす一対

比較値の範囲を具体的に求め、非常に狭いことを示唆している。本稿では、 サーティの整合性を緩和
する視点に立ち、一対比較値行列を点検する 1つの整合指標を提示する。文献例を含む数値例を通し

て、 その有用性を診る。

第 2節では、AHP の実施手順において、その中核となる一対比較法を紹介し、併せて固有値法の
要約を与える。評点過程が一対比較値に及ぼす影響についても言及する。第 3節では、AHP 方式の
根幹である比尺度性とサーティの整合性指標の関係を説明する。第 4節では、一対比較値行列を有向

グラフとして捉えることで、整合性の問題を評点の配置に基づく項目間の順序性の問題として考える。
一対比較値行列は巡回有向グラフと非巡回有向グラフに分けて考察吟味される。第 5節では、比較対
象の項目数に関係なく、 3項目を基本単位として、一対比較値の整合性の問魑を考察する。一対比較

値の存在範囲を広げることを意図し、サーティの整合性を緩める視点から、新たに整合性指標を提案
し、 その性質を確認する。第 6節では、文献例を含む 4個の数値例を用意する。そこでは、CI 基準
を対照として、 新しい整合性指標の有用性が吟味される。第 7節の「おわりに」では、提示する整合
性指標の実践での適用可能性について言及する。
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2.一対比較値と固有値法

比較対象である $n$項目に対する一対比較では、下記の手順で一対比較値行列A を得る。
�最初に、項目対をとりあげる。

�次いで、重要度の大きい項目を行に対応させて、正の整数値 $(1\sim 9)$ を与える。

対称の非対角要素に、その逆数を与える。

$A=\{a_{\ddot{r}}\}$

ここに、 $i,j=1,$ $\cdot$

$n$ に対し、

$w^{1}=$ $a_{\ddot{A}}$ ,斑 $=$ 1 (1)
$maxt_{\Phi}$ . $a_{\ddot{p}}$ } $\in$ $\{1, \cdots,9\}$ (2)

評点 $a_{\ddot{\eta}}$ は、逆数対称化 (1)、離散化 (2)の縛りを受けることに留意する。AHP 方式に付随する制約以
外にも、評点爾 には、評点化に際し、過大・過小見積もりの偏り、一対比較の試行の順序に起因す
るバラツキなど様々な撹乱要因を含む。
定式化では、比較対象の $n$項目に対し、真の重要度ベクトル $W=\{wJ$を想定することで、評点生成

の誤差モデルを導入することができる。
$a_{\ddot{\eta}}=$ $f_{O}(W. \epsilon)$

$-arrow$ $f_{1}$ ($w_{i}$ ,wj, $\epsilon_{l}$ )

$-arrow$ $(wI\prime_{Wj})\cdot\epsilon i$ (3)

ここに、 $\epsilon=$ { $\epsilon$ jj }は誤差であり、 $f_{0}$ , $f1$はそれぞれ未知関数である。

本稿では、重要度の推定問題として代表的な固有値法をとりあげる。
[固有値法]。

$AU_{\max}$ $=$ $\lambda_{m\alpha}\cdot U_{\max}$ �
ここに、 $\chi_{m\alpha}$ : A の最大固有値、 $U_{mx}$ : $\lambda_{\max}$に対応する主固有ベクトル、Umm $=\{ui\}$

。

固有値法で求められた uiを重要度wiの推定値とする。

下記に、 固有値法を支える事項が要約される。
�尺度性のみ成立する理想条件下では、 固有値法では、 $\chi_{m x}arrow$ $n$ , $U_{\max}$ $arrow$ $W$

。

�固有ベクトル解は順位保存性を有する。 すなわち、 あるステップ以降の比較順位が保存される (仁

科柴山 (1992))。

�過剰評価率の最小化問題として定式化される (関谷 (2000)。

以降、重要度 wiの推定に対する評価には、評点数も少なく、評点のバラツキも大きいことから統計
基準は馴染まないため、評点である一対比較値の配置の状況に留意する。本稿では、評価基準として、
項目間の順序性の保持を採用する。
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3. 比例性とサーティの整合性指標 CI.
本節では、離散化については考慮せず、一対比較値の評点に大きな影響を及ぼす比尺度性 (以下、比

例慟に着目し、サーティの整合性指標との関係を考察する。最初に、比例性、サーティの整合性の定

義を与えて、相互の関係について調べる。

[比例性]

誤差モデル (3)のもとで、

$a_{\ddot{B}}$
$=$ w4 $/Wj$ (5)

すなわち,

$\epsilon_{\ddot{B}}=$ 1, ; ij $=1,$ $\cdots n$.
が成立するとき、A は比例性を有するとする。

[サーティの整合性]

$n\geqq 3$ のとき、一対比較行列 A が式 (6)を満たすとき、

$a_{\ddot{r}}=$ $aik$ $\cross\Phi$ ; ij,$k=1$, $n$. (6)

A は、 サーティの整合性を有するとする。

[サーティの整合性指標 C.I.]

C $I$.(Consis&ncy Index)は、サーティの整合性指標として知られ、次式で与えられる。

CI. $=$ $(\chi_{\max}- 1)/$ $( n-1)$ (7)

ここに、

$\chi_{\max}=$ $n$ $+$ $\Sigma\Sigma$ (ui–aij $u_{j}$ )$2/$ [$a_{\ddot{r}}$ uiuj ] (8)

$\chi_{\max}\geqq$ $n$ (等号は、$a_{\ddot{B}}=$ ui’ $u_{j}$ ) (9)

また、相対残差を

$e_{\ddot{B}}=$
$a_{\ddot{B}}’(ui\prime u_{j})$ (10)

と表すとき、

CI. $=$ $\Sigma\Sigma$ $(e_{\ddot{1}}$ – 1 $)$ / $\{ n(n-1)\}$ (11)

を得る (仁科・柴山 (1992))。 式 (11)の分子に注目するとき、CI は真の比例性のもと、相対残差の
方向性のない全方向の乖離を表すと解釈できる (田中 oe\omega 5))。

[事実 1]

比例性はサーティの整合性を導く、すなわち、式 (5)が式 (6)を導く。

証明 ; 自明である。

因みに、AHP方式に依拠する逆数対称性も比例性から導かれることは、容易である。
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4. 整合性と有向グラフ

本稿では、一対比較値の整合性の問題を、評点の配置に基づいて考察する。 とくに、整合性を満た

す一対比較の存在範囲について吟味する。 以降では、議論を簡明にするため、項目を点とし、評点を

枝とする有向グラフを考える。整合性の点検に際しては、有向グラフは巡回有向グラフと非巡回有向
グラフに分けられる (西澤 (2000))。 小澤 (2004)は、 (巡回、 非巡回)有向グラフとなる一対比較行列を

とりあげて、CI に基づく整合性基準 ($<0.1$
、 あるいは<0.15)を満たす関係を与え、存在範囲が狭いこ

とを示唆している (図 1,図 2)。さらに、碕には (有限値の)離散化という AMP 方式に依拠する付加的
要請が課されていることにより、CI基準による整合性を満たす一対比較値の存在範囲は、 より狭い
と予想される。 田中 (2005)は、具体的に 3項目からなる一対比較値の存在範囲を与え、狭いことを示

している (表 1,表 2)。以下、 $n=3$ の場合をとりあげる。表 $1$
、 表 2では CI 基準が採用され、サーテ

ィが推奨する経験則 ($<0.1$、 あるいは<0.15)である整合性を満たす項目の組 (�,�,�) の評点が与え

られる。 小澤 (200\rightarrow の結果を下記に整理する。

巡回有向グラフの場合 (図 1)

CI. $\leqq 0.1$ $arrow$ $ab/c^{1}\leqq 3.78$

$C.I.\leqq 0.15$ $arrow$ $ab/c^{1}\leqq 5.07$

非巡回有向グラフの場合 (図 2)

CI. $\leqq 0.1$ $arrow$ $ab/c\leqq 3.78$

C.I. $\leqq 0.15$ $arrow$ $ab/c\leqq 5.07$

以上の結果から、サーティの整合性を緩和することが必要となる。
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5. 緩和な整合性指標
比較対象の項目数に依存せず、点検対象の項目数は 3とし、項目の組 (ij,k)を基本単位とする。本節

では、 前節までの考察に基づき、AHP 方式に依拠する比例性と離散化の影響の大きさを考慮して、
その影響を緩和する視点から、 1つの新しい整合性指標を提示する。巡回有向グラフの場合と、非巡
回有向グラフの場合に分けて提示する。巡回有向グラフの場合は、評点の配置に関係なく、CI が大
きくなる。提示 (1)は、評点化の際のバラツキに対し、ある程度の許容を意味する。
(1)巡回有向グラフの場合

$3 \geqq\max(a_{\ddot{0}}aik\mathfrak{U})$

�非巡回有向グラフの場合
$a_{\dot{u}}\geqq\max$ (aik,$\mathfrak{U}$ )

以下、提示する指標 (2)がサーティの整合性

の式 (6)を緩和することを次の 2点で確認する。 図 3. 巡回有向グラフ 図 4. 非巡回有向グラフ

GOについては、非巡回有向グラフの場合のみ
を考察する。
(i) 整合性を満たす範囲を確認する。
$(\ddot{u})(a_{\ddot{\eta}}a_{\dot{i}}k ,\Phi)$の緩和する領域は、サーティの

整合性基準の領域を包含する。

(i)については、図 3,図 4に、提示指標の存在領域

を与えることで、視察から、 図 1,図 2と比較して

明らかに広いことが読み取れる。 ここに、表 3の

右上側非対角要素の数値は、巡回有向グラフの場合の

基準 (1)の場合、左下側非対角要素の数値は、非巡回

有向グラフの場合の基準 (2)の場合の閃である。また、

対角要素内の上側、 下側の数値も同様である。表の行、

列の数値 (1\tilde 9)は、 それぞれ $aik$ , 闘である。

GOについては、 次の事実 2を証明すればよい。

[事実 2]

式 (6)が成立するときは、式 (13)が成立する。

証明 : 非巡回有向グラフより、
$a_{\ddot{B}}\geqq 1$ , $\theta\ \geqq$ 1, $\Phi\geqq$ 1.
また、max $t_{\theta ik}$

$\Phi$ ) $=$ $a_{nr}$ とおくと、

$\Re$ -maz (an, akj) $=$ a& a4 –
$a_{n\cdot*}$

いま、便宜的にー $=$ $aik$ とおいても一般性は失わない。

$r-\max(qIk \Phi)$ $=$ $dnrt_{\Phi}$ – $1$ ) $\geq 0$
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6. 数値例の解剖
本節では、 5節で提示する整合性指標を、一対比較値行列の数値例である文献例と人工例をとりあ
げて、サーティの整合性指標 CI. を対照として評価する。全数値例を通して、整合性を診る評価とし
ては、評点付けされた一対比較値に基づき、 項目間の順序の保持を採用する。 すなわち、推移則の近
似的成立の有無については、CI 値が $015$、 あるいは 0.1の経験則を対照に採用する。 また、 4節.
5節で言及したが、一対比較値行列での評点の配置が巡回有向グラフ、 あるいは非巡回有向グラフの

いずれかに応じて、整合度への影響が異なる。数値例では、 4例を用意する。文献の例は、西澤 oe000)

をとりあげる。非巡回有向グラフであり、評点の配置では項目間に順序が成立する。他の 3例 (例 2,

例 3,例 4)は、本稿で用いられる人工例である。例 2は例 1の西澤 (2-000)で、 $a_{23}=8$ $arrow$ $a_{23}=7$

に変更し、CI 基準では説明できないことを示す例として用意されたものである。
各例では、基本単位の 3項目に対し、一対比較値行列が有向グラフとしてみなされる。また、整合性
の点検の結果が表に整理される。表では、 3項目 $G,y$ z)に対し、評点の組 (a,b,c)は (axy,\sim $d$を表す。

固有値法に基づき、最大固有値、対応する主固有ベクトル、そして CI が算出され、提示する緩和条
件の成立の有無が $O$

、
$\cross$で表示される。 CI 基準で\star *,\star は、 $\geqq 0.15$

、
$\geqq 0.1$ を意味する。

例 1. 非巡回有向グラフ : 西澤 oe000)

項目数が 4の非巡回有向グラフをとりあげる (図 5)。一対比較の評点の配置により、項目間の順序
として、�� 3 4 を得る。 このとき、最大固有値 と C.I.は、 $\chi_{mrx}$ $=$ 4.454,

CI. $=$ 0.151 $($ $>$ 0.16 $)$を得る。 したがって、CI 基準では、 整合性がギリギリのところで

認められないことになる。 一方、 固有ベクトルの重みでは、 �\rightarrow �\rightarrow �\rightarrow � を得ている。

3項目を基本単位として評点の組み合わせ (a,b,c)を点検する (表 4)。 C.I.基準では、項目の組 (OI,�,
$O4)$ と (�,�,�) で整合性が認められない。緩和条件では、項目の組 (OI,�,O4)のみがギリギリのとこ

ろで認められないことになる。

表 4 組合せ $(a, b, c)$ における緩和状況

図 5. 非巡回有向グラフ ;西沢 $(2\infty \bm{6})$

例 2. 非巡回有向グラフ

項目数が 4の非巡回有向グラフをとりあげる (図 6)。一対比較の評点の配置により、項目闇の順序
として、 �\rightarrow �\rightarrow �\rightarrow � を得る。 このとき、最大固有値 と C.I は、 それぞれ
$\chi_{n\cdot*}$ $=$ $4.516$、 C.I. $=$ 0.172 $($ $>$ 0.16 $)$ .
を得る。 したがって、C�基準では、 整合性が憾められないことになる。一方、固有ベクトルの重み
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では、 �\rightarrow �\rightarrow 3\rightarrow � を得ている。

3項目を基本単位として点検する (表 5)。C.I 基準では、項目の組 (�,�,O4) と (�,�,�) で整合性

が認められない。緩和条件では、全ての項目の組が整合性を認められることになる。

表 5 組合せ $(a, b, c)$における緩和状況

図 6. 非巡回有向グラフ

例 3. 評点の上限を含む場合

項目数が 4の非巡回有向グラフをとりあげる (図 7)。一対比較の評点の配置により、項目間の順序

として、 �\rightarrow �\rightarrow �\rightarrow � を得る。 このとき、最大固有値 と CJ.は、それぞれ
$\lambda_{m*}$ $=$ $4.718$、 CJ. $=$ 0.239 $($ $>$ 0.15 $)$ .
を得る。 したがって、CJ.基準では、 整合性が認められないことになる。一方、固有ベクトルの重み

では、�� (\copyright .\copyright ) を得ている。

3項目を基本単位として点検する (表 6)。CJ基準では、項目の組 (�,�,O と (�,�,�) で整合性が

認められない。緩和条件では、全ての項目の組が整合性を認められることになる。

表 6 評点の上限を含む例の緩和状況

図 7. 評点の上限を含む例

例 4、巡回有向グラフを含む場合

項目数が 4の有向グラフをとりあげる (図 8)。一対比較の評点の配置により、項目間の順序として、

�\rightarrow (�,�.�) を得る。 このとき、最大固有値 と CI は、それぞれ
$\lambda_{n}.$. $=$ 4.821, C.I. $=$ 0.274 $(>$ 0.15 $)$ .
を得る。 したがって、C.I.基準では、 整合性が認められないことになる。一方、固有ベクトルの重み

では、 $\Phiarrow\langle\copyright,\copyright$) � を得ている。

3項目を基本単位として点検する (表 7)。 CJ.基準では、項目の組 (�,�,\copyright )と (�,�,�) で整合性が

認められない。緩和条件では、項目の組 (�,�,\copyright )を除き、他の 3組の整合性が憾められない。
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表 7 巡回有向グラフを含む例の緩和状況

図 8. 巡回有向グラフを含む例

7. おわりに

AHP の適用においては、一対比較値行列の作成の際、評点付けに伴う多くの難題が生じる。原因
を探り、取り除くことは、評点者の主観的な要素に結びっく様々な撹乱要因が混入しているため、実
践的でなく、また困難と思われる。 このとき、整合度関数を活用し、奇具な評点付けの位置を見出す
ことは、再度の評点付けを可能にするだけでなく、直面する研究主題に対し、見直しの好機となる。
その意味で、実践的な対処の 1つとして、方向性のない診断指標であるサーティの整合性指標CI.を

第 1選択とし、握示する緩和指標を第 2選択に用いることが望まれる。
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