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1 はじめに

Volterra差分方程式

$\int x_{i+1}=qx_{i}-\sum_{j=-\infty}^{i}a_{i,j}f_{\tau-j}(x_{j})$ , $i=0,1,2,$ $\cdots\cdot$ ,
(1.1)

$\downarrow x_{j}=\phi_{j}$

, $-\infty<j\leq 0$ ,

について考える. ここで $0<q<1$ であり, 関数 $f_{j}(x)(0\leq i<+\infty)$ が与えられ, $a_{t,j}\geq$

$0(- \infty<j\leq i,),\sum_{j=-\infty}^{:}a_{-i,j}>0$ かつ $\sum_{i=0}^{\infty}\sum_{j=-\infty}^{i}a_{i,j}=+\infty$ とする. さらに, $\phi_{j},$ $-\infty<j\leq 0$ と

$b_{i}=$

.

$\sum^{0}a_{ij}f_{i-j}(\phi_{j}),$
$i\geq 0$ は有界であり, 次を満たす狭義単調増加関数 $f(x)$ が存在するとする

$j=-\infty$

$\{\begin{array}{ll}f(0)=0, 0<\frac{f_{j}(x)}{f(x)}\leq 1, x\neq 0(0\leq j<+\infty),f(x)\not\equiv x \text{の き}, xarrow-\infty 1i\bm{o}f(x) \text{が存在し有限である}.\end{array}$ (1.2)

これまでに, 有限個の遅れを持つ非線形微分方程式に対して, Muroya, Ishiwata, Guglielmi [3]
と Uesugi, Muroya, Ishiwata [5] の結果が得られており, 本報告では, これらの結果を非有界遅
れの差分方程式 (11) に応用する. (1.1) の零解の大域漸近安定性の十分条件には若干の制約はあ
るが, Volterra 積分微分方程式の差分法の安定性解析にも応用可能である (Vecchio [6] と Song,
Baker [4] 参照).
ここで, 定義を述べておく.

定義 11 (11) の零解が一様安定とは, 任意の $\epsilon>0$ と非負の整数 $i_{0}$ に対して, (11) の解 $\{x_{i}\}_{i=0}^{\infty}$

が $\sup\{|x_{i_{0}-.j}||0\leq.\gamma<+\infty\}<\delta$ のとき, $|x_{i},|<\epsilon,$ $i=i_{0},$ $i_{0}+1,$ $\cdots$ となる $\delta=\delta(\epsilon)>0$ が存
在することである.

定義 12 (11) の零解が大域吸引性を持つとは, (11) のすべての解が $iarrow\infty$ に対し, $0$ に収束

することである.

定義 13 (11) の零解が大域漸近安定であるとは, 一様安定であり, かつ大域吸引性を持つこと
である.

定義 1.4 (1.1) の零解が一様漸近安定であるとは, 一様安定であり, かつ, (1.1)の任意の解 $\{x_{i}\}_{i=0}^{\infty}$

が $|x_{j}|<\delta,$ $-\infty<j\leq 0$ ならば, $\lim_{iarrow\infty}x_{i}=0$ となる $\delta>0$ が存在することである.
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2 Volterra差分方程式への応用
この節では, 非有界遅れを持つ (1.1) の零解の大域漸近安定性の十分条件を考える. 有限個の遅

れを持っ差分方程式に対する条件と比べて, 証明に少し特別な工夫が必要である.

補題 2.1 $\{x_{i}\}_{i=0}^{\infty}$ を (1.1) の解とする. 任意の $i\geq i_{0}$ に対し, $x_{i}\geq 0$ (respect. $x_{i}\leq 0$ )

となるような非負の整数 $i_{0}$ が存在し, $-1 \sum^{i_{0}}a_{i,j}$ は有界であると仮定する. このとき, $\tilde{b}_{i,i_{0}}=$

$j=-\infty$

$- \sum_{J=-\infty}^{i_{0}-1}a_{i,j}f_{i-j}(x_{j})$ は有界で $\lim s\tau\iota px_{i}iarrow\infty\leq\frac{\lim\sup_{iarrow\infty}\tilde{b}_{i,i_{O}}}{1-q}$ ( $r$es$n$ect . $\lim\inf x_{i}j.arrow\infty\geq\frac{\lim\sup_{iarrow\infty}\tilde{b}_{i,i_{0}}}{1-q}$ )

となる.
さらに, a) $\lim_{iarrow\infty}\tilde{b}_{i,i_{0}}=0$ , もしくは b) $\lim\inf(\lim\inf a_{i,j})jarrow\infty iarrow\infty>0$, かつ, $\inf_{j\geq 0}f_{j}(x)\geq\underline{f}(x)$

(respect. $\sup_{j>0}f_{j}(x)\leq f(x)$ ), $x\in(-\infty, +\infty)$ と $f(0)=0$ を満たすような $(-\infty, +\infty)$ で狭義
単調増加関数 $\underline{-f}(x)$ が存在すると仮定する. このとき, $\lim_{iarrow\infty}x_{i}=0$ が成り立つ.

$\sum_{j^{0}=-\infty}^{i-1}a_{t,J}=\sum_{k=(i-i_{0})+1}^{\infty}a_{i,i,-k}$ であることに注意しよう. (1.1) が convolution タイブ すな

わち, $*,j=$.ai-j, $-\infty<j\leq i$ のとき, 条件 $\lim_{tarrow\infty}\tilde{b}_{i,i_{0}}=0$ は $\sum_{k=0}^{\infty}a_{k}<+\infty$ と同等である.
なぜならば, これは任意の正定数 $i_{0}\geq 0$ に対して, $\lim_{iarrow\infty}\sum_{k=(i.-j_{0})+1}^{\infty}a_{k}=0$ と同等であるから
である.

補題 22 $f(x)\neq x$ で $\{x,\}_{i=0}^{\infty}$ を (1.1) の解とする. $x_{i}$ が $0$ のまわりで振動し,

$\lambda=\sup_{i\geq 0}\sum_{k=0}^{:}q^{i-k}\sum_{j=-\infty}^{k}a_{k,j}<+\infty$ ならば, $x_{r:}$ は有界である.

注意 21 $f(x)\neq x$ で $\lambda<+\infty$ ならば, 補題 22より, $0$ のまわりを振動する (11) の任意の解 $x_{t}$

は上にも下にも有界である.

ここで, $r_{1}= \sup_{i\geq 0_{k}}\sum_{=0}^{i}q^{i-k}(\sum_{j=0}^{k}a_{k,j})$ とおく. 次の主定理の証明ができる.

定理 2.1 $f(x)$ が $(-\infty, +\infty)$ で連続で, 任意の $L<0$ に対して $-r_{1}f(-r_{1}f(L))>L$ とする.

また, 次式を仮定するとき, (1.1) の零解は大域漸近安定である.

$\lim_{k_{1}arrow\infty}(\lim\sup_{k}\sum_{=k_{1}+1}^{\infty}a_{i,i-k})iarrow\infty=0$ . (2.1)

(証明) 補題 21より, (1.1) の解 $x_{i}$. が $0$ のまわりで振動すると仮定する.

I) はじめに, $f(x)\neq x$ の場合を考えよう. (1.1) の解 $x_{i}$ は補題 22にようて有界である. $\underline{x}=$

$\lim\inf x_{i}iarrow\infty<0$ を仮定し, $M=$
$\sup_{-\infty<i<+\infty}$

$|f(x_{i})|<+\infty$ とおく. また, 任意の $0<\epsilon<\overline{X}$ と $[0, \epsilon]$

での連続関数 $F(x)=-r_{1}f(-r_{1}f(\underline{x}-x)+2x)-.3x$ をとる. $F(O)=.-r_{1}f(-r_{1}f(\underline{x}))>\underline{x}$ とな

るので, $x=0$ での $F(x)$ の連続性により, $F(\epsilon_{0})=-r_{1}f(-r_{1}f(\underline{x}-\epsilon_{0})+2\epsilon_{0})-3\epsilon 0>\underline{X}$ とな

る定数 $0<\epsilon_{0}<\epsilon$ が存在する. $-X= \lim\inf x_{i}iarrow\infty<0$ により, この $\epsilon_{0}>0$ に対し, $i\geq i_{0}$ ならば,

$x_{i}>\underline{x}-\epsilon_{0}$ となる正整数 $i_{0}$ が存在する. 仮定 (2.1) より, $\epsilon_{1}=(1-q)\epsilon 0/M>0$ に対して,

$\sum_{j=-\infty}^{(i-k_{1})-1}a_{1,j}=\sum_{k=k_{1}+1}^{\infty}a_{i,i-k}<\epsilon_{1}$ , $i\geq i_{1}\geq 2k_{1}+i_{0}$ , かつ $q^{k_{1}+1}<\epsilon_{0}/M$ .
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となる正整数 il と $k_{1}\geq i_{0}$ が存在する. とのとき, $l\geq i_{1}$ と $\tilde{b}\downarrow,\ell-k_{1}=-\sum_{j=-\infty}^{(l-k_{1})-1}a_{l,j}fi_{-j}(x_{j})$ に対

して,

$(l-k_{1})-1$

$| \overline{b}_{l,l-k_{1}}|\leq(\sum_{j=-\infty}a_{l,j})M=(\sum_{k=k_{\text{】}}+1}^{\infty}a_{l,l-k})M<\epsilon_{1}M=(1-q)\epsilon_{0}$ ,

となり, よって, $i\geq i_{1}+k_{1}$ に対して, $| \sum_{k=i-k_{1}}^{i}q^{i-k}\overline{b}_{k,k-k_{1}}|\leq\sum_{k=i-k_{1}}^{\mathfrak{i}}q^{i-k}(1-q)\epsilon_{0}<\epsilon_{0}$.

a) $x_{i+1},$ $i\geq i_{1}+k_{1}$ の上界を考える.

$x_{i+1}=qx_{i}- \sum_{j=i-k_{1}}^{i}a_{i,j}f_{i-j}(x_{j})+\overline{b}_{\dot{*},i-k_{1}}$ , $i\geq i_{1}+k_{1}$ .

$i)$
( ある $i\geq i_{t}+k_{1}$ に対して, $x_{i+1}>x_{i}$ であり, $\underline{x}-\epsilon 0<x_{\rho(i)}=.\min_{-k_{1}\leq j\leq i}x_{j}<0$

となる正整数

$\underline{g}(i)\in\{i-k_{1}, i-k_{1}+1, \cdots i\}$ が存在する場合を仮定する. このとき, (1.1) により,

$x_{i+1}$ $\leq$ $q^{i-\underline{g}(i)+1}x_{g(i)}-.( \sum_{k=\underline{g}(i)}^{i}q^{i-k}\sum_{j=k-k_{1}}^{k}a_{k_{\dot{\beta}}}.)f(\underline{x}-\epsilon)-\sum_{k=i-k_{1}}^{i}q^{i-k}\tilde{b}_{k,k-k_{1}}$

$-( \sum_{k=i-k_{1}}^{i}q^{i-k}\sum_{j=k-k_{1}}^{k}a_{k,j})f(\underline{x}-\epsilon)+\epsilon_{0}\leq-7_{1}f(\underline{\prime x}-c)+\epsilon 0\leq R,\underline{x}$

となる. ここで $R_{\underline{x}}$. $=-rlf(\underline{x}-\epsilon_{0})+2\epsilon_{0}$ である.

ii) $x\iota+1>x_{t}$ かつ, ある $i\geq i_{1}+k_{1}$ に対して, $x_{i},$ $x_{i-1},$ $\cdots x_{i-k_{1}}\geq 0$ となる場合を仮定する.

$x_{j}\geq 0,$ $i-k_{1}\leq j\leq iq^{k_{1}+1}M<\epsilon_{0}$ かつ $| \sum_{k=i-k_{1}}^{i}q;-k^{\sim}b_{k,k-k_{1}}|<\epsilon 0$ なので..

$x_{i+1}$ $=$ $q^{k_{1}+1}x_{i-k_{1}}-( \sum_{k=i-k_{1}}^{i}q^{i-k}\sum_{j=k-k_{1}}^{k}a_{k,j}f_{k-j}(x_{j}))+\sum_{k=i-k_{1}}^{i}q^{i-k}\tilde{b}_{k,k-k_{1}}$

$\leq$ $- \sum_{k=i-k_{1}}^{*}q^{i-k}\sum_{=\dot{j}k-k_{1}}^{(i-k_{1})-1}a_{k,j}f(\underline{x}-\epsilon)+2\epsilon_{0}\leq R_{\underline{x}}$.

となる. ゆえに, i) と ii) の両方の場合に対して, $x_{i+1}\leq R_{\underline{x}},$ $i\geq i_{1}+k_{1}$ を得る.

b) 次に $x_{1+1}=- \sum_{j=i-k_{1}}^{\prime,}a_{i,j}f_{i-j}(x_{j})\wedge+\tilde{b}_{i,t-k_{1}},$ $i\geq i_{1}+2k_{1}$ の下界を考えよう.

iii) ある $i\geq i_{1}+2k_{1}$ に対し. $x_{i+1}<x_{i}$ であり, $R_{\underline{x}} \geq x_{\overline{g}(t)}=\max_{i-k_{1}\leq j\leq\dot{\iota}}x_{j}>0$
となる正整数

$\overline{g}(i)\in\{i-k_{1}, i-k_{1}+1, \cdots , i\}$ が存在する場合を仮定する.
このとき, 同様に, $x_{i+1}\geq-r_{1}f(R_{\underline{x}})-\epsilon_{0}>S_{\underline{x}}$ を得る. ここで, $S_{\underline{x}}=-r_{1}f(R_{\underline{x}})-2\epsilon_{0}$ である.

iv) $x\iota+1<x_{i}$ および, ある $i\geq i_{1}+2k_{1}$ に対し, $x_{i},$ $x_{i-1},$ $\cdots x_{i-k_{1}}\leq 0$ の場合を仮定する. この

とき, 同様に,

$x_{i+1}$ $=$ $q^{k_{1}+1}x_{i-k_{1}}- \sum_{k=i-k_{1}}^{i}q^{i-k}.\sum_{j=k-k_{1}}^{:}a_{k,j}f_{k-j}(x_{j})+\sum_{k=,.i-k_{1}}^{i}q^{i-k}\tilde{b}_{k,k-k_{1}}$

$\geq$ $-( \sum_{k=i-k_{1}}^{:}q^{i-k}\sum_{j=k-k_{1}}^{(i-k_{1})-1}a_{k,j})f(R_{\underline{x}})-2\epsilon_{0}\geq S_{\underline{x}}$ .
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このように, iii) と iv) の両方の場合に対し, $x_{i+1}\geq S_{\underline{x}},$ $i\geq i_{1}+2k_{1}$ を得る. $S_{\underline{x}}-\epsilon_{0}=F(\epsilon_{0})>\underline{x}$

なので, $x_{i+1}\geq S_{\underline{x}}>\underline{x}+\epsilon_{0},$ $i\geq i_{1}+2k_{1}$ となる. これは矛盾する. よって, $\underline{x}=0$ であり, 補題
21より, $\lim_{iarrow\infty}x_{i}=0$を得る.

II) $f(x)=x$ の場合に対し, 同様に $\lim_{\dot{\eta,}arrow}\sup_{\infty}|x_{i}|<+\infty$
を得る, 残りは I) と同様に証明できる.

よって, 結論を得る. 口

(1.1) の convolution タイプに対して, 条件 (2.1) は $\sum_{k=0}^{\infty}a_{k}<+\infty$ になる.

定理 21を特に $f(x)=x$ と $f(x)=e^{x}-1$ に適用すると, 次の定理を得る.

定理 22 (1.1) に対して, (2.1) を仮定し. 次が成り立っとする.

$\{\begin{array}{ll}f(x)=x \text{ならば}, r_{1}<1,f(x)=e^{x} 1 \text{ならば}, r_{1}\leq 1.\end{array}$ (2.2)

このとき, (1.1) の零解は大域漸近安定である.
特に, $f_{j}(x)=x,$ $0\leq i<\infty$ となる線形の場合に対し, (2.1) と次が成り立つとする.

$\{\begin{array}{ll}a_{i,i}\geq q, i\geq 0 fs5lf^{\backslash }, r_{1}<1+qa_{i,t}<q, i\geq 0 \text{ならば}, \overline{r}_{1}<1\end{array}$ (2.3)

ここで, $\tilde{r}_{1}=\sup_{i\geq}\sum_{k=0}^{1}(q-hlmi11fa_{l,l})^{i-k}$( $\sum_{j=0}^{k-1}a$k,j).である. このとき, (1.1) の零解は大域漸近安定

である. この場合, $q_{x}-a_{i,i}x=(q-a_{t,i})x,$ $i\geq 0$ なので, $q\geq 1$ も考えられる.

定理 22は (1.1) の零解の一様漸近安定である十分条件を導くのに便利である.
最後に, $a 0>\sum_{j=1}^{\infty}a_{j}$ かつ $f(x)=f_{0}(x)=e^{x}-1$ という条件のもとで, 次の convolution タ
イブの差分方程式

$x_{i+1}=x_{i}- \sum_{j=-\infty}^{i}a_{i-j}f_{i-j}(x_{j})$ , $i=0,1,2,$ $\cdots$ . (2.4)

に対する大域的漸近安定性の条件を考える.

定理 23 条件 (1.2) と $-\infty<i\leq i$ において $a_{i,j}=a_{i-j}\geq 0$ に加え,

$\{\begin{array}{l}\overline{r}_{1}>\overline{r}_{2}\geq 0\overline{r}=\overline{r}_{1}+\overline{r}_{2}\leq 2\overline{r}_{1}+\overline{r}_{2}>1\overline{r}_{1}+\overline{r}_{2_{\overline{r}_{1}}}^{f}-s_{e^{\overline{r}\iota+\overline{r}_{2}-1}}.\geq 0\end{array}$

ならば, (2.4) の零解が大域的漸近安定である. ここで, $\overline{r}_{1}=a_{0}$ および $\overline{r}_{2}=\sum_{j=1}^{\infty}a_{j}$ である.

3 $|f_{i}(x)|\leq|x|,$ $i\geq 0$の一般的な場合

ここで. 次の方程式の解 $x_{i}$ の有界性の条件と零解の大域吸引性の条件を考えよう.

$x_{0}=\phi_{0}$ , $x_{i+1}=qx_{i}- \sum_{j=0}^{i}a_{i,j}x_{j}+b_{i}$ , $b_{i}= \sum_{j=-\infty}^{-1}a_{i,j}\phi_{j}$ , $i\geq 0$ . (3.1)
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(3.1) より, $|x_{0}|=|\emptyset 0|$ , $|x_{i+1}| \leq\sum_{j=0}^{i}|\tilde{a}_{i,j}||Xj|+|\tilde{b}_{i}|$ , $i\geq 0$ となる. ここで, $\tilde{b}_{i}=b_{i},$ $i\geq$

$0,\tilde{a}_{i,j}=a_{i,j},$ $0\leq j\leq i-1$ かつ $\tilde{a}_{i,i}=-q+0_{i,i}$ である.
このとき, Crisci他 [2] の定理 31と系 31を改良する次の定理を得る.

定理 3.1 $A= \sup_{0\leq j\leq i}|\tilde{a}_{i,j}|<+\infty$ と $B=$ ln’a$x(|\phi_{\{)}|, \sup_{i\geq 0}|\tilde{b}_{i}|)<+\infty$ を仮定と, $|x_{i}|\leq$

$(1+A)^{i}B$ , $i\geq 0$ である. 特に, $\overline{A}_{0}=\sup_{i\geq i_{0}}\sum_{j=i_{0}}^{i}|\tilde{a}_{i,j}|<1$ となるような正整数 $i0$ が存在す

るならば, $x_{i}$ は有界であり, また $|x_{t}|\leq(1+A)^{i_{0}}B/(1_{-}-\overline{A}_{0})<+\infty,$ $i\geq i_{0}$ となる. さらに,

$\lim_{iarrow\infty}b_{i}=0$ 及び $\lim_{k_{1}arrow\infty}(\lim_{iarrow\infty}\sum_{k=k_{1}+1}^{i}|a_{i,i-k}|)=0$ ならば, $\lim_{iarrow\infty}x_{i}=0$ となる.

Crisci他 [1] の証明と同様に, さらに次の定理を得る.

定理 3.2 $\overline{A}=\sup_{j\geq 0}\sum_{i=j}^{\infty}|\tilde{a}_{\dot{\tau,},j}|<1$ および $\overline{B}=|\phi_{0}|+\sum_{i=0}^{\infty}|\tilde{b}_{i}.|<+\infty$ ならば, $\sum_{i=0}^{\infty}|x:|\leq$

$\overline{B}/(1-\overline{A})<+\infty$ であり, さらに $\lim_{iarrow\infty}x_{i}=0$ となる.

線形方程式

$x_{i+1}=qx_{i}- \sum_{j=0}^{i}a_{i,j}x_{j}+b_{i_{\text{ノ}}}$ , $b_{i}= \sum_{j=-\infty}^{-1}a_{i,j}\phi_{j}$ , $i\geq 0$ (3.2)

に対して, (3.2) の零解の大域安定性に関する次の定理を得る (Crisci他 [2] の定理 3.1および系 3.1
を参照).

定理 3.3 線形方程式 (3.2) に対し, 次を仮定する.

$\{\begin{array}{ll}\tilde{\alpha}_{j}=a_{i,-1,.i}-a_{;,j}, 0\leq j\leq i-2, i\geq 2\overline{c}_{i,i-1}=-q+a_{i-1,i-1}-a_{i,i-1}, i 1, \tilde{c}_{i,i}=1+q-a_{i,t}, i\geq 0\tilde{d}_{0}=b_{0} \text{と} \tilde{d}_{i}=b_{i}-b_{i-1}, i\geq .\end{array}$

i)
$C= \sup_{0\leq j\leq i}|c_{\ddot{n},j}^{\sim}|$

および $D=m\prime t$]
$x(|\phi_{0}|, S11pi\geq 0|\tilde{d}_{i}|)<+\infty$

を仮定するとき, $|x_{i}|\leq(1+C)^{\dot{\infty}}D,$ $i\geq 0$

となる. 特に $\overline{o}_{0}=St1p\sum_{j=i_{0}}^{i}\geq io|\tilde{c}_{\dot{n},j}|<1$ となる正整数 $\dot{7,}0$ が存在するならば, $\prime r_{i}$, が有界であり,

$|x_{i+1}|\leq(1+C)^{i_{0}}D/(1-\overline{C}_{0})<+\infty,$ $i\geq i_{0}$ である. さらに,

$k_{1} arrow\infty hm(\lim_{iarrow\infty}\sum_{k=k_{1}+1}^{i}|\tilde{q}_{i-k}|)=0$
$h^{a-}\supset$

$\lim_{iarrow\alpha}.(b_{i}-b_{i-1})=0$

ならば, $\lim_{iarrow\infty}x_{i}=0$ となる.

ii) もし, $\overline{C}=\sup_{j\geq 0}\sum_{i=J}^{\infty}|\tilde{q}_{j}|<1$ かっ $\overline{D}=\sum_{i,=0}^{\infty}|b_{i+1}-b_{i}|+|b_{0}|<+\infty$ ならば, $\sum_{:=1}^{\infty}|x_{i}|\leq$

$\overline{D}/(1-\overline{C})<+\infty$ となり, さらに $\lim_{iarrow\infty}x_{i}=0$ である.

例 3.1 $a:,j=a,$ $0\leq i\leq i$ とする. この場合, (2.1) は満足しないが, $2q<a<2$ および

$\sum_{i=0}^{\infty}|b_{\iota+1}-b_{i}|+|b_{0}|<+\infty$ のとき, $\overline{C}_{0}<1$ は $|1+q-a|+q<1$ となり. 定理 33より.

$\lim_{iarrow\infty}x_{t}=0$ が成り立つ.
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4 応用

次の Volterra差分方程式を考える.

$x_{i+1}=x_{i}- \sum_{j=-\infty}^{i}a_{l-j}f(x_{j})$ , $i=0,1,2,$ $\cdots$ , (4.1)

ここで, $f(x)=e_{\text{・}}^{x}-1,$ $a_{j}=\lambda c_{j},$ $0 \leq j<+\infty,\sum_{j=0}^{\infty}a_{\dot{\gamma}}=\lambda$ , さらに, $i=0,1,2,$ $\cdots$ に対し.

$c_{0}= \int_{0}^{1}(1-t)k(t)dt$ , $c_{i-j}= \int_{0}^{1}\int_{0}^{1}k(i-j+u-s)dsdu$ , $-\infty<j\leq i-1$ , (4.2)

かつ $\sum_{j=0}^{\infty}c_{j}=\int^{i+1}\int_{-\infty}^{u}k(u-s)dsdu=.\prime_{0}^{\infty}k(t)dt=k^{*}<+\infty$ である.

このとき, (4.1) に定理 22の結果を応用できる. たとえば, $k(t)=\sqrt{\pi\alpha}^{e}1-\alpha t^{2}$ $\alpha>0$ とおく

と, $k^{*}=1$ および $c 0=r_{\pi\alpha^{\int_{0^{1}}(1-t)e^{-\alpha t^{2}}dt\cdot\geq}}^{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pi\alpha^{\int_{0}^{1}(1-t)(1-\alpha t^{2})dt=}}^{1}\tau_{\pi\alpha}^{1}(\frac{1}{2}-\frac{\alpha}{12})$ であ

る. ここで少なくとも, $\alpha\leq\frac{1}{4\pi}$ に対して, $c 0>\frac{1}{2}$ を得て. 条件 $a_{0}> \sum_{j=1}^{\infty}a_{j}$ が成り立ち, 特
に, $\sum_{j}^{\infty}=1a_{j}/a_{0}\leq 1/e$ ならば. 定理 2.3の (2.5) を満足し, (4.1).の零解は $0<\lambda\leq 2$ ならば, 大
域漸近安定である.
定理 22を (4.1) の $f(x)=x$ の場合に適用すると, (4.1) の零解の一様漸近寮定性の十分条件を

得る. たとえば, $0<\lambda<2$ ならば, $k(t)=te^{-t}$ の $\cdot(4.1)$ の場合の零解は一様漸近安定である (cf.
Song, Baker [4]).
他の応用として, 次の離散Wazewska-Czyzewsk.a-Lasotaモデルがある (Wazewska, Czyzewska,

Lasota [7] 参照).

$y_{i+1}=qy_{i}+ \sum_{j=0}^{\infty}\beta_{j}e^{-\gamma y_{1-j}},$ $i=0,1,2,$ $\cdots$ , $0<q<1,$ $\gamma>0,$ $\beta_{j}\geq 0,$ $\beta=\sum_{j=0}^{\infty}\beta_{j}>0$ . (4.3)

正の平衡点 $y^{*}$ は $y^{*}=\beta e^{-\gamma y^{*}}/(1-q)$ の正根で, 定理 22の (2.2) より, $\gamma y^{*}\leq 1$ ならば. $y^{*}$ は大
域漸近安定である.
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