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さまざまな変換に対しその不変測度の存在や性質については数多くの研究がなされて
きた ([3],[4],[8],[10])。 ところが、 その不変測度の具体的な形については、 これまで統一的
な研究はなされてこなかった。一方で、不変測度の具体的形を知ることで、考えている変
換と測度論的に同型な、有界区間上の変換を具体的に与えることができる。 このことによ
り、 有界区間上の変換に対する既存の結果を用いて、考えている変換の測度論的性質を導
くことが可能となる。 ここでは、 実軸 $\mathbb{R}$ の上のあるクラスの有理変換 $R(x)$ に対し、 不変
測度が不動点または 2周期点にを用いて表現できる事を示し、変換のエルゴード論的性質
や極限定理について議論する。

1 Results
複素平面 $\mathbb{C}$ 上で定義された、あるクラスの実有理関数 $R(z)$ が、実数でない不動点 $R(z_{0})=$

$z0$ または実数でない 2周期点 $R(z_{0})=\overline{z_{0}}$ を持つとき、 $R(z)$ を実軸 $\mathbb{R}$ に制限したときの
有理変換 $R(x)$ は不変確率測度を持ち、その密度関数は具体的に $(1/\pi){\rm Im}(1/(x-z_{0}))$ とし
て与えられることを示す ([7])。 また、 この密度関数の具体形を用いて変換 $R(x)$ 自身のエ
ルゴード論的性質が既知の結果より、簡単に求められる事を [7] に沿って示す。詳しくは、
以下のことが成立する。

Theorem 1. $R(x)=h(x)/g(x)$ を実軸 $\mathbb{R}$ から実軸 $\mathbb{R}$ への有理変換で以下の条件を満た
すものとする。
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(1) $a_{1}<a_{2}<\cdots<a_{n}$ に対し $g(x)= \prod_{k=1}^{n}(x-a_{k})$ である。

(2) $h(x)$
, は実多項式で deg $(h(x))\leq n+1$ かつ $h(a_{k})\neq 0(k=1,2, \cdots, n)$ とする。

(3) $R$ の区間 $(a_{J}, a_{J+1})$ への制限 $R_{j}$ はすべての $J=0,1,$ $\ldots,$
$n$ に対し単調とする。た

だし $a0=-\infty$ かつ $a_{n+1}=\infty$ とする。

(4) $R$ の実数でない不動点 $R(z_{0})=z_{0}$ または 2周期点 $R(z_{0})=\overline{z_{0}}$が存在する。

このとき $z0=x_{0}+i^{y_{0}}\in \mathbb{C}\backslash \mathbb{R}$ として

$\int_{-\infty}^{\infty}{\rm Im}\frac{1}{x-z_{0}}f(R(x))dx=\int_{-\infty}^{\infty}{\rm Im}\frac{1}{x-z_{0}}f(x)dx$

がすべての essentially bounded real-valued function $f(x)$ に対し成立する。すなわち、 確
率測度 $d\mu=(1/\pi){\rm Im}(1/(x-z_{0}))dx$ は実軸上の変換 $R$ の不変測度である。

Theorem 1は実質的に次の Theorem 2と Theorem 3を意味する。実際、 Theorem
1の仮定 (1) と (2) より、 $R(x)$ は

$R(x)= \alpha x+\beta-\sum_{k=1}^{n}\frac{b_{k}}{x-a_{k}}$ . (1.1)

と表される。また、$\lim_{xarrow a_{k}}|R(x)|=\infty$ と $\lim_{x\uparrow a_{k}}R(x)=-\lim_{x\downarrow a_{k}}R(x)(k=1,2, . . , n)$

に注意すれば、Theorem 1の仮定 (3) より直ちに、区間 $(a_{J}, a_{J+1})$への制限 $R_{j}$ $:=R|_{(a_{j},a_{l+1})}$

は全ての $J=0,$ 1, . , $n$ に対し狭義単調増加であるか、全ての $j=0,1,$ $\ldots,$
$n$ に対し狭義

単調減少であるかのどちらかである。従って、

$\alpha\geq 0,$ $b_{k}>0(k=1, .,n)$ (1.2)

または
$\alpha\leq 0,$ $b_{k}<0(k=1, \ldots,n)$ (1.3)

のいずれかが成立する。
$\mathbb{C}_{+}=\{z\in \mathbb{C}|{\rm Im}(z)>0\}$ と $\mathbb{C}_{-}=\{z\in \mathbb{C}|{\rm Im}(z)<0\}$ と書くと、 (1.2) の場合は

$R(\mathbb{C}_{+})\subset \mathbb{C}+$ かつ $R(\mathbb{C}_{-})\subset \mathbb{C}_{-}$ となる。 よってこの場合では $R(z_{0})=$ 可ならば $z_{0}\in \mathbb{R}$

となる。同様に、 (1.3) の場合には、 $R(\mathbb{C}+)\subset \mathbb{C}_{-}$ かつ $R(\mathbb{C}_{-})\subset \mathbb{C}+$ となり、 $R(z_{0})=z_{0}$

なら $z_{0}\in \mathbb{R}$ となる。 以上の議論より $i$ Theorem 1は次の Theorem 2と Theorem 3に帰
着される。

Theorem 2. $\alpha\geq 0,$ $\beta\in \mathbb{R},$ $b_{k}>0(k=1, \ldots, n)$ に対し

$R(x)= \alpha x+\beta-\sum_{k=1}^{n}\frac{b_{k}}{x-a_{k}}$

であり、 $R(z_{0})=z_{0}$ を満たす $z_{0}=x0+iy_{0}\in \mathbb{C}\backslash \mathbb{R}$ が存在するとする。
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このとき

$\int_{-\infty}^{\infty}{\rm Im}\frac{1}{x-z_{0}}f(R(x))dx=\int_{-\infty}^{\infty}{\rm Im}\frac{1}{x-z_{0}}f(x)dx$

がすべての essentially bounded real-valued function $f(x)$ に対し成立する Q

Theorem 3. $\alpha\leq 0,$ $\beta\in \mathbb{R},$ $b_{k}<0(k=1, \ldots,n)$ に対し

$R(x)= \alpha x+\beta-\sum_{k=1}^{n}\frac{b_{k}}{x-a_{k}}$

であり、 $R(z_{0})=\overline{z_{0}}$ を満たす $z_{0}=x_{0}+iy_{0}\in \mathbb{C}\backslash \mathbb{R}$ が存在するとする。
このとき

$\int_{-\infty}^{\infty}{\rm Im}\frac{1}{x-z_{0}}f(R(x))dx=\int_{-\infty}^{\infty}{\rm Im}\frac{1}{x-z_{0}}f(x)dx$

がすべての essentially bounded real-valued function $f(x)$ に対し成立する

これらの定理は因数定理を用いて初等的に証明できる。 ここでは Theorem 2の
$\alpha>0,$ $b_{k}>0(k=1, \ldots, n)$ の場合についてのみ証明する。他の場合は少し変形すれば同
様のアイデアで証明できる ([7])。

$\alpha>0,$ $b_{k}>0(k=1, \ldots, n)$ の場合、 明らかにすべての $i=0,1,$ $\ldots,$
$n$ に対し

$R_{j}$ は狭義単調増加であり、 $R_{j}((a_{j)}a_{J+1}))=(-\infty, \infty)$ となる。従って、 $R_{j}$ の逆写像
$R_{j}^{-1}$ が存在して ‘ $R(R_{j}^{-1}(y))=y$ が $j=0,1,$ $\ldots,$

$n$ と $y\in \mathbb{R}$ に対し成立する。 関係式
$R(R_{j}^{-1}(y))=y$ は

$yg(R_{j}^{-1}(y))-h(R_{j}^{-1}(y))=0$ $(j=0,1, \ldots,n, y\in \mathbb{R})$ (1.4)

と書き直される。一方では、 この $\alpha\neq 0$の場合には $yg(x)-h(x)$ は、 $(n+1)$ 次の $x$ の多
項式であるから、 因数定理より

$yg(x)-h(x)=- \alpha\prod_{j=0}^{n}(x-R_{j}^{-1}(y))$ (1.5)

がすべての $y\in \mathbb{R}$ に対し成立する。 この式 (1.5) の両辺を $y$ で微分すれば

$g(x)= \alpha\sum_{i=0}^{n}(R_{i}^{-1})’(y)\prod_{j\neq i}(x-R_{j}^{-1}(y))$

が得られる。 これを (1.5) で割って

$\frac{g(x)}{yg(x)-h(x)}=-\sum_{1=0}^{n}\frac{(R_{i}^{-1})’(y)}{x-R_{\dot{\iota}}^{-1}(y)}$
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を得る。 ここで $x=z_{0}$ とすると

$\frac{g(z_{0})}{yg(z_{0})-h(z_{0})}=\sum_{:=0}^{n}\frac{(R_{i}^{-1})’(y)}{R_{i}^{-1}(y)-z_{0}}$ (1.6)

が導ける。 $h(z_{0})=z_{0}g(z_{0})$ を仮定しているので、 (1.6) 式の左辺は $1/(y-z_{0})$ となる。
従って、 等式

${\rm Im} \frac{1}{y-z_{0}}=\sum_{i=0}^{n}{\rm Im}\frac{(R_{i}^{-1})’(y)}{R_{i}^{-1}(y)-z_{0}}$ (1.7)

を得る。 ここで ${\rm Im}(1/(x-z_{0}))$ は、 $z_{0}\in \mathbb{R}\backslash \mathbb{C}$ より、 $\mathbb{R}$ の上で有界かつ積分可能である。
$R_{1}(a_{i}+0)=-\infty$ と $R_{i}(a_{i+1}-0)=\infty$ に注意すれば、 等式 (1.7) より

$\int_{-\infty}^{\infty}{\rm Im}\frac{1}{x-z_{0}}f(R(x))dx$ $=$ $\sum_{i=0}^{n}\int_{a}^{a}:+1{\rm Im}\frac{1}{x-z_{0}}f(R(x))dx$

$=$ $\int_{-\infty}^{\infty}\sum_{:=0}^{n}{\rm Im}\frac{(R_{i}^{-1})’(y)}{R_{i}^{-1}(y)-z_{0}}f(y)dy$

$=$ $\int_{-\infty}^{\infty}{\rm Im}\frac{1}{y-z_{0}}f(y)dy$

となり、 この場合の証明ができる。

2 応用

不変測度の密度関数が簡明な形で与えられることから、定理の仮定を満たす実軸上の変
換 $(R, \mu)$ の mixing properties や極限定理が既知の結果から導けることを概説する。 こ
こで $\mu$ は、 密度関数 $(1/\pi){\rm Im}(1/(x-z_{0}))$ を持つ確率測度とする。

まず、 $z_{0}=x_{0}+iy_{0}\in \mathbb{C}\backslash \mathbb{R}$ に対し

${\rm Im} \frac{1}{x-z_{0}}=\frac{y_{0}}{(x-x_{0})^{2}+y_{0}^{2}}=\frac{d}{dx}\arctan(\frac{x-x_{0}}{y_{0}})$

が成立することに注意しよう。従って、実軸 $\mathbb{R}$ から区間 $(-\pi/2, \pi/2)$ への写像を

$\varphi(x):=\arctan(\frac{x-x_{0}}{y_{0}})$

と定めれば、 $(-\pi/2, \pi/2)$ の上に導入される変換

$T(t)$ $:=\varphi(R(\varphi^{-1}(t)))$

はルベーグ測度 $\lambda$ を保ち $(T, \lambda)$ は $(R, \mu)$ と測度論的に同型である。従って、実軸 $\mathbb{R}$ の上の
変換 $R$ の ergodic properties は有界区間 $(-\pi/2, \pi/2)$ 上の変換 $T$ の ergodic properties
より導かれる。
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$T$ は区分的に単調であるが、有界区間上の区分的単調かつ区分的に expansiveな変換
については多くの結果が得られている ([1],[2],[4],[5],[6])。簡単な計算により $\backslash$

$t=\varphi(x)$ と
して、

$T’(t)= \frac{|x-z_{0}|^{2}}{|R(x)-z_{0}|^{2}}R’(x)$

が $x\not\in\{a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n}\}$ で成立することが判る。 これを用いて、 以下の事が既知の事実と
の組み合わせにより得られる。 ここで $N(O, \sigma^{2})(y)(\sigma^{2}>0)$ は平均 $0$

、 分散 $\sigma^{2}$ の正規分
布の分布関数とし、 $N(O, O)(y)$ は Dirac measure の分布関数とする。

Theorem 4. (1) 変換 $R(x)$ が定理 1の仮定を満たし、不等式

$\inf_{x\not\in\{a_{1}a_{2}a_{n}\}}\ldots,|\frac{|x-z_{0}|^{2}}{|R(x)-z_{0}|^{2}}R’(x)|>1$ (2.1)

が満たされるとする。
このとき、 $\mu$-可積分関数 $f$ に対し極限

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}f(R^{k}x)=:f^{*}(x)$ (2.2)

が $\mu- a.e$ . に存在し、 その極限 $f^{*}(x)$ の値域は $M$ 個 $(M\in N)$ の点からなる。

(2) 更に、 $f(x)$ が実軸 $\mathbb{R}$ 上の有界変動関数で、 $\nu$ が $\mu$ に関して絶対連続な $\mathbb{R}$ 上

の確率測度とする。 このとき、 $c;\geq 0$ ( $\sum_{i=0}^{M}$ 果 $=1$) と $\sigma_{t^{2}}\geq 0(i=1,2, \ldots, M)$ が存
在し、

$\lim_{n}$
,ノ $\{\frac{1}{\sqrt{n}}\sum_{k=0}^{n-1}(f(R^{k}x)-f^{*}(x))\leq y\}=\sum_{i=1}^{M}$ 砺 $N(0, \sigma_{i^{2}})(y)$ (2.3)

が右辺の連続点で成立する。更に、 $\sigma_{i^{2}}>0(i=1,2, \ldots, M)$ であり $(1+x^{2})(d\nu/dx)$ が
有界変動関数であることを仮定すれば、ある $C>0$ が存在し

$\sup_{y\in R}|\nu\{\frac{1}{\sqrt{n}}\sum_{k=0}^{n-1}(f(R^{k}x)-f^{*}(x))\leq y\}-\sum_{1=1}^{M}$ 砺 $N(0, \sigma_{i}^{2})(y)|\leq\frac{C}{\sqrt{n}}$ (2.4)

が成立する。

(3) $R(x)$ が上の条件を満たし、 deg $(h(x))=n+1$ ならば $(R, \mu)$ は $exact$、 よって
$M=1$ となる。従って、 $f(x)$ が有界変動関数であり、 $\nu$ が $\mu$ に関して絶対連続な $\mathbb{R}$ 上
の確率測度であるなら、極限

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\int\{\sum_{k=0}^{n-1}(f(R^{k}x)-\mu(f))\}^{2}d\mu=:\sigma^{2}$ (2.5)

が存在し、

$\lim_{narrow\infty}\nu\{\frac{1}{\sqrt{n}}\sum_{k=0}^{n-1}(f(R^{k}x)-\mu(f))\leq y\}=N(0, \sigma^{2})(y)$ (2.6)
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が $N(O, \sigma^{2})(y)$ の連続点で成立する。 更に $\sigma^{2}>0$ と $(1+x^{2})(d\nu/dx)$ が有界変動であ
ることを仮定すれば、 ある $C>0$ が存在し

$\sup_{y\in R}|\nu\{\frac{1}{\sqrt{n}}\sum_{k=0}^{n-1}(f(R^{k}x)-\mu(f))\leq y\}-N(0, \sigma^{2})(y)|\leq\frac{C}{\sqrt{n}}$ (2.7)

がすべての $n\in N$ に対し成立する。

3 Examples

定理 2や定理 4の仮定を満たす変換の例について述べる。 $R(z_{0})=z_{0}$ を満たす $z_{0}\in \mathbb{C}.\backslash \mathbb{R}$

が存在するためには、 $R(x)-x$ が各区間 $(a_{i}, a_{i+1})(i=1,2, \cdots n-1)$で狭義単調増大
で、 しかも $R(x)-x=0$ の実数解が $n-1$ 個であることが十分条件となる。 これに注意
すれば、 次の命題が易しい計算で示せる。

Proposition 3.1. $0\leq\alpha<1,$ $b_{k}>0(k=1, \ldots, n),$ $a_{1}<a_{2}<$ $<a_{n}$ に対し

$R(x)= \alpha x+\beta-\sum_{k=1}^{n}\frac{b_{k}}{x-a_{k}}$ (3.1)

とする。 さらに $a_{1}\leq(\beta/(1-\alpha)),$ $a_{n}\geq(\beta/(1-\alpha))$ かつ

$a_{i+1}-a_{i}<\sqrt{\frac{\{b_{i}^{1/3}+b_{1+1}^{1/3}\}^{3}}{1-\alpha}}$ (3.2)

が $i=1,2,$ $\ldots,$ $n-1$ にたいし成立するとする。
このとき、 $R(z_{0})=z_{0}$ を満たす $z_{0}\in \mathbb{C}\backslash \mathbb{R}$ が存在する。

Remark 3.1. 上の条件 (3.2) は、 次の意味で best possible である。変換 $R(x)=\alpha x-$

$(x-a)^{-1}-(x+a)^{-1}$ を考える。 ここで $0\leq\alpha<1$ かつ $a>0$ とする。 このとき、 初等
的な計算により、 $R(x)$ が $R(z_{0})=z_{0}$ を満たす $z_{0}\in \mathbb{C}\backslash \mathbb{R}$ を持つための必要十分条件
は但勿が満たされることであることが判る。

Example 1. 変換 $R(x)=\alpha x-bx^{-1}$ $(0\leq\alpha<1, b>0)$ を考える。 $\psi(x)=\sqrt{b}x$ と
おくと、 $\psi^{-1}(R(\psi(x)))=\alpha x-x^{-1}$ となり、 $b=1$ と仮定して一般性を失わない。 この変
換 $R(x)=\alpha x-x^{-1}$ は Proposition 3.1の仮定を満たすが、不動点 $z_{0}\not\in \mathbb{R}$ を直接計算す
ると、 $z_{0}=iy_{0}=i\sqrt{1}/(1-\alpha)$ となる Q Theorem 2より $d\mu=\pi^{-1}{\rm Im}(1/(x-iy_{0}))dx$ は
変換 $R$ の不変確率測度となる。

一方で、

$\frac{|x-z_{0}|^{2}}{|R(x)-z_{0}|^{2}}R’(x)=\frac{\alpha x^{2}+1}{\alpha^{2}x^{2}+1-\alpha}\geq\min(\frac{1}{\alpha},$ $\frac{1}{1-\alpha})>1$ (3.3)
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が成り立つので、 $R(x)=\alpha x-x^{-1}(0<\alpha<1)$ は丁肋 orem 4の仮定を満たす。更に、
変換 $R$ は、 各区間 $(a_{i}, a_{i+1})$ 上で ontoであるから exact となり、 $M=1$ となる。

$\alpha=0$ の場合には $i=\sqrt{-1}$ が不動点となる。 ところが区間 $(-\pi/2, \pi/2)$ に移された
変換 $T$ は

$T(t)=\{\begin{array}{ll}t+\pi/2, (-\pi/2<x<0)t-\pi/2, (0<x<\pi/2)\end{array}$

となり、 (丁, $\lambda$ ) も $(R, \mu)$ も ergodic ではないことが判る。

Example 2. $\mathbb{R}$ 上の変換

$R(x)= \alpha x-\frac{1}{x-1}-\frac{1}{x+1}$ $(0\leq\alpha<1)$

を考える。 このとき、 $y_{0}=\sqrt{(1+\alpha)}/(1-\alpha)$ として $R(iy_{0})=iy_{0}$ が成立する。
$0<\alpha<1$ のときには、 Example 1と同じように

$\frac{|x-z_{0}|^{2}}{|R(x)-z_{0}|^{2}}R’(x)=\frac{\alpha(x^{2}-1)^{2}+2x^{2}+2}{\alpha^{2}(x^{2}-1)^{2}+(1-\alpha)^{2}x^{2}+(1-\alpha)(1+\alpha)}$

$\geq\min(\frac{1}{\alpha},$ $\frac{1}{1-\alpha})>1$

が $x\neq\pm 1$ に対し成立し、 Theorem 4の仮定俘 1) が満たされる。 またこの場合には、
Example 1の $0<\alpha<1$ の場合と同じように変換は exact となり、 $M=1$ である。

$\alpha=0$の場合には

$\frac{\alpha(x^{2}-1)^{2}+2x^{2}+2}{\alpha^{2}(x^{2}-1)^{2}+(1-\alpha)^{2}x^{2}+(1-\alpha)(1+\alpha)}=2$ (3.4)

であり、 この場合も仮定 (2.1) が満たされる。更に、

$T(t)=\{\begin{array}{ll}2t+\pi (-\pi/2<t<-\pi/4),2t (-\pi/4<t<\pi/4),2t-\pi (\pi/4<t<\pi/2)\end{array}$

が示される。 この変換 (丁, $\lambda$) はすべての区間を有限回の iteration で全区間に写すので
exact である。従って、 $(R, \mu)$ も exact であり、 $M=1$ となる。

定理 3の仮定を満たす変換については、次の事実に注意すれば、定理 2の仮定を満た
す変換と対応していることが判る。

Remark 3.2. $R(x_{0}+iy_{0})=x_{0}+iy_{0}$ ならば. $\tilde{R}(z)=-R(z)+2x_{0}$ とすれば、 $\tilde{R}(x_{0}+iy_{0})=$

$x_{0}-iy_{0}$ が成立する。
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