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1 はじめに

フィードバックをもつガウス型通信路の容量について過去何度も報告しているの
でその詳細な定義は省略する. もし厳密な定義を必要とする場合は他の報告書を参
照していただきたい. フィードバックをもつ有限ブロック長容量は次のように定義
される.

$C.,r \theta/J(P)=\max\frac{1}{2n}lo^{g\frac{|R_{\lambda}^{(,1)}+R^{(\prime\prime.)},_{d}|}{|R_{/}^{(\cdot t\cdot)}r_{J}|}}$

ただし $|\cdot|$ は行列式を表し、最大値は

$Tr[(I+B)R_{\lambda}^{(\prime\prime)}(I+B)^{t}+BR_{Z}^{(1)}B^{t}]\leq n,P$

を満たす狭義下三角行列 $B$ と非負対称行列 $R_{X}^{(n)}$ についてとる. 同様にフィードバッ

クがないときには容量 $C,z(P)$ は $B=0$ としたときの最大値である. これらの条件
の下で Cover and Pombra [6] は次を得た.

Proposition 1 (Cover and Pombra [6]) 任意の $\epsilon>0$ に対して各 $n=1,2,$ $\ldots$

でブロック長 $?l$ で $2’$
) $(\zeta_{n.F\partial.Z}’(P)-\epsilon)$ 個の符号語が存在して $narrow\infty$ のとき $Pe^{(\prime 1)}arrow 0$

とできる. 逆に任意の $\epsilon>0$ とブロック長 $n$ で $2^{\prime\prime(C\cdot.\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}(P)+\zeta)}\mathfrak{n}.\Gamma B’$ 個の符号語からなる

任意の符号の列に対しても $Pe^{(\iota\cdot)}arrow 0(narrow\infty)$ が成り立たない. これはフィード

バックをもたない場合も成り立っ.

$C_{t},/4(P)$ は正確に得られている.
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Proposition 2 (Gallager [10])

$C,,z(P)= \frac{1}{2n}\sum_{i\cdot=1}^{A:}\log\frac{nP+r_{1}+.\cdots+r_{A_{r}^{\backslash }}}{kr_{j}}$ ,

ただし $0<?_{1}\leq r_{2}\leq\cdots\leq r$ は $R_{J}^{t^{\prime\iota)}}$, の固有値、 $k(\leq n)$ は $nP+r_{1}+r_{2}+\cdots+\cdot\iota:>$

$kr_{A:}$ を満たす最大整数である.

ところで $C_{r’.l^{l}’ l;,7\prime}(P)$ . は正確には得られていないので、今まで多くの人々によって
様々な形の上界が得られている $([1].\acute[2]:[3]: [6]_{:}[8].[9].[14]. [1\check{0}].[17]’.[18]_{:}[19]_{:}[4])$. 以下
計算の都合上、対数は自然対数を用いることにする.

2 Question 1
$Q_{llestion1}$

$C,. \int\prime\prime 3^{r_{J}}/(P)\leq C^{r}’./r(2P)$ ?

今まで次の結果が得られている.

Theorem 1 (Cover-Pombra [6])

$C)I^{t^{1}} \gamma\}^{r_{J}}/(P)\leq 1nint^{2c_{t},\nearrow_{\text{ノ}}(P),r_{J}}C!\prime_{1}/(P)+\frac{1}{2}\log 2\}$.

Theorem 2 (Chen-Yanagi [1])

$C_{l}.z(2P) \leq\min$ { $2C_{l./}’(P),$ $C_{l}.z(P)+ \frac{1}{2}$ log2}.

Theorem 3 (Chen-Yanagi [1])

$C_{2,l^{2}’\prime t.7,}(P)\leq C_{2,/}(2P)$ .
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3 Question2
Definition 1任意の $\alpha,$ $\beta\geq 0(\mathfrak{a}+\beta=1)$ と任意のガウス雑音 $Z_{1},$ $Z\underline{\cdot\supset}$ に対して

$R\sim=\alpha R_{7_{rl}}/\ovalbox{\tt\small REJECT}+\beta R’/\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\sim})$ とおく. このときガウス雑音 $\tilde{Z}$ をもつ通信路を混合型ガウス型

通信路という.

Question 2
$C_{t,\Gamma/Z,\tilde{7_{l}}}(P)\leq\alpha C..\Gamma\Pi,7_{r1}(P)+\beta C_{t,\Gamma\prime 3.7_{\text{ノ}2}}(P)$ ?

今までは次の結果が得られている.

Theorem 4 (Yanagi-Chen-Ytl [19])

$C_{1\overline{7_{4}}}(P)\leq\alpha C_{/}|\mathfrak{l}’:1(P)+\beta C_{l_{\{}/\cdot)}J_{\vee}(P)$.

Theorem 5(Yanagi-Chen-Yu [19]) $P=\alpha P_{1}+\beta P_{-}$, を満たす $P_{1},$ $P_{2}\geq 0$ が存

在して
$C_{l},pB.\check{Z}(P)\leq\alpha C_{1^{j}’\prime_{-i,Z_{1}}}).(P_{1})+\beta C_{.,F\Pi.7_{\text{ノ}2}},(P_{2})$.

が成り立っ.

Theorem 6 (Yanagi-Chen-Yu [19]) 次の (a) 又は (b) の条件があれば $Q_{t\prime}.estion$

$Z$ が成り立っ.

(a) $R_{7_{1}}$ の ?7$\cdot$ 行 $?t$ 列を除いた部分行列と $R_{7_{r2}}$. のそれが一致する.

(b) 2がホワイト型である. 即ち $R_{/}\sim$, が対角行列である.

4 Question3
Question 3任意の $P_{1},$ $P_{2}\geq 0$ と任意の $\alpha,$ $\beta\geq 0(\alpha+\beta=1)$ に対して

$\alpha C_{t\cdot.\Gamma\Pi./}’\prime 1(P_{1})+\beta C_{.l^{\tau}D_{:}7_{2}},\urcorner(P.)$

$\leq C_{l}.l,$ $lJ’/ \sim J(\alpha P_{1}+\beta P_{2})\underline{\iota}\frac{1}{2n}\log\frac{|R_{/}\sim\prime|}{|R_{/}\prime||^{a}|R,_{r’-},|^{\theta}}$ ?
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今まで次のような結果が得られている.

Theorem 7 (Chen-Yanagi [3]) $Z_{1}=Z_{2}$ のとき成り立つ. 即ち $C_{\uparrow,I^{r^{\backslash }}Tt./}J(\cdot)$ の凹

性が成り立っ.

$\alpha C,,,F^{\cdot}l3,Z(P_{1})+\beta C,,.FJ,/J(P_{2})\leq C,,.\Gamma B,Z(\alpha P_{1}+\beta P_{2})$ .

Theorem 8 (Yanagi-Yu-Chao [20]) $P_{1}=P_{2}$ のとき成り立っ. 即ち

$\alpha C_{tI^{l}’ T.3.Z_{1}:}(P)+\beta C_{n_{:}\Gamma l_{:}Z_{Z}}.(P)\leq C_{f},.\int^{\neg}/\Pi_{:}’/-’(P)+\frac{1}{2n}$log $\frac{|R_{/}\sim\prime|}{|R_{Z_{1}}|^{\alpha}|R_{7_{2}}\lrcorner|\prime\prime}$

Theorem 9 ($Yanagi-Y\iota|$-Chao[20])

$\alpha C_{1\prime\prime l,/l}l_{i}l(P_{1})+\beta C_{\eta},z_{2}(P_{2})\leq C,$ I’.
$’ \sim’(\alpha P_{1}+\beta P_{2})+\frac{1}{2n}\log\frac{|R/- J|}{|R_{/}\lrcorner 1|^{\alpha}\vee|R_{/z}J|^{l^{J}}}$ .

Theorem 10 (Yanagi-Yu-Chao [20])

$c \iota’C,,\prime 1(P_{1})+\mathcal{B}C,(P_{2})\leq C_{l},\tilde{7_{J}}(\alpha P_{1}+\beta P_{2})+\frac{1}{2}\log 2+\frac{1}{2n}$ log $\frac{|R_{\swarrow^{-}}|}{|R_{Z_{1}}|^{r}|R_{/_{\sim}}\prime.,|’\prime}$

Theorem 11 $(Yanagi- Yu-Chao[20])$

$\alpha C_{v,\Gamma\Pi./}\prime r1(P_{1})+\beta C_{\Gamma B,Z_{2}}1,(P_{2}),’\prime J$ log $\frac{|R/- J|}{|R_{Z_{1}}|^{\alpha}|R_{/}r_{J\sim}|/^{1}}$

5 Kim の結果

Definition 2 $Z=\{Z_{i}.;i=1,2, \ldots\}$ が first order moving avemge Gaussia.$n$ ch.annel
であるとは次のような 3つの同値な条件をみたすことである.

(1) $Z_{i}=\alpha U_{i-1}+U_{j},i=1,2,$ $\ldots$ , ただし $U_{j}$. $\sim N(0,1)$ は $i.i.d$ とする.
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(2) Spectral density function $(SDF)f(\lambda)$ は次で与えられる.

$f( \lambda)=\frac{1}{2\pi}|1+\alpha e^{-j.\lambda}|^{\underline{o}}=\frac{1}{2\pi}$ ( $1+\alpha^{2}\neq 2\alpha$ cos $\lambda$ ).

(3) $Z_{1}$. $=(Z_{1},.Z_{2}, \ldots, Z_{n}.)\sim R,(0, K_{7_{l}}),$ $n\in N$ , ただし cova幅 ance ma御 x $R_{7_{J}}$ は

次で与えられる.

$R_{7_{J}}=(\begin{array}{llllllll}1+ \alpha^{2} \alpha 0 \vdots 0\alpha 1+ \alpha^{2} \alpha \vdots 00 \alpha l+ \alpha^{2} \vdots 0\vdots \vdots \vdots \vdots \alpha 0 0 0 \vdots \alpha^{2}1+\end{array})$ .

このとき $Z$ の entropy rate は次のように計算される.

$h(Z)$ $=$ $\frac{1}{4\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\log\{4\pi^{2}ef(\lambda)\}d\lambda$

$\frac{1}{4\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\log\{2\pi e|1+\alpha e^{-1:\lambda}|^{2}\}d\lambda$

$=$ $\frac{1}{2}\log(2\pi e)$ if $|\alpha|\leq 1$

$\frac{1}{2}\log(2\pi e\alpha^{2})$ if $|\alpha|>1$ .

ここで最後の計算は次の $Poisson^{:}s$ integral formula を用いている.

$\frac{1}{2\pi}/-\pi\pi$ log $|e^{i\lambda}-\alpha|f\lambda=0$ if $|\alpha|\leq 1$ ,

$=$ log $|\alpha|$ if $|\alpha|>1$ .
MA(1) Gaussian noise をもつ Gaussian channel の capacity は次で定義されている.

$C_{7_{J}.\Gamma l},(P)= \lim_{\prime 1.arrow\infty}C_{t,Z,\Gamma B}(P)$ .

最近 $I\backslash im$ は初めて feedback をもつ Gaussian channel の capacity を求めた.

Theorem 12 (Kim [12])

$C_{/.\Gamma IJ}’$
ノ

$(P)=-\log x_{0}$ ,

ただし $x_{0}$ は次の 4次方程式の正の唯一解である;

$Px^{2}=(1-x^{2})(1-|\alpha|x)^{2}$ .
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6 Question 1の反例

Kim [13] はまた Conjecture 1の反例を得た.

$f_{/} \prime J(\lambda)=\frac{1}{4\pi}|1+e^{i.\lambda}|^{2}=\frac{1+\cos\lambda}{2\pi}$,

のとき:input は
$f_{\backslash } \cdot(\lambda)=\frac{1-\cos\lambda}{2\pi}$ ,

ととればよいことがわかっているので: output は

$f_{Y}( \lambda)=f_{X}(\lambda)+f_{Z}(\lambda)=\frac{1}{\pi}$ .

:こなることがわかる. したがって nonfeedback capacity は

$C_{/}r_{l}(2)$ $=$ $\frac{1}{4\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\log\frac{f_{1}\cdot(\lambda)}{f,_{J}(\lambda)}d\lambda$

$=$ $\frac{1}{4\pi}\int_{-\pi}^{\pi}$ log $\frac{4}{|1+e^{j\lambda}|^{2}}d\lambda$

$=$ $\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\log\frac{2}{|1+e^{1\lambda}|}d\lambda$

$=$ $\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\log 2d\lambda-\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}$ log $|1+e^{i\lambda}|d\lambda$

$=$ $\frac{1}{2\pi}2\pi\log 2-0$

$=$ log2

である. 一方 feedback capacity は次のようになる.

$C_{Z.\Gamma/?}(1)=-\log x_{0}$ ,

ただし $x_{0}$ は 4次方程式
$x^{2}=(1+x)(1-x)^{3}$ .

の正の唯一解である. ここで $x_{0}< \frac{1}{2}$ であるので次が成り立っ.

$C_{7_{J},\Gamma l3}(1)=-\log x_{0}>\log 2=C_{/}’(2)$ .

これは Question 1の反例になっている. また

$C_{n.0\cdot Z.1t\prime 3}(1)>C_{t0\cdot 7_{J}}(2)$ .

となる $?1_{0}\in N$ が存在することもわかる.
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7 Appendix
POiSS01価 $s$ integral formula を初等的な方法で証明を与える.

Proposition 3

$\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\log|e^{j.\lambda}-\alpha|d\lambda$ $=$ $0$ if $|\alpha|\leq 1$ ,

$=$ log $|\alpha|$ if $|\alpha|>1$ .

Proof. $I(\alpha)$ を次のようにおく.

$I( \alpha)=\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\log|e^{i\lambda}-\alpha|d\lambda=\frac{1}{4\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\log(1+\alpha^{2}-2\alpha\cos\lambda)d\lambda$ .

$I(\alpha)=0$ であることに注意する. ここで

$I’( \alpha)=\frac{1}{4\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\frac{2\alpha-2\cos\lambda}{1+\alpha^{2}-2\alpha\cos\lambda}d\lambda=\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\frac{\alpha-cos\lambda}{1+\alpha^{2}-2\alpha\cos\lambda}d\lambda$ .

$\tan\frac{\lambda}{2}=t$ と置換すると

$I’(a)$ $=$ $\frac{1}{\pi}\int_{-\infty}^{\infty}\{\frac{(\alpha^{2}-1)/(2\alpha)}{(1+\alpha)- t-+(1-\alpha)^{2}}+\frac{1/(2\alpha)}{1+t^{2}}\}dt$

$\frac{(\alpha-1)|1+\alpha|}{2\alpha(1+\alpha)|1-\alpha|}+\frac{1}{2\alpha}$ .

$|a|\leq 1$ のとき
$I^{l}( \alpha)=-\frac{1}{2\alpha}+\frac{1}{2\alpha}=0$ .

したがって $I(\alpha)=c$ . $I(0)=0$ だから $c=0$ . よって $I(\alpha)=0$ となる.
$|\alpha|>1\sigma)\text{と_{}c_{-}}^{*}$

$I’( \alpha)=\frac{1}{2\alpha}+\frac{1}{2\alpha}=\frac{1}{\alpha}$ .

したがって $I(\alpha)=\log|\alpha|+c$ . $I(1)=0$ だから $c=0$ . よって $I(\alpha)=\log|\alpha|$ . q.e.d.
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