
量子統計と双対性 : 圧力・エネルギー不等式を中心にして
– 変換・拡張による純正則化 –

東理大理 鈴木増雄

今回, 参加者の専門分野が数学, 情報, 物理, 教育と大変広領域になっており, ま
た, 話したいことも多々あるので, 表題を拡張して, 次の 3つのトピックスについて
キーポイントを講演することにした.

\S 1. はじめに
昨年 12月 9日 (土) に, 岡山の林原フオーラム 2006, 一般講演会で, 筆者は次のタ

イトルの講演を行った :
「準結晶, ペンローズ格子と広中の特異点解消定理」
一口でこの話の要点を述べると, それは次のキャッチコピーで表される :
[変換拡張による純正則化 (just $regularization$)」
現実の対象や現象が特異なものであってもそれを生み出すもとになる対象や現象は対
称性の良い規則的なものであることが多い. そのからくりがわかると, ことの本質が
わかることになる. そのような元になるものを探す一般的戦略をここでは,
「理論科学の正則化原理 (Regularization Principle of Constructing Theoretical
$Sciences)\lrcorner$

と呼ぶことにする. その具体的な方法は, 個々の対象や現象に応じて工夫しなければ
ならない. しかし, それらに共通した戦略は, 上にキャッチコピーとして述べた「変
換拡張」という概念である. これらの関係を体系的に論じるのは別の機会に譲るこ
とにして, ここでは, 典型的な例を挙げて, 上の原理の要点を説明したい.
a) 準結晶 (特にペンローズ格子) の正則化
周期性のない, 一見不規則に見える (しかし, 回転対称性や反転対称性を持ってい

る) 準結晶は, ペンローズによると, より高次元の結晶 (規則格子) を射影して出来る
格子である. もっとも簡単な 1次元フィボナッチ格子 (格子間隔がフィポナッチ数を用
いて表される格子) は 2次元正方格子を適当に斜めに射影して生成される.
b) 広中の特異点解消定理
数学的証明を直に学ばずに, 広中先生の講演などを通して通俗的に理解した範囲で

も, その証明の一般性と奥深さに魅了される. 広中先生の讐え話によると, 3次元の
ジェットコースターは交叉することがない滑らかな曲線であるが, それを水平面に射
影すると特異点のある曲線になる. 逆に, 特異点は次元を拡張することによって解消
される. これを一般の場合に数学的に具体化するには多大の困難があったと聞いてい
るが, その方法論の哲学的な戦略は他の分野でも利用可能である. また, すでに, い
ろいろな分野で互に独立に今までそれはしばしば使われてきた. こういう人間の思考
形式考え方は一般的であり, 普遍的である. そこに文化としての数学の力強さと魅
力があるのではなかろうか.
c) フェルマーの定理の証明と谷山・ヴェーユの予想
数学の分野で 250年来の難問であった「フェルマーの定理」が最近ワイルズによっ

て解決されたが, その糸口になったのは, 数十年も前の日本の若き数学者谷山の予想
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(整数論の難問と解析学の難問との関係等価性の発見) である.

d) 量子モンテカルロ法と ST変換
筆者自身の研究の大半もこの線上にあると言ってもよい. すなわち, 筆者の博士論

文 (1966年 3月) の中で提唱した “ペア積近似” (pair product approximation) は, 筆者
のその後の指数積公式の一連の研究の始まりである (トロッターの公式は当時知らな
かった). 数学ではトロッター公式は演算子関数の収束性の証明などに使われていたが,
筆者が物理, 特に統計力学の分野で利用した方法は, より実用的なものであった. $d$次
元の量子系を, 拡張されたトロッター公式を用いて, 完全直交系を途中に挿入するこ
とにより, $(d+1)$ 次元古典系に変換 (ST変換) し, その変換された古典系を研究すると
いうアイディアである 1). [有限温度の量子モンテカルロ法」の一般論は, このアイディ
アに基づいて, 1976年筆者によって提案された. 難しい問題を変換しても, やさしい
問題になるわけではないが, 見方が変り, 扱いが可能になることが多い (逆に, $d$次元
古典系を $d-1$ 次元量子系に変換する (転送行列法を用いる) ことにより厳密解が求ま
ることもある 1). オンサーガーの解いた 2次元イジング模型はその良い例である 1)).
この他にも, 臨界現象のくり込み群の理論における「次元正則化」 (トフート等),

素粒子の超弦理論における高次元化, 可逆な力学系のマクロな変数空間への射影とし
て不可逆過程を捉えること, カオス生成の元になる解析的マップの考案なども上の一
般的な戦略の例としてみなすことが出来る.
その他, 例をあげるときりがないので, この変換拡張というアイディアの重要性

を強調してこの節を終わることにする.

\S 2. 理想気体に対する圧力エネルギー不等式について
これが講演表題のトピックスである. 理想気体でも, 量子効果 (フェルミ統計, ボース
統計) により, いろいろと面白い性質 (例えば, ボースーアインシュタイン凝縮, BEC)
が現れる. 長い間, ビリアル展開の 2次までの計算結果から, 同一温度で同一粒子数
密度の理想フェルミ系, ボース系, 古典系の圧力, エネルギーをそれぞれ $p_{\Gamma},$ $p_{B}$ , Pcl
および $E_{\Gamma},$ $E_{B},$ $E_{c1}$ とすると, これらの間には,

$p_{\Gamma}>p_{c1}>p_{B}$ , $E_{\Gamma}>E_{c1}>E_{B}$ (2.1)

という不等式の成立することが知られていた (BECが起こる低温では, 益々, $p_{B}$ や $E_{B}$

は小さくなる). 筆者は, 十数年前, 東大で統計力学を講義しているときに, これらの
不等式が, 任意の粒子数密度に対しても (すなわち, 無限次までのビリアル展開に対し
て) (2.1) 中の圧力不等式が一般的な条件で (エネルギーが離散的な場合も含めた条件
で) 証明できることに気づいた 1,2). その証明のキーポイントは, 各系の粒子数密度が
同じであるという条件を用いて, 異なる統計にしたがう系の状態和を一つの系のパラ
メータ (化学ポテンシャル, フガシティ) で表現し変換することである 1). また, (2.1)
のエネルギー不等式は, 条件を強くして理想気体のエネルギースペクトルが $\epsilon_{p}=ap^{k}$

$(a>0, k>0)$ という条件の下に導かれるベルヌーイの式 $pV=(k/d)E$ から示され
る 3). ただし, $P,$ $V,$ $E,$ $d$ は圧力, 体積, エネルギー, 系の次元を表す. すなわち,

$P\propto E$ より, 上の強い条件の下では 2つの不等式は等価である.
さて, この講演では, 上の強い条件をはずして全く一般的なエネルギー分布 $\{\mathcal{E}j\}$

で, しかも有限個の粒子系に対しても, 同様のエネルギー不等式が, カノニカル集団
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の方法を用いて導かれることを論じた. 理想系の粒子数 $N$ を指定したカノニカル集団
の状態和は, フェルミ統計, ボース統計, 古典統計に対して

$Z_{\Gamma}(N)= \frac{1}{2\pi i}\oint\frac{1}{\lambda^{N+1}}\prod_{j}(1+\lambda e_{j})d\lambda$ ,

$Z_{B}(N)= \frac{1}{2\pi i}\oint\frac{1}{\lambda^{N+1}}\prod_{j}(1-\lambda e_{j})^{-1}d\lambda$ ,

$Z_{c1}(N)=( \sum_{j}e_{j})^{N}$ ; $e_{j}=\exp(-\beta\epsilon_{j})$ (2.2)

と表される. これらの式から, 顕わに,

$Z_{\Gamma}(N)= \sum_{i_{1}<i_{2}<\cdot\cdot<i_{N}}.e_{i_{1}}e_{i_{2}}\cdots q_{N}$
,

$Z_{B}(N)= \sum_{t_{1}\leq i_{2}\leq\cdot\cdot\leq i_{N}}.e_{i_{1}}e_{i_{2}}\cdots e_{i_{N}}$
,

$Z_{c1}(N)= \sum_{i_{1},i_{2},\ldots,i_{N}}e_{i_{1}}e_{i_{2}}\cdots e_{1_{N}}$
, (2.3)

と求められる. これらの表式より,

$Z_{d}(N)=Z_{\Gamma}(N)+Z_{B}(N)+Z_{\Gamma B}(N)$ (2.4)

のように書けることがわかる. ただし, $Z_{\Gamma B}(N)$ は, $Z_{\Gamma}(N)$ と $Z_{B}(N)$ の中間の性質を
持った “部分状態和’‘であり,

$Z_{FB}(2)=0$ , $Z_{\Gamma B}(N)>0$ $(N\geq 3)$ (2.5)

を充たす. さらに,

$Z_{B}(N)=Z_{\Gamma}(N)+Z_{D}(N)$ , $Z_{B\Gamma\backslash }(N)=(N!-2)Z_{\Gamma^{\tau}}(N)+Z_{B\Gamma,D}(N)$ (2.6)

とも書ける. ただし, $Z_{D}(N),$ $Z_{B\Gamma,D}(N)$ は縮退効果を表す正の量である $(Z_{D}(N)>0$ ,

$Z_{B\Gamma,D}(N)>0)$ . しかも, 低温になる程, また $N$ が大きくなる程, $Z_{D}(N)$ の寄与が急
激に大きくなり, BEC が起こる. $Z_{\Gamma,B,\Gamma B}’$

.
$=-\partial Zp_{:}B,\Gamma B/\partial\beta$ とおくと,

$E_{c1}= \frac{Z_{\Gamma}’(N)+Z_{B}’(N)+Z_{\Gamma B}’(N)}{Z_{\Gamma}(N)+Z_{B}(N)+Z_{PB}(N)}$ (2.7)

となる. ここで, 次の定理が適用できる $:\%>0(i=1,2, \cdots n)$ とし, 」$a_{1}b$ $ka_{2}$

$a_{n}^{L}b$ の最小を & $\cdot$

n’ 最大を亀 o とすると, 次の不等式

$R_{\min} \leq\frac{b_{1}+b_{2}+\cdot.\cdot.\cdot.+b_{n}}{a_{1}+a_{2}++a_{n}}\leq R_{\max}$ (2.8)
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が成立する. これらの式をいろいろと組み合わせて, $E_{\Gamma}>E_{c1}>E_{B}$ が示される.
さらに, 上ですでにふれた通り, $N=2$ のときは, $Z_{c1}(2)=Z_{\Gamma}(2)+Z_{B}(2)$ という

相対関係が導かれる. $N\geq 3$ では, (2.4) という拡張された相対関係が成り立つ.
以上の議論では, 圧力, 全系のエネルギーなどの巨視的な性質に着目して, フェル

ミ統計とボース統計の間の相対性を問題にした. ここで最後に, そもそもフェルミ統
計およびボース統計に従う素粒子の本質的な物理的属性は何かという問題を簡潔に論
じてみたい. 勿論, 教科書にあるように, スピンと統計, 波動関数の対称性 (対称・反
対称) などは, これら 2つの統計の特性を規定する基本であることは言うまでもない.
ここで強調したいのは, もっと直感的な属性のことである. 量子論的にフェルミ統計
に従う素粒子は, もともと古典的な描像としては「粒子」であると考えられる. 陽子,
中性子, 電子などはその良い例である. 一方, 量子論的にボース統計に従う素粒子は,
古典的な描像としては「エネルギー」すなわち「力」を表すものと考えられる. 光子
(電磁波), 重力子, 中間子 (核力) などはその良い例であろう 4,6) (複合粒子としての原
子の統計性については, これらの議論の対象外である).

\S 3. Shr\"odinger Equation of Composite Particles Intercting with
Electromagnetic $Field\theta$ )

2つの粒子系に対しては, 相対座標と重心座標に分けると便利であることはよく知られ
ている. これを任意の $\nu$ 個の粒子に拡張する場合には, 非可換な演算子に対する次の
2種類の公式に気づくとよい 6).

$\sum_{j=1}^{\nu}(p_{j}-eA)^{2}=\frac{1}{\nu}(P-\nu eA)^{2}+\sum_{j=1}^{\nu}(\frac{1}{\nu}P$ 一 $p_{j})^{2}$ (3.1)

および,

$\sum_{j=1}^{\nu}$ Oz $-eA)^{2}= \frac{1}{\nu}(P-\nu eA)^{2}+\frac{1}{\nu}\sum_{\langle ij\rangle}^{\nu}(p_{i}-p_{j})^{2}$ (3.2)

ただし, $p_{j}$ は粒子 $j$ の運動量演算子, $A$ は電磁場を表すベクトル演算子, および

$P= \sum_{j=1}^{\nu}p_{j}$ (全運動量演算子). (3.3)

さらに, 相互作用 $V= \sum_{\langle ij\rangle}U(r_{i}-r_{j})$ のある系のハミルトニアン $\mathcal{H}$

$\mathcal{H}=\frac{1}{2m}\sum_{j=1}^{\nu}p_{j}^{2}+\sum_{(1j\rangle}U(r_{i}-r_{j})$ (3.4)

を考えると, これは, 上の (3.1) 式または (3.2) 式を用いることにより, 全運動量およ
び相対座標と相対運動量で表すことが出来る. これから, 多体系の複合粒子的な取り
扱いに対する, いろいろな見方が出来る. たとえば, 豊田氏 7) の BCS秩序パラメータ
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に関する時間に依存した GL方程式は, 上の立場では, 形式的に簡単に代数的関係式
として導かれるものであり, 質量などをくり込まないとそのままではクーパー対に対
応する式にはなっていない. 詳しくは文献 6) を参照して欲しい.
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