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1 Introduction
Banach空間 $X$ の von Neumam-Jordan定数 ($C_{NJ}(X)$ と表記) に関する結果は最近 M.
Kato, Y. Takahashi 等の結果がある ([8], [9], [10], [16], また, 古典的な結果としては, [3],
[6] が挙げられる). 特に, 彼等は様々な空間で, $C_{NJ}(X)$ の値の計算と評価を与え, 並 om
non-square性, super-reflexive性, type, cotype のような $X$ の性質が定数 $C_{Nj}(X)$ によっ
て記述できること示した.
具体的, $L_{p}$ に対して $C_{Nj}(L_{p})$ の値を計算すると, $C_{NJ}(L_{p})=2^{2/\min\{p,p\}-1}(Clarkson[3])$

が知られている. ここで, $1\leq P\leq\infty,$ $1/p+1/p’=1$ とする. 一般に, $1\leq C_{NJ}(X)\leq 2$

で, もしも, $X$ が Hilbert 空間となるための必要十分条件は $C_{NJ}(X)=1$ (Jordan-von
Neumann[6] $)$ であることが知られる. 本研究では, $C_{Nj}(X)$ の値が 1に近いところでの
Banach空間 $X$ の幾何学的性質について調べたい.
いま, 記号 $\overline{C}_{NJ}(X)$ で $X$ 上で元のノルムと同値となる全てのノルムに関する値 $C_{Nj}(X)$

の下限を表すことにすると, 「$\overline{C}_{NJ}(X)=1$ となるような Banach空間は如何なる空間か?」
という問題が考えられる. このような空間は Hilbert 空間か? e.t.c.. 結論を言えば, 我々
は, これに対して, 反例を与えることができる ([13]), つまり, $\tilde{C}_{NJ}(X)=1$ は成り立つが,
$X$ は如何なる Hilbert空間にも位相同型にはならない Banach空間の例を与えることがで
きる.
他に, $\tilde{C}_{NJ}(X)$ を用いた Banach空間の特徴付けを与えた研究として, Y. Takahashi and

M. Kato [17] のものがある 彼等は $\tilde{C}_{NJ}(X)$ の値によって $L_{p}$ の部分空間 (或いは商空
間) と位相同型となる B{m枢土空間の特徴付けを与えた.
本研究での我々の目的は, 超平面対称変換 (hyperplanary symmertry) の概念を導入し

て, これと Banach空間に登場する種々の直交性の概念を通して $C_{NJ}(X)$ の値が 1に近い
ところでの Banach空間の幾何学的性質を調べることにある.

2 Preliminaries
$X$ を実 Banach空間とし, $X^{*}$ をその双対空間とする. また, $B(X)$ を $X$ の単位球 $B(X)=$
$\{x\in X : ||x||\leq 1\}$ と表し, $S(X)$ を $X$ の単位球面 $S(X)=$ {$x\in X$ : |国| $=1$} を表すこ
とにする.

定競 1. $X$ に対する von Neumann-Jordan (NJ-)定数 $C_{NJ}(X)$ (Clarlson [3]) は次の不等
式が成り立つ定数 $C$ の最小値を表す:

$\frac{1}{C}$ く $\frac{||x+y||^{2}+||x-y||^{2}}{2(||x||^{2}+||y||^{2})}\leq C$ $\forall x,$ $\forall y\in X,$ $(x,y)\neq(-, 0)$ .
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更に, $\overline{C}_{NJ}(X)$ で $X$ 上で元のノルムと同値となる全てのノルムに関する値 $C_{NJ}(X)$ の下
限を表すことにする.

$C_{NJ}(X)$ に対して次の結果が知られている:

(i) $C_{NJ}(X)=C_{NJ}(X^{*})([10])$ .

(ii) $1\leq C_{NJ}(X)\leq 2$ ; $X$ が Hilbert 空間となるための必要十分条件は $C_{NJ}(X)=1$
(Jordan-von Neumam[6]).

(\"ui) $1\leq P\leq\infty,$ $1/P+1/p’=1$ とすれば, $C_{NJ}(L_{p})=2^{2/\min\{p,p’\}-1}(Clarkson[3])$

次に本研究の鍵となる重要な概念「超平面対称変換」を導入する. いま, $x_{0}.\in X$ ,
$x_{0}^{*}\in X^{*},$ $x_{0}^{*}(x_{0})\neq 0$ とすれば, この $x_{0}^{*}$ に対して, 任意の $x\in X$ は次のように–意に分解
される :

$x=ax_{0}+y$ $(a\in \mathbb{R}, y\in Kerx_{0}^{*})$ .
このとき, $X$ 上の線形変換 $T:Xarrow X$ を次で定義する:

$T(x_{0},x_{0}^{*})x=-ax_{0}+y$ .

今後, この変換を対 $(x_{0}, x_{0}^{*})$ に関する超平面対称変換 (hype$7planarysymmert\eta$) と呼ぶこ
とにする.

$T\in L(X),$ $T^{2}=I$ は平易である. 次の事実は基本的である.

命題 1. $x_{0}\in X,$ $x_{0}^{*}\in X^{*},$ $x_{0}^{*}(x_{0})\neq 0$ とすると, 次は互いに同値である:

(i) $T(x0, x_{0}^{*})$ 等距離同形.

(\"u) $||T(x_{0},x_{0}^{*})||=1$ .
(iii) $T(x_{0},x_{0}^{*})B(X)=B(X)$ .

(iv) $||x_{0}+y||=||x_{0}-y||(\forall y\in Kerx_{0}^{*})$

この命題から $X$ が Hilbert空間であれば, $(i)\sim(iv)$ は「x0と $kerx_{\dot{0}}$ が直交する」 という
条件と同値であることが条件 (iv) から容易に分かる.

命題 2. $x_{0}\in X,$ $x_{0}^{*}\in X^{*},$ $x_{\dot{0}}(x_{0})\neq 0$ に対して, 次の関係が成り立つ.

$||T(x_{0},x_{0}^{*})||=||T(x_{0}^{*},x_{0})||$ .
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3Orthogonalities and von Neumann-Jordan constant
本節では, Hilbert空間では同値となる直交概念を導入し, von Neumann-Jordan定数力 s
に近い Banach空間の幾何学的性質を調べる.
次の最初の 3つの直交概念は Hilbert空間では同値であるが, 一般の Banach空間では

必ずしも同値にはならない ([4]).

定義 2. 二等辺的直交性 (Isosceles othogonality): $x,$ $y\in X$ とする. $||x+y||=||x-y||$ が

成り立つとき, $x$ は $y$ に $I$ -odhogonal であると呼び, $x\perp_{I}y$ と表す.

定義 3. Pythagoras的直交性 (Pythagorean othogonality): $x,$ $y\in X$ とする. $||x||^{2}+||y||^{2}=$

$||x-y||^{2}$ が成り立つとき, $x$ は $y$ に $P$-O代 hogonal であると呼び, $x\perp_{P}y$ と表す.

定義 4. Birkhoff的直交性 ( $B\dot{f}rkhoff$ othogonality): $x,$ $y\in X$ とする. $||x||\leq||x+\lambda y||$

$(\forall\lambda\in \mathbb{R})$ が成り立つとき, $x$ は $y$ に $B$ -O代 hOgonal(単に, onhogonal) であると呼び, $x\perp_{By}$

(単に, $x\perp y$) と表す.

次の 2つの定義は, それぞれ, 上記の Pythagoraeの直交性, Birkhoffの直交性の–般化
である.

定義 5. $x,$ $y\in X,$ $\epsilon>0$ とする.

$(1-\epsilon)\sqrt{||x||^{2}+||y||^{2}}\leq||x-y||\leq(1+\epsilon)\sqrt{||x||^{2}+||y||^{2}}$ .

が成り立つとき, $x$ は $y$ に $P_{e}-\circ\hslash hogonal$ であると呼び, $x\perp_{P.y}$ と表す.

定義 6. $x,$ $y\in X,$ $\epsilon>0$ とする. $(1-\epsilon)||x||\leq||x+\lambda y||(\forall\lambda\in R)$ が成り立つとき, $x$ は

$y$ に $B_{\epsilon}$ -orthogonal であると呼び, $x\perp_{B_{e}y}$ と表す.

注意. $Y$ を Banach空間 $X$ の部分空間とすると次が成り立つ.

$x\perp_{P}Y$ (つまり, $x\perp_{P}y\forall y\in Y$ ) $\Rightarrow x1_{I}Y,$ $Y1_{I}x\Rightarrow x\perp_{B}Y,$ $Y\perp_{B^{X}}$ .

命題 3 (see [12]). $X$ を無限次元 Banach空間とし, $F$ を $X$ の有限次元部分空間で, $\epsilon>0$

とすれば, $F\perp_{B_{\epsilon}}x$ が成り立つ $x(\neq 0)\in X$ が存在する.

補題 A. $F$ を Banach空間 $X$ の 2次元部分空間とすれば, 任意の $x\in S(F)$ 対して, $x\perp_{I}y$ ,
i.e., $||x+y||=||x-y||$ となるような $y\in S(F)$ が存在する.

$\rho_{1}(t)=\sqrt{\max(0,\frac{1}{t^{2}}+\frac{2}{t}-2t^{2})},$ $\rho_{2}(t)=\sqrt{t^{2}+2t-\frac{2}{t^{2}}}(1\leq t\leq 2)$ とおくと, $\rho_{1},$ $\rho_{2}\in$

$C([1,2.]),$ $\rho_{1}(1)=\rho_{2}(1)=1T^{\backslash }$ , bかも $\rho_{1}$ は単調減少関数, $\rho_{2}$ は単調増加関数となる.
$p_{1},$ $\rho_{2}$ に対して,‘\mbox{\boldmath $\lambda$}\emptyset g\hslash l{\acute られる.

補題 B. $x,$ $y\in S(X),$ $x\perp_{Iy}$ とすれば, 次の不等式が成り立つ.

$p_{1}(C_{NJ}(X))\sqrt{\alpha^{2}+\beta^{2}}\leq||\alpha x-\beta y||\leq\rho_{2}(C_{NJ}(X))\sqrt{\alpha^{2}+\beta^{2}}$ for ffi $\alpha,$ $\beta\in R$
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$C_{NJ}(X)$ が 1に近い Banach空間では次の意味でピタゴラスの定理に近い定理が成り
立つ.

補題 C. 任意の $\epsilon>0$ に対して, ある $\delta=\delta(\epsilon)\in(0,1)$ があって, $C_{NJ}(X)\leq\delta+1$ とすれ
ば, $x,$ $y\in S(X)$ に対して, 次の性質が成り立つ:

$x\perp_{B_{\delta}y}\Rightarrow(1-\epsilon)\sqrt{\alpha^{2}+\beta^{2}}\leq||\alpha x-\beta y||\leq(1+\epsilon)\sqrt{\alpha^{2}+\beta^{2}}$ $\forall\alpha,$ $\forall\beta\in R$ .

定理 1. 任意の $\epsilon>0$ に対して, ある $\delta=\delta(\epsilon)\in(0,1)$ 存在して, $C_{NJ}(X)\leq\delta+1$ ならば,
$x,$ $y\in X$ に対して, 次の性質が成り立つ:

$x\perp_{B_{\delta}y}\Rightarrow x\perp_{P_{\epsilon}}y$ .

補題 D. 任意の $\epsilon>0$ に対して, ある $\delta=\delta(\epsilon)\in(0,1)$ 存在して, $C_{NJ}(X)\leq 1+\delta$ なら
ば, $x,$ $y\in X$ に対して, 次の性質が成り立つ:

$x\perp_{I}y\Rightarrow x\perp_{B_{e}}y$.

補題 E. $x_{0}^{*}(x_{0})\neq 0$ である $x_{0}\in X,$ $x_{0}^{*}\in X^{*}$ と $\epsilon>0$ に対して, 次の 3命題は同値である:

(i) $||T(x_{0}, x_{0}^{*})||\leq 1+\epsilon$ .
(ii) $T(x_{0},x_{0}^{*})B(X)\subseteq(1+\epsilon)B(X)$

(iii) $\frac{1}{1+\epsilon}.B(X)\subseteq T(x_{0}, x_{0}^{*})B(X)$

定理 2. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta=\delta(\epsilon)>0$ が存在して, 次の 3つの命題が成り立つ:

(i) $C_{NJ}(X)\leq 1+\delta$ とすれば, $\forall x_{0}(\neq 0)\in X,$ $\exists x_{0}^{*}\in X^{*}(x_{0}^{*}(x_{0})\neq 0)$ :

$\frac{1}{1+\epsilon}B(X)\subseteq T(x_{0}, x_{0}^{*})B(X)\subseteq(1+\epsilon)B(X)$ .

(ii) $C_{NJ}(X)\leq 1+\delta$ とすれば, $\forall x_{0}^{*}(\neq 0)\in X^{*},$ $\exists x_{0}\in X(x_{0}^{*}(x_{0})\neq 0)$ :

$\frac{1}{1+\epsilon}B(X)\subseteq T(x_{0},x_{0}^{*})B(X)\subseteq(1+\epsilon)B(X)$ .

(iii) $C_{NJ}(X)\leq 1+\delta$ とすれば, $\forall x_{0},\forall y_{0}\in S(X)(x_{0}\neq yo),$ $\exists x_{0}^{l}\in X^{*}(x_{0}^{*}(x_{0}-y_{0})\neq 0)$ :

$T(x_{0}-y_{0}, x_{0}^{*})x_{0}=y_{0}$ , $\frac{1}{1+\epsilon}B(X)\subseteq T(x_{0}-y_{0}, x_{0}^{*})B(X)\subseteq(1+\epsilon)B(X)$ .

この定理の逆として次の定理が成り立つ.

定理 3. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta=\delta(\epsilon)>0$ が存在して, 次の 3つの命題が成り立つ:
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(i) $\forall x_{0}(\neq 0)\in X,$ $\exists x_{0}^{*}\in X^{*}(x_{0}^{*}(x_{0})\neq 0)$ :

$\frac{1}{1+\delta}B(X)\subseteq T(x_{0}, x_{0}^{*})B(X)\subseteq(1+\delta)B(X)$ ,

ならば $C_{NJ}(X)\leq 1+\epsilon$ .
(ii) $\forall x_{0}^{*}(\neq 0)\in X^{*},$ $\exists x_{0}\in X(x_{0}^{*}(x_{0})\neq 0)$ :

$\frac{1}{1+\delta}B(X)\subseteq T(x_{0}, x_{0}^{*})B(X)\subseteq(1+\delta)B(X)$ ,

ならば $C_{NJ}(X)\leq 1+\epsilon$ .

(i\"u) $\forall x_{0},\forall y_{0}\in S(X)(x_{0}\neq y_{0}),$ $\exists x_{0}^{*}\in X^{*}(x_{0}^{*}(x_{0}-y_{0})\neq 0)$ :

$T(x_{0}-y_{0},x_{0}^{*})x_{0}=y_{0}$ , $\frac{1}{1+\delta}B(X)\subseteq T(x_{0}-y_{0}, x_{0}^{*})B(X)\subseteq(1+\delta)B(X)$ ,

ならば $C_{NJ}(X)\leq 1+\mathcal{E}$ .

超平面対称変換を用いて, Hilbert空間を次のように特徴付けることが可能である. 証
明には命題 1と前の定理 3を使う.

定理 4. 次の命題は同値である:

(i) $X$ は Hilbert空間.

(ii) $\forall x_{0}(\neq 0)\in X,$ $\exists x_{0}^{*}\in X^{r}(x_{0}^{*}(x_{0})\neq 0)$ :

$T(x_{0},x_{0}^{*})B(X)=B(X)$ .

(iii) $\forall x_{0}^{*}(\neq 0)\in X^{*},$ $\exists x_{0}\in X(x_{0}^{*}(x_{0})\neq 0)$ :

$T(x_{0}, x_{0}^{*})B(X)=B(X)$ .

(iv) $\forall x_{0},\forall y0\in S(X)(x_{0}\neq y_{0}),$ $\exists x_{0}^{*}\in X^{*}(x_{0}^{*}(x_{0}-y_{0})\neq 0)$ :

$T(x_{0}-y_{0}, x_{0}^{*})x_{0}=yo,$ $T(x_{0}-y_{0},x_{0}^{*})B(X)=B(X)$ .
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