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1. 始めに

三角不等式は解析学において最も基本的な性質の一つであるが、最近 ‘ 加

崩 [斎藤-田村 [5] は次の $n$ 個の零でない元についての三角不等式の精密化を

行った。

定理 A([5]) バナッハ空間 $X$ 上の $0$ でない元 $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots x_{n}$ に対して次が成り

立つ:

$\Vert\sum_{j=1}^{n}x_{j}\Vert+(n-\Vert\sum_{j=1}^{n}\frac{x_{j}}{\Vert x_{j}\Vert}\Vert)\min_{1\leq j\leq n}\Vert x_{j}\Vert$

$\leq\sum_{j=1}^{n}\Vert x_{j}\Vert$

$\leq\Vert\sum_{j=1}^{n}x_{j}\Vert+(n-\Vert\sum_{j=1}^{n}\frac{x_{j}}{\Vert x_{j}\Vert}\Vert)_{1<}\max_{\dot{z}\leq n}\Vert x_{j}\Vert$ .

特に $n=2$ のとき

定理 $B$ バナッハ空間 $X$上の $\Vert x\Vert\geq\Vert y\Vert$ をみたす $0$でない元 $x,$ $y$ に対して次が

成り立っ:
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$\Vert x+y\Vert+(2-\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert)\Vert y\Vert$

(1) $\leq\Vert x\Vert+\Vert y\Vert$

(2) $\leq\Vert x+y\Vert+(2-\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert)\Vert x\Vert$ .

定理 $B$ において不等式 (1) は最初 Hudzik-Landes[4] によって与えられた o

また、 この定理はMaligranda[7] の最近の論文の中で見られる。また定理 $B$ は、

次の Dunkl-Williamsの不等式と関係している ([3]): バナッハ空間 $X$上の $0$ で

ない元 $x,$ $y$ に対して

$\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}-\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert\leq\frac{4\Vert x-y||}{||x||+||y\Vert}$ .

本論文では定理 A の不等式よりもさらに精密化した三角不等式についての結

果を述べる o

定理 ([10]). $n\geq 2$ とする。バナッハ空間 $X$ 上の $0$ でない元 $x_{1},$ $\cdots x_{n}$ に対

して

$\Vert\sum_{j=1}^{n}x_{j}\Vert+\sum_{k=2}^{n}(k-\Vert\sum_{j=1}^{k}\frac{x_{j}^{*}}{\Vert x_{j}^{*}\Vert}\Vert)(\Vert x_{k}^{*}\Vert-\Vert x_{k+1}^{*}\Vert)$

$\leq\sum_{j=1}^{n}\Vert x_{j}\Vert$

$\leq\Vert\sum_{j=1}^{n}x_{j}\Vert-\sum_{k=2}^{n}(k-\Vert\sum_{j=n-(k-1)}^{n}\frac{x_{j}^{*}}{\Vert x_{j}^{*}\Vert}\Vert)(\Vert x_{n-k}^{*}\Vert-\Vert x_{n-(k-1)}^{*}\Vert)$ ,

ここで $(x_{1}^{*}, x_{2}^{*}, \cdots , x_{n}^{*})$ は $(\Vert x_{1}\Vert, \Vert x_{2}\Vert, \cdot. \Vert x_{n}\Vert)$ の non-increasing rearrang-

ment である。また $x_{0}^{*}=x_{n+1}^{*}=0$ とする o
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2. 定理の略証

まず、 定理 $B$ の証明を与える。

定理 $B$の証明初めに不等式 (1) を示す。もし $\Vert x\Vert=\Vert y\Vert$ ならば明らか。 $\Vert x\Vert>$

$\Vert y\Vert$ とする。

$u=( \Vert x\Vert-\Vert y\Vert)\frac{x}{\Vert x\Vert}$

とおく。

$x+y= \Vert y\Vert(\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert})+u$

より

$\Vert x+y\Vert$ $\leq$ $||y \Vert\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert+\Vert u\Vert$

$\Vert x\Vert+\Vert y\Vert-(2-\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert)\Vert y\Vert$ .

次に不等式 (2) を示す. もし $\Vert x\Vert=\Vert y\Vert$ ならば明らか o $\Vert x\Vert>\Vert y\Vert$ とする。

$p=( \Vert x\Vert-\Vert y\Vert)\frac{y}{\Vert y\Vert}$

とおくと

$x+y= \Vert x||(\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert})-p$ .

より

$\Vert x+y\Vert$ $\geq$ $||x|| \Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert-\Vert p||$

$||x||+||y||-(2- \Vert\frac{x}{||x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert)\Vert x\Vert$.

(証明終)
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次に 3個の元の場合を考える。

定理 $C$ ([10]). バナッハ空間 $X$ 上の $\Vert x\Vert\geq\Vert y\Vert\geq\Vert z\Vert$ をみたす $0$ でない元

$x,$ $y,$ $z$ に対して次が成り立つ :

$\Vert x+y+z\Vert+(3-\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}+\frac{z}{\Vert z\Vert}\Vert)\Vert z\Vert$

$+(2- \Vert\frac{x}{||x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert)(\Vert y\Vert-\Vert z\Vert)$

(3) $\leq\Vert x\Vert+\Vert y\Vert+\Vert z\Vert$

(4) $\leq\Vert x+y+z\Vert+(3-\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}+\frac{z}{\Vert z\Vert}\Vert)\Vert x\Vert$

$-(2- \Vert\frac{y}{\Vert y\Vert}+\frac{z}{||z\Vert}\Vert)(\Vert x\Vert-\Vert y\Vert)$ .

証明の概略初めに不等式 (3) を示す。もし $\Vert x\Vert=\Vert y\Vert=|$圖なら明らか。 従っ

て $||x\Vert=\Vert y\Vert=\Vert z\Vert$ でないと仮定してよい。

$u=($国 $- \Vert z\Vert)\frac{x}{\Vert x\Vert}$ , $v=( \Vert y\Vert-\Vert z\Vert)\frac{y}{\Vert y\Vert}$

とおく。 このとき

$x+y+z= \Vert z||(\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}+\frac{z}{\Vert z\Vert})+u+v$

に注意。 $v\neq 0$ のとき、定理 $B$ より

$\Vert x+y+z\Vert$ $\leq$ $\Vert z\Vert\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}+\frac{z}{\Vert z\Vert}\Vert+\Vert u\Vert+\Vert v\Vert$

$-(2- \Vert\frac{u}{\Vert u\Vert}+\frac{v}{\Vert v\Vert}\Vert)\Vert v\Vert$

$||x \Vert+\Vert y\Vert+\Vert z\Vert-(3-.\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}+\frac{z}{\Vert z\Vert}\Vert)\Vert z\Vert$
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$-(2- \Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert)(\Vert y\Vert-\Vert z\Vert)$ .

$v=0$ のとき、 $\Vert y\Vert=\Vert z\Vert$ より

$\Vert x+y+z\Vert$ $\leq$ $\Vert z\Vert\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}+\frac{z}{\Vert z\Vert}\Vert+\Vert x\Vert-\Vert z\Vert$

$||x \Vert+\Vert y\Vert+\Vert z\Vert-(3-\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}+\frac{z}{\Vert z\Vert}\Vert)||z||$

$-(2- \Vert\frac{x}{\Vert y\Vert}+\frac{x}{\Vert y\Vert}\Vert)$ (||y||-|同|).

従って不等式 (3) が得られる。同様に不等式 (4) を示すことができる o

(証明終)

一般に $n$個の元に対して、定理の証明は定理 $B$ と定理 $C$ により、 数学的帰

納法から示される。詳細は [10] を参照のこと。

3. 三角不等式の応用

定理の応用は、実際に未だないが、バナッハ空間の幾何学的な構造として
重要な uniformly non-際の概念があるが、定理 A の応用として、次の事実を

示すことが出来る。先ず、 uniformly non-際の定義を与える o
バナッハ空間 $X$ に対して、 $s_{x=}\{x\in X:\Vert x\Vert=1\},$ $B_{X}=\{x\in X:\Vert x\Vert\leq$

$1\}$ とする。バナッハ空間 $X$が uniformly non-鯉であるとは、ある $\epsilon(0<\epsilon<1)$

が存在し、任意の $Sx$ 上の元 $x_{1},$ $\cdots x_{n}$ に対して $\theta=(\theta_{j}),$ $\theta_{j}=\pm 1$ が存在し

$\Vert\sum_{j=1}^{n}\theta_{j}x_{j}\Vert\leq n(1-\epsilon)$

をみたすときを言う。 $n=2$のとき $X$ を uniformly non-square と言う。

このとき、定理 Aから次の結果を得る。

65



命題 ([5]). バナッハ空間 $X$ に対して次が同値:

(i) $X$ は uniformly $non-\ell_{1}^{n}$ .

(ii) ある $\epsilon(0<\mathcal{E}<1)$ が存在し、任意の $Bx$ 上の元 $x_{1},$ $\cdots x_{n}$ に対して $\theta=$

$(\theta_{j}),$ $\theta_{j}=\pm 1$ が存在し

(5) $\Vert\sum_{j=1}^{n}\theta_{j}x_{j}\Vert\leq n(1-\epsilon)$ .

実際、 ある $\epsilon(0<\epsilon<1)$ が存在し、任意の $8x$ の元 $x_{1},$ $\cdots x_{n}$ とある $\theta=$

$(\theta_{j}),$ $\theta_{j}=\pm 1$ に対して (5) が成り立つと仮定する o $Bx$ の任意の元 $x_{1},$ $\cdots x_{n}$

をとる。 もし $\Vert x_{j_{0}}\Vert$
}

$:= \min\{\Vert x_{1}\Vert . . . , \Vert x_{n}\Vert\}\leq 1/2$ならば

$\Vert\sum_{j=1}^{n}\theta_{j}x_{j}\Vert$

$\leq\sum_{j\neq j_{0}}\Vert x_{j}\Vert+\Vert x_{j_{0}}\Vert$

$\leq n(1-\frac{1}{2n})$ .

もし $\Vert x_{j_{0}}\Vert\geq\frac{1}{2}$ ならば、仮定から、ある $\theta=(\theta_{j}),$ $\theta_{j}=\pm 1$ が存在し、 (5) が

$x_{1}/\Vert x_{1}\Vert$ , $\cdot$ . . , $x_{n}/\Vert x_{n}\Vert$ に対して成り立つ。定理Aの不等式より

$\Vert\sum_{j=1}^{n}\theta_{j}x_{j}\Vert$ $\leq\sum_{j=1}^{n}\Vert x_{j}\Vert-(n-\Vert\sum_{j=1}^{n}\theta_{j}\frac{x_{j}}{\Vert x_{j}\Vert}\Vert)\Vert x_{j_{0}}\Vert$

$\leq n-\frac{n\epsilon}{2}=n(1-\frac{\epsilon}{2})$ .

従って、 $\epsilon_{0}=\min\{\frac{\epsilon}{2}, \frac{1}{2n}\}$ とおくことにより $(i)\Rightarrow(ii)$ を得る o
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