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要旨:企業が契約解消権をもち, 投資家もまた権利行使を有する条件付鯖求権の評価は, 2つの停止時刻を

もつ確串制御問題として定式化できる. これを Dynkin [9] による Dynkin ゲームとして Kifer [20] は,

ゲームオプションの評価に適用した. 本諭文では. アメリカ・オプションや種々のデリバティブを組込ん
だ金融商晶の評価をより一般的な枠組の下で定式化, 最適な停止境界とその評価関数の定性的性質を分析
する. ざらに、今後の謀題と拡張の方向性についても考察する.

1 はじめに
金融派生商品の評価理論は, 古典的なヨーロピアン. オプションの Black and Scholes [3] の評価式を嘆

矢として, 投資家 (買い手) の権利行使時点での利得関数や様々な制約条項に応じて発展してきた. また,

発行人 (売り手, 企業) にも償還条項と呼ばれる契約解消権を付与したオプション等の金融商品も数多く発
行されている. イスラエリゲームオプションはそのような条件付請求権の 1つであり. 償還条項のある転
換社債やワラント債はその具体的な金融証券である. そこでの最適政策は, 投資家にとっては権利行使境
界によって. 発行人にとっては契約解消境界によって特徴付けられる. 確率制御としては 2つの自由境界値
をもつ問題であり, 2つの停止境界をもつ 2人最適停止問題でもある.
本論文では, 投資家および発行人の両者が権利行使の権限を有する条件付請求権の評価をより一般的な利

得関数の下で 2つの停止境界をもつ Dynkin ゲームとして定式化し. その条件付請求権の評価式が Dynkin
ゲームの鞍点解であることを示す. さらに, 投資家と発行人の最適な停止領域を導出し, それが閉包等の定
性的性質をもつための条件を考察する. さらに, 発行人および投資家に加えて既存株主等のステークホル
ダー (第 3のプレーヤー) が存在する場合にも拡張したとき, この種の条件付請求権の評価はどのように
修正されるべきかにつていも議論する.
論文の骨格は次のとおりである。次の第 2節では. 2つの停止領域をもつ条件付請求権の評価モデルを

Dynkin [9] または Kifer [20] の精神に従って定式化する. 第 3節では, この条件付請求権の例題について
考察する. 第 4節では, 利得関数を特定化したときの評価式および最適定式境界の解析的性質を分析する.
第 5節では, 発行人および投資家に加えて, 第 3のプレーヤー (既存の株主) の存在を考慮した評価モデ
ルを提案し, 今後の研究課題とその方向性について議論する. 第 6節では, 論文全体のまとめと今後の研究
方向について言及する.
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2 確率ゲームによる評価モデルの定式化
取引期間は有界な閉区間 $[0,T]$ とし, $T$ を満期と呼ぶ. 永久有価証券を考察する場合は, $Tarrow\infty$ とし

て $[0, \infty$ ) とする. 危険資産と無危険資産から成る資産市場を想定し, そこでは. 資産価格に関する情報を

瞬時に織込んで価格が形成されるスポット市場の存在を仮定する. 無危険資産の時刻 $t$ での価格を $B(t)$ と

し, $B(t)$ は

$dB(t)=r(t)B(t)dt$ , $B(0)>0$ , $r(t)\geq 0$ , (2.1)

を満たす. ここで $r(t)$ は時刻 $t$ での無危険利子率で, 確定的で既知である. 危険資産の価格 $X(t)$ は, リス

ク中立測度 $\overline{P}$ の下で確率微分方程式

$dX(t)=(r(t)-\delta(t))X(t)dt+\kappa(t)X(t)d\overline{W}_{t}$ (2.2)

に従って挙動する. ただし, $\kappa(t)$ は時刻 $t$ でのボラタリティー, $\delta(t)$ は配当でありそれぞれ確定的で既知

である. $r(t),$ $\delta(t)$ および $\kappa(t)$ はウイナー過程 $\overline{W}_{t}$ から独立である. ここで, 確率過程 $\{\tilde{W}_{\ell} : 0\leq t\leq T\}$

は確率空間 $(\Omega, \mathcal{F},\overline{P})$ 上で定義された標準ウイナー過程である. 区間 $[t, T]$ で停止時刻の集合を $\mathcal{F}_{t,T}$ とす

る. 発行人 (企業) をプレーヤー I と呼び, 契約の解消権 (償還権) を有し. 投資家 (買い手) をブレー

ヤー II と呼び, 条件付請求権に付与された権利を行使することができる. プレーヤー I の停止時刻を $\sigma$ , ブ

レーヤー II の停止時刻を $\tau$ とする. 2人のプレーヤーがそれぞれ時刻 $\sigma$ と $\tau$ で権利を行使したときの利

得関数を

$R_{t}(\sigma, \tau)$ $=$ $\int_{t}^{\sigma\wedge\tau}c(s)ds+f(\sigma, X(\sigma))1_{\{\sigma<\tau\}}$ (2.3)

$+$ $g(\tau, X(\tau))1_{\{\tau\leq\sigma\}}+h(X(T))1_{\{\sigma\wedge\tau=T\}}$

とする.

注 2. 1 利得関数が停止時刻ばかりでなく現時刻 $t$ にも依存していることに注意しよう. この点が Kifer [20]

や通常のオプションと異なる点である. 第一項は配当, クーポンまたはインストールオプションの支

払額に相当する.

$oe\not\in 2.1$

1) 利得はすべてプレーヤー I からプレーヤー II への支払額と, 各 $t$ に対して $f(t,x),$ $g(t,x),$ $h(x)$ は

$x$ の単調関数とする.

2) 利得関数には次の関数が成立する. 各 $t$ に対して

$f(t, x)>g(t, x)\geq h(x)$ for all $x$ (2.4)

注 22 もし, この条件付請求権がアメリカンゲームコールオプションならば

$f(t,X(t))$ $=$ $(X(t)-K)^{+}+\delta$

$g(t,X(t))$ $=$ $(X(t)-K)^{+}$ , $0\leq t\leq T$,

$c(t)\equiv 0$ , $h(x)\equiv 0$

と見倣せばよい.

プレーヤー I は (2.3) 式の利得関数を最小にするように $\sigma$ を選び, プレーヤー II は最大化すべく停止時刻
$\tau$ を選ぶ. プレーヤー I, II のいずれかが停止したとき, または満期 $T$ でこのゲームは終了する.
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定理 21 時刻 $t$ において $X(t)=x$ のとき. それぞれ

$\overline{V}(t, x)=ess\inf_{\sigma\in \mathcal{T}_{tT}}ess\sup_{\tau\in \mathcal{T}_{tT}}\tilde{E}[e^{-\int_{f}^{\sigma\wedge\tau}r(s)ds}R_{f}.(\sigma, \tau)|X(t)=x|$ (2.5)

$\underline{V}(t, x)=ess$ sup ess $inf\overline{E}[e^{-\int_{t}^{\sigma\wedge\tau}r(\epsilon)dn}R_{t}(\sigma, \tau)|X(t)=x]$ (2.6)
$\tau\in \mathcal{T}_{l,T}$

$\sigma\in \mathcal{T}_{t,T}$

を定義する. ここで, $\tilde{E}$ はリスク中立測度に関する期待値である. このゲームは値 $V(t, x)$ をもち,

$V(t,x)=\overline{V}(t,x)=\underline{V}(t,x)$ , $0\leq t\leq T$, (2.7)

によって与えられ, $V(t, x)$ は次式で与えられる鞍点 $(\hat{\sigma}_{t},\hat{\tau}_{t})$ で達成される.

$\hat{\sigma}_{t}$ $=$ $\inf\{s\in[t,T]|V(s,X(s))=f(s,X(s))\}\wedge T.$’

$\hat{\tau}_{t}$ $=$ $\inf\{s\in[t, T]|V(s, X(s))=g(s, X(s))\}$ A T. (2.8)

すなわち,

$E[e^{-\int_{t}^{\dot{\sigma}_{t}A\tau}r(s)ds}R_{t}(\hat{\sigma}_{t},\tau)|X(t)=x]$
$\leq$

$E[e^{-\int_{t}^{\delta_{t}Af_{t}}r(\iota)d\ell}R_{t}(\hat{\sigma}_{t},\hat{\tau}_{t})|X(t)=x]$

$=$ $V(t,x)$

$\leq$

$[e^{\int^{\sigma A\tilde{\tau}_{t}}r(\iota)ds}R_{t}(\sigma,\hat{\tau}_{t})|X(t)=x]$ (29)

(証明) プレーヤー I は $\sigma$ に関する minimizer であり, プレーヤー II は $\tau$ に関する maximizer である

ので, (2.9) 式を証明すれば十分である.

1) まず初めに、 $\sigma$ を任意の停止時刻とし, $\tau=\hat{\tau}_{t}$ と仮定する. もし $\hat{\tau}_{t}<\sigma$ ならば,

$R_{t}(\sigma,\hat{\tau}_{t})$ $=$ $\int^{\hat{\tau}_{t}}c(s)ds+g(\hat{\tau}_{t},X(\hat{\tau}_{t}))$

$\int^{\hat{\tau}_{t}}c(s)ds+V(\hat{\tau}_{t},X(\hat{\tau}_{t}))$

$\geq$ $\int^{\tilde{\tau}_{1}}c(s)ds+V(\sigma, X(\sigma))$

$\geq$ $\int^{\dot{\tau}_{t}}c(s)ds+V(\hat{\sigma}_{t},X(\hat{\sigma}_{t}))=R_{t}(\hat{\sigma}_{f}.,\hat{\tau}_{t})$

もし. $\sigma<\hat{\tau}_{t}$ ならば,

$R_{f}.(\sigma,\hat{\tau}_{\ell})$ $=$ $\int^{\sigma}c(s)ds+h(X(T))1_{\{\sigma=T\}}+f(\sigma,X(\sigma))$

$\geq$ $\int^{\dot{\tau}_{t}}c(s)ds+h(X(T))1_{\{\sigma=T\}}+f(\hat{\sigma}_{t}, X(\hat{\sigma}_{t}))$

$=$ $R_{t}(\hat{\sigma}_{t},\hat{\tau}_{t})$

いずれの場合も
$R_{t}(\sigma_{t},\hat{\tau}_{t})\geq R_{t}(\hat{\sigma}_{t},\hat{\tau}_{t})$ .(2.10)
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となる.

2) 次に $\sigma=\hat{\sigma}_{t}$ とし, $\tau$ は任意の停止時刻としよう. もし, $\hat{\sigma}_{t}<\tau<T$ ならば,

$R_{t}(\hat{\sigma}_{t},\tau)$ $=$ $\int^{\dot{\sigma}_{t}}c(s)ds+f(\hat{\sigma}_{t}, X(\hat{\sigma}_{t}))$

$\int_{t}^{\hat{\sigma},}c(s)ds+V(\hat{\sigma}_{t}, X(\hat{\sigma}_{t}.))$

$\leq$ $\int^{\delta_{t}\wedge\tau}c(s)ds+V(\tau,x)$

$\leq$ $\int^{\hat{\sigma}_{t}A\tau}c(s)ds+g(\hat{\tau}_{t},X(\hat{\tau}_{t}))=R_{t}(\hat{\sigma}_{t},\hat{\tau}_{t})$.

もし, $\tau\leq\hat{\sigma}_{t}$ ならば,

$R_{t}(\hat{\sigma},\tau)$ $=$ $\int^{\tau}c(s)ds+g(\tau,X(\tau))$

$\leq$ $\int^{\hat{\sigma}_{t}}c(s)ds+g(\hat{\tau}_{t},X(\hat{\tau}_{t}))$

$=$ Rt(ビト t, $\hat{\tau}_{f},$ )

いずれの場合も
$R_{t}(\hat{\sigma}_{t},\tau_{t})\leq R_{t}(\hat{\sigma}_{t},\hat{\tau}_{t})$ (2.11)

となる.

それぞれの割引率で割引いて $X(t)=x$ に関して条件付期待値をとれば, (2.10) 式と (2.11) 式より

$es\epsilon\tau$

$sup\tilde{E}[e^{-\int_{t}^{s_{t^{AT}}}c(s)ds}R_{t}(\hat{\sigma}_{t}, \tau)|X(t)=x]$

$\leq\tilde{E}[e^{-\int_{t}^{\dot{\sigma}_{t}Af_{t}}r(s)dn}R_{t}(\hat{\sigma}_{t},\hat{\tau}_{t})|X(t)=x]$

$\leq ess\sigma$

$inf\overline{E}[e^{-\int_{t}^{\sigma Af_{l}}r(\epsilon)dn}R_{t}(\sigma,\hat{\tau}_{t})|X(t)=x]$

$\blacksquare$

となって (2.9) 式を得る.

注 23

1) 利得関数は時刻 $t$ と資産価格 $X(t)$ のみに依存して, 経路独立型である.

2) & $($ \mbox{\boldmath $\sigma$}, $\tau)$ には上限, 下限が存在する. $\tau,$
$\sigma<T$ に対して下限は $\int_{0}^{\dot{\sigma}\wedge\tau}c(s)ds+g(\hat{\sigma}, \tau)$ であり, 上

限は $\int_{0}^{\sigma\wedge f_{t}}c(s)ds+f(\tau, X(\tau))$ である.

3) 満期まで双方が停止しなければ, $R_{T}( \sigma, \tau)=\int_{0}^{T}c(s)ds+h(X(T))$ である.

定理 22 (永久条件付請求権)
仮定 2.1に加えて

$\lim_{tarrow\infty}e^{-\int_{0}^{t}r(s)ds}f(t, x)=0$ for all $x$ (2.12)

が成立するならば, $V(x)= \lim_{t.arrow\infty}V(t, x)$ が存在し, $V(x)$ は $tarrow\infty$ のとき定理 21の (2.7) 式を

満たす.
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証明は, $r(s)=r$ (一定) の場合について Kifer [20] が与えているので, ここでは省略する.

注 24 定理 22の仮定に対する十分条件は

$| \frac{\partial f(t,x)}{\partial t}|\leq M_{1}$ , for all $x$

でかつ

$0<r(t)\leq M_{2}$ , for all $t$

である.

系 21 (2.1) 式において $\delta(t)=0$ とする. もし, $g(t, x)$ が各 $t$ に関して $x$ の凸関数ならば.

$V(t,x)=$ $infE[e^{-\int_{t}^{\sigma}r(\iota)ds}R_{t}(\sigma,T)|X(t)=x]$

$\sigma\in \mathcal{T}_{t.T}$

となり, $\hat{\tau}\geq T$ となってプレーヤー I のみの最適停止問題に退化する.

(証明) $X(t)$ は $\tilde{P}$ の下でマーチンゲールであるから凸関数 $g(t, X(t))$ もまたサブマーチンゲールであ

る. 任意抽出定理 (Optional Sampling Theorem) より

$\sup_{\tau\leq T}g(\tau, X(T))=g(T,X(T))$

となる. 従って, 定理 21より

$V(t, x)$ $=$ $\inf_{\sigma}E[e^{-\int_{t}^{\sigma}r,(\epsilon)ds}\{\int^{\sigma}r(s)ds+f(\sigma, X(\sigma))1_{\{\sigma<T\}}$

$+$ $g(T, X(T))+h(X(T))1_{\{\sigma=T\}}$ } $|X(t)=x$ ]

$=$ $\inf_{\sigma}E[e^{-\int_{t}^{\sigma}r(s)ds}R_{t}(\sigma, T)|X(t)=x]$

を得る.

3 いくつかの例題
この節では, 前節で考察した 2つの停止境界をもつ条件付請求権の具体的な例を紹介する. プレーヤー I

は発行人 (売り手), プレーヤー II は投資家 (買い手) と解釈して議論する. 発行人の権利は契約解消権
であり, 投資家の権利は権利の行使権である.

A ヨーロピアンコールオブション

$c(t)$ $\equiv$ $\delta,$ $f(t, x)\equiv 0$ $g(T, x)=h(x)= \max\{K-x, 0\}$

$V(t, x)$ $=$ $x_{\wedge}^{\delta(T-t)}N(d_{1})-K_{e}^{-r(T-t)}N(d_{2})$

$d_{1}$ $=$ $\log(x/K)/\sigma\sqrt{T-t}+(r-\delta+\frac{1}{2}\sigma^{2})\frac{\sqrt{T-t}}{\sigma}$

$d_{2}$ $=$ $d_{1}-\sigma\sqrt{T-t}$

下限 : $\max\{x-K,0\}\leq V(t,x)$
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$B$ アメリカンプットオプション

$c(t)$ $=$ $0,$ $f(t, x)\equiv 0$ $h(X(T)= \max\{K-X(T), 0\}$

$g(t, x)$ $=$ $\max\{K-x, 0\}$

上下限 : $\max\{K-x, O\}\leq V(t, x)\leq K$

$C$ アメリカンゲームプットオプション (瀬古鈴木澤木 [34])

$c(t)=0f(t, x)$ $=$ $\max\{K-x, 0\}+\delta$

$g(t,x)$ $=$ $\max\{K-x, O\}<f(t, x)$

$V(t,x)$ $=$ $\sup_{\tau}\inf_{\sigma}E[e^{-r(\sigma\wedge\tau-t)}R(\sigma, \tau)|X(t)=x]$

$=$ $\inf_{r}\sup_{\sigma}E[e^{-r(\sigma A\tau-t)}R(\sigma, t)|X(t)=x]$

上下限 :
$(K-x)^{+}\leq V(t,x)\leq(K-x)^{+}+\delta$

最適停止境界:
$t^{*} \equiv\sup\{t\geq 0|\delta\leq V^{a}(t, K)\}$

発行人 :

$S_{t}^{I}=\{\begin{array}{ll}\{K\}, \in[0, t^{*}]\phi \in(t^{r},T]\end{array}$

もし $\delta>V^{a}(t, K)$ ならば, $t^{r}=0$ . すなわち $S_{t}^{I}=\phi$ .
投資家 :

$S_{t}^{II}=[0,x_{t}^{II}]$

$x_{t}^{a} \leq x_{t}^{II}\leq Kh^{a}\supset\lim_{tarrow T}x_{t}^{II}=K$

定理 31 (価格の分解)

$V’(t, x)$ をヨーロピアンプットオプションの価格とすれば, $V(t, x)$ は次のように分解される.

$V(t,x)=V’(t,x)+e(t,x)-d(t, x)$ .

ここで.

$e(t,x)$ $=$ $\tilde{E}[\int^{T}e^{-r(\ell-1)}rK1_{\{X(s)\leq x_{l}^{Il}\}}ds|X(t)=x]\geq 0$ ,

$d(t,x)$ $=$ $\overline{E}[\int^{t^{*}}e^{-r(\alpha-t)}(\frac{\partial V}{\partial x}(K^{+}, s)-\frac{\partial V}{\partial x}(K^{-}, s)dL_{n}^{x}(K)]\geq 0$

である.

系 3.1 $e^{a}(t, x)$ をアメリカンプットオブションの早期行使プレミアムとすれば

$e(t,x)$ $>$ $e^{a}(t,x),$ $t\in[0,t^{*}]$

$e(t,x)$ $=$ $e^{a}(t,x),$ $t\in[t^{*},T]$
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系 3.2 (永久ゲームプッオプション (鈴木・澤木 [30] $[33],Kyprianou[23])$)

もし $\delta\geq\delta^{*}$ ならば, $V_{\infty}(x)=V_{\infty}^{a(x)}=rK \overline{E}[\int_{0}^{\infty}e^{-rt}1_{\{X(t)\leq x_{a}\}}|X(0)=x]$

もし $\delta<\delta^{*}$ ならば, $V_{\infty}(x)=V_{\infty}^{a(x)}-( \frac{dV}{dx}(K^{+}))-\frac{dV}{dx}(K^{-}))\overline{E}[\int_{0}^{\infty}e^{-rt}dL_{t}^{x}(K)]$

ここで $\delta^{*}=V_{\infty}^{a}(K)$ である.

$D$ 償還条項付の転換社債 (八木・澤木 [31] [32])

$c(t)$ $=$ $c$

$f(t,$ $x\rangle$ $=$ $\max\{zx, F\},$ $z=$ 希薄化率 (dilution rate)

$g(t,x)$ $=$ $zx$

$h(X(T))$ $=$ $\min\{X(T), \max(zX(T), F)\}$

上下限:

$zx \leq V(t,x)\leq\max(zx, C),$ $C$ : コール価格

最適停止領域 :
発行人 :

$S^{I}$
$=$ $\{(t,x)|V(t,x)=\max(zx, C)\}$

$x_{t}^{I}$ $=$ $\inf\{x|x\in S_{t}^{I}\}$

$S_{t}^{I}$ $=$ $[x_{t}^{I}, \infty$ )

投資家 :

$S^{II}$
$=$ $\{(t,x)|V(t, x)=zx\}$

$x_{t}^{II}$ $=$ $\inf\{x|x\in S_{f}^{II}\}$

$S_{t}^{II}$ $=$ $[x_{t}^{II}, \infty$)

$x: \equiv\min(x_{t}^{l}, x_{t}^{lI})$ とすれば

継続領域は,

$C_{t}=[0,x_{t}^{*}]$

となる.

定理 3.2 (価格の分解)

$V(t,x)=B(t,x)+\hat{c}(t, x)+p(t, x)-d(t,x)$

ここで. $B(t, x)$ は割引債の価格で, $\hat{c}(t, x)$ はヨーロピアン. コールオプションの価格, $p(t,x)$ は早

期転換プレミアム, $d(t, x)$ は償還割引額である.

$E$ インストールメントアメリカンオプション (Ben-Ameur [2])

$c(t)=-q,$ $f(t,x)$ $=$ $0$ , $g(t, x)=(S(t)-K)^{+}$

$h(X(T))$ $=$ $(S(T)-K)^{+}$

$R_{t}(\tau_{e)}\tau_{s})$ $=$ $(S(\tau,)-K)^{+}1_{\{\tau_{C}<\tau.<T\}}+(S(T)-K)1_{\{\tau,_{\wedge}\wedge\tau_{\delta}\geq T\}}$
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$/t\tau_{r}.\wedge\tau_{\delta}qe^{-r}’ ds$

$V$ ( $t,$ $x$ : q) $=$
$ess\tau,$.

$supE[e^{-r(\tau oe\wedge\tau_{n}-t)}R_{t}(\tau_{e},\tau_{\delta})|X(t)=x]$

最適停止領域 :

$S$ $=$ $\{(t,x)|V(t,x:q)=0\}$

$\mathcal{E}$ $=$ $\{(t,x)|V(t,x:q)=(x-K)^{+}\}$

特に, 満期 $T$ での

最適停止境界 : $\underline{S}(T)=K$

最適行使境界 : $\overline{S}(T)=\max\{\frac{rK-q}{\delta}, K\}$

定理 33(価格の分解)

$V$ ( $t,$ $x$ ; q) $=$ $c(t, x)-q \int^{T}e^{-r(u-t)}\Phi(d_{-}(x,\underline{S}(u);u-t)du$

$+$ $\int^{T}\{\delta xe^{-\delta(u-t)}\Phi(d+(x,\overline{S}(u),$$u-t$))

$(rK-q)e^{-r(u-t)}\Phi(d_{-}(x,\overline{S}(u),$ $u-t$))} $du$

ここで, $c(t, x)$ はヨーロピアンコールオプションの価格であり, $\Phi(\cdot)$ は標準正規分布を表す.

$F$ ダブルバリア型エクイティリンク債 (ヨーロッパ型)

$c(t)$ $=$ $0$ , $f(t,x)=0,$ $g(t,x)=0$

$\hat{X}(T)$ $=$ $0 \max_{\leq t\leq T}X(t),\check{X}(T)=\min_{0\leq c\leq T}X(t)$

$h(\hat{X}(T),\check{X}(T))$ $=$ $F1_{\{\hat{X}(T)\geq U\}}+F1_{\{\dot{x}(\tau)<U,\dot{X}(T)\geq L\}}$

$+$ $mIn\{F, \frac{X(T)}{X(0)}F\}1_{\{\hat{X}(T)<U,\dot{X}(T)<L\}}$

$V(t, x)$ $=$ $\overline{E}[e^{-r(T-t)}[F-\frac{F}{X(0)}\max\{X(O)-X(T), 0\}1_{\{X(T)<U\}}$

$+$ $\frac{F}{X(0)}\max\{X(O)-X(T), 0\}1_{\{\tilde{X}(T)<U,\dot{X}(T)\geq L\}}|\dot{X}(t)=x$ ]

$=$ $e^{-r(T-t)} \{F-\frac{F}{X(0)}\hat{V}(t, x)+\frac{F}{X(0)}\check{V}(t, x)\}$

ここで, $\hat{V}$ は権利行使価格が $X(O)$ であるヨーロピアン・アップアンドアウトプットオプションの価
格であり, $\check{V}$ はヨーロピアンダブルノックアウトプットオプションの価格である.

$G$ 不動産の売却購入モデル (中野・後藤・大野 [35] )

プレーヤー I を不動産を現に保有している売り手とし, 不動産からの利得を最大にするために何時売
却するかを考えている、 プレーヤー II を不動産の購入を検定している買い手と想定しよう. この買
い手は. 不動産購入の費用を最小にしたいと考えている. それぞれの売却時刻および購入時刻をそれ
ぞれ $\sigma$ と $\tau$ で表す. ここでは. 不動産を住居用不動産と見倣すことにしよう.
$X_{t}$ を時刻 $t$ での入居世帯数としたとき. $X_{t}$ は確率微分方程式

$dX_{t}=u_{1}dq_{1}$ -uodq2
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を満たすと仮定する. $Y_{t}$ を時刻 $t$ での不動産価格とすれば, $Y_{t}$ は確率微分方程式

$dY_{t}=dY_{t}dt+\sigma dW_{t}$

を満たす. プレーヤー I(売り手) の利得関数 (賃貸収入) を $f(t, X_{t})$ とし, プレーヤー II (買い手)

の利得関数を $g(t, Y_{t})$ とする. $V_{I}(t, x, y)$ を $X_{\ell}=x,$ $Y_{t}=y$ のときのプレーヤー I の期待収益の最
大値とし, VII $(t, x, y)$ をプレーヤー II の期待費用の最小値とすれば, VI $(\cdot, \cdot, \cdot)$ と VII $(\cdot, \cdot, \cdot)$ は動的

計画法の最適性の原理より次式を満たす.

VI $(t, x, y)$ $=$
$\sup_{\sigma}E$ [ $e$

一

$r( \sigma-t)t\int_{t}^{\sigma}f(s,$ $X_{s})ds+e^{-\rho(\sigma-\ell)}g(\sigma,$ $Y_{\sigma})+V_{II}(\sigma,$ $X_{\sigma},$ $Y_{\sigma})\}|X_{t}=x,$ $Y_{t}=y$]

VII $(t, x, y)$ $=$ $\inf_{\tau}E[e^{-r(\tau-t)}g(\tau, X_{\tau})+e^{-r(\tau-t)}V_{I}(\tau, X_{\tau}, Y_{\tau})|X_{t}=x, Y_{t}=y]$

例えば. $f(t, X_{t})=f(X_{t})-C,$ $g(t, Y_{t})=Y_{t}$ と仮定すれば, 利得関数は中野後藤大野 [35] に退
化する.

VI $(x,y)= \lim_{tarrow\infty}V_{I}(t, x, y)$ とすれば, VI $(x, y)$ は入居者数が $x$ で不動産価格が $y$ のとき一度売却

すれば. それ以降永久に保有しないときの売り手の期待利得となる:VII $(x, y)= \lim_{tarrow\infty}V_{II}(t, x, y)$

とすれば, VII(X, $y$) は不動産を一度購入すれば永久に保有する買い手の期待費用となり, 永久モデ

ルとなる.

上記のモデルは, 不動産の購入と売却を交互に繰返すモデルとなっている. 従って, 常微分方程式を

それぞれ別個に解く永久モデルではなく. 動的計画法の関数方程式が交互に入組んだ式になっている
ことに注目しよう.

さらに. 本モデルの利得 (費用) 関数を条件付請求権の評価モデルとして定式化することによって,

不動産の証券化も可能である. 例えば,

$f(t, X_{\ell})$ $=$ $\max\{f(X_{t}), K_{1}\}=K\iota+\max\{f(X_{f}.)-K, 0\}$

$g(t, Y_{t})$ $=$ $\max\{Y_{t}-K_{2},0\}$

とすれば, 不動産の売却購入モデルをオプション評価モデルとして定式化したことになる.

$H$ 寡占企業間の参入退出モデル (Goto, M., Takashima, R., Tajimura, M. and Ohno, T. [12])
プレーヤー I を既に参入している企業, プレーヤー II を今後参入予定の企業とすれば. $\sigma$ はブレー

ヤー I の産業からの退出時刻を, $\tau$ はプレーヤー II の参入時刻を表す. この産業の時刻 $t$ での需要

を $X_{t}$ とすれば, $X_{t}$ は確率微分方程式

$dX_{t}=\mu X_{t}dt+\alpha X_{1}dW_{1}$

で与えられるとする. $C_{t}$ を時刻 $t$ での退出費用とし, $f(t,$ $X$のをプレーヤー I の利得関数, $g(t, X_{t})$

をプレーヤー II の参入費用としよう. $V_{I}(t,x)$ をプレーヤー I の期待利得の最大値, $V_{II}(t, x)$ をブ

レーヤー II の期待費用の最小値とすれば, VI $(\cdot, \cdot),$ $V_{II}(\cdot, \cdot)$ は次式を満たす.

VI $(t, x)$ $=$ $\sup_{\sigma}E[e^{-r(\sigma-t)}\{-C_{\sigma}+\int^{\sigma}f(s, X_{s})ds+V_{II}(\sigma, X_{\sigma})\}|X_{t}=x]$

VII $(t,x)$ $=$ $\inf_{\tau}E[e^{-r\langle\tau-t)}\{g(\tau, X_{\tau})+V_{I}(\tau, X_{\tau}, Y_{\tau})\}|X_{t}=x]$
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Goto, M., Takashima, R., Tajimura, M. and Ohno, T. [12] では

$C(t)$ $=$ $-C_{t}$

$f(t, X_{l})$ $=$ $D(1)X_{t}$

$g(t, X_{t})$ $=$ $D(0)X_{t}+E_{t}$

と仮定し, ひとたび参入または退出すれば, その状態を維持する永久参入・退出モデルを分析してい
る.

4 いくつかの解析的性質
この節では, アメリカン・プットオプションやゲームオプションでよく知られている定性的な性質が, 本

論文におけるより一般的な利得関数をもつ条件付請求権においても成立するか否かを検証する. 特に. プ
レーヤー I(発行人) が解消権をもつ証券に対してその解消権の最適な権利行使領域や時間について解析的
性質を明らかにしたい. これらの性質を導出するために発行人および投資家の利得関数に対して次の仮定
を設ける.

仮定 4.1 $f(t,x),$ $g(t,x)$ および $h(x)$ は $t$ に関して連続な非増加関数で, $x$ に関して単調かつ凸関数であ
る. ブレーヤー I(発行人). II (投資家) の停止領域および継続領域を $S^{l},$ $S^{Il},C$ として, 次のよ
うに定義する.

$S^{I}$
$=$ $\{(t,x)|V(t,x)=f(t,x)\}$

$S^{JI}$
$=$ $\{(t, x)|V(t,x)=g(t,x)\}$

$C$ $=$ $\{(t,x)|g(t, x)<V(t,x)<f(t,x)\}$ (4.1)

$S_{t}^{I},S_{t}^{II}$ は, それぞれ $S^{f},S^{t}$ の時刻 $t$ でのトランケーションである.

補助定理 41
1) $V(t, x)$ は各 $x$ に対して $t$ の連続な非増加関数である.
2) $V(t, x)$ は各 $t$ に対して $x$ の単調な凸関数である.
3) もし $(t, x)\in C$ ならば $\mathcal{L}V=0$ である. ただし. $\mathcal{L}=\frac{1}{2}\kappa^{2}x_{\partial x}^{2\delta^{2}}=+(r-\delta)xr_{\overline{x}}^{\partial}+\tau_{t}\partial-r$

(証明) 証明は KUhn and Kyprianou [21] と同様にして可能であるので, ここでは省略する.

補助定理 4.2

もし $f(t, x)$ および $g(t, x)$ が各 $t$ に対して $x$ の単調な凸関数ならば $S \oint$ と $S \oint^{I}$ は閉包である. 即ち,
各停止領域は飛び地をもたない.

(証明) 停止領域 $S^{J}$ が閉包でないと仮定する. $t$ を固定し, $x_{1},$ $x_{2}\in S_{f}^{I},$ $x_{1}\neq x_{2}$ , となる $x_{1}$ と $x_{2}$ を
選ぷ. $0<\alpha<1$ となる $\alpha$ に対して $y=\alpha x_{1}+(1-\alpha)x_{2}\in C$ となる $y$ が継続領域に存在して、 こ

のとき継続領域の定義から,

$V(t,y)<f(t, y)$ (4.2)

22



が成立する. 補助定理 4.1より $V(t, x)$ は $x$ の凸関数であり $x_{1},$
$x_{2}\in S_{t}^{I}$ より,

$V(t,y)=V(t, \alpha x_{1}+(1-\alpha)x_{2})$ $\geq$ $\alpha V(t, x_{1})+(1-\alpha)V(t,x_{2})$

$=$ $\alpha f(t, x_{1})+(1-\alpha)f(t, x_{2})$

$\geq$ $f(t, \alpha x_{1}+(1-\alpha)x_{2})$

$=$ $f(t, y)$

となって, (4.2) 式に矛盾する.

補助定理 43 もし発行人が契約解消権をもたない (通常のアメリカンタイプ) ときの条件付謂求権の価
格を $V^{a}(t, x)$ とし, 満期が無限大のときのその価格を $V_{\infty}^{a}(t, x)$ とすれば, 次のことが成立する.
1) $V(t, x)\leq V^{a}(t, x)\leq V_{\infty}^{a}(t, x)$ .
2) $S_{t}^{II}\supseteq S_{t^{a}}\supseteq S_{\infty}^{a}$ .

(証明)

$1)minimizer$ としての契約解消権をもたないならば, maxmizer としての投資家の最適停止問題となって
(2-.9) 式より $V(t, x)\leq V^{a}(t, x)$ が成立する. Karatzas and Shreves [18] [19] より $V^{a}(t, x)\leq V_{\infty}^{a}(t,x)$

が成立する.

2) 固定した $t$ に対して $g(t, x)$ が非増加ならば, 補助定理 41より $V(t,x)$ も非増加な凸関数である.
(4.1) 式より $S_{t}^{II}\supseteq S_{t}^{a}\supseteq s_{\infty}^{a}$ を得る.

定理 4.1 差 $\delta_{t}\equiv f(t, x)-g(t, x)$ とし, $\delta_{t}$ は $t$ の非増加関数とし, $K_{\ell} \equiv arg\min_{x}f(t, x)$ とする.
さらに,

$t^{*}=\{\begin{array}{ll}\sup\{ \geq 0|\delta_{t}\leq V^{a}(t, K_{t})\}\infty g\Re_{-}^{\wedge}\emptyset 4\gtrless\end{array}$

を定義する.
1) 発行人の最適な解消領域は, もし $t\in[0, t^{t}]$ ならば, $S_{t}^{I}=\{K_{t}\}$ ,
もし $t\in(t\cdot, T$] ならば, $S_{t}^{I}=\phi$ となる.

2) 投資家の最適な停止領域は, $S_{t}^{II}=[0,x_{t}^{B}]$ である. ただし, $x_{t}^{B}$ は $t$ の非減少関数で $\lim_{tarrow}\tau x_{t}^{B}=$

$h(K)=g(T, K)$ .

(証明) もし $\delta_{t}>v^{a}(t, K_{t})$ ならば. 発行人は解消権が付与されていないアメリカンタイブのときの価
格よりも大きいペナルティーを解消権の行使に当って支払うことを意味する. 従って, この場合は発
行人は満期まで解消権を行使しないこの場合を考えよう.

残された課題
1) $V(t, x)$ は既知の資産価格に分解できるか.
2) $f(t, x)$ が $x$ の非減少でかっ $11m_{xarrow\infty}f(t, x)=\infty$ ならば, $V(t, x)arrow\infty$ となる.
3) $f(t,x)$ が $x$ の非増加でかつ $\lim_{xarrow}0f(t, x)=0$ ならば, $V(t, x)arrow 0$ となる力\searrow

5 第 3のプレーヤーがいる場合への拡張
プレーヤー I(発行人) とプレーヤー II (投資家) に加えて, 既存株主等のステークホルダーとして第 3

のプレーヤーの存在を仮定しよう. M&Aで散見されるように経営権をめぐる厳しい競争の下でのプレー
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ヤーは発行人たる企業 (経営者) と投資家だけではない. 新株予約権をめぐる企業と投資家のゲームを想
定したとき, 既存株主の支持がそのゲームの勝敗を決める重要な要因となる可能性がある.
この節では, 第 3のプレーヤーである既存株主等のステークホルダーが存在したときの発行人と投資家

の最適な戦略を考察する枠組を提示したい. すなわち, 投資家, 発行人に加えて第 3のプレーヤー (ステー

クホルダー) が存在して, 3者間で結託 (提携) が形成される状況を想定する. しかし, 条件付謂求権をめ
ぐってその権利を解消できるのは発行人であり, その権利の行使権は投資家が有していると仮定する. 第 3

のプレーヤーであるステークホルダーが発行人と投資家のどちらと結託するかによって, 発行人と投資家
の利得関数が変化するのである. すなわち, プレーヤーの間では有利な結託の形成を追求して, 発行人と
投資家はステークホルダーをめぐってゲームが演じられるとする. この節では, 3人のプレーヤーをそれ
ぞれ PI, PII, PIII として PIII が PI, PII のいずれかと結託する協力ゲームを最適停止問題として定式化
する. 結託の組合わせとしては { $\{PI\}$ , {PII} , {PIII} . {PI, PIII} , {PII, PIII} , {PI, PII} , {PI, PII,

PIII}} の 7通りが考えられるが, ここでは { $\{PI$ , PIII} , $\{PII\}$ } と { $\{PI\}$ . {PII, PIII}} の 2つの結託に
限定する. PIII の利得関数を $h(t, x)$ と, PI と PII が結託すれば PI の利得関数は $f’(t, x)$ に. PII と PIII
が結託すれば $g’(t, x)$ にそれぞれの利得関数は変換される. ただし, $f(t, x)\geq f’(t, x),g(t, x)\leq g’(t, x)$ と

仮定する. 結託後の変換された利得関数に対する 1つの解釈は

$f’(t,x)$ $=$ $f(t,x)-h(t,x)$ ,

$g’(t,x)$ $=$ $g(t, x)+h(t,x)$ (5.1)

である. あるいは,

$f’(t,x)$ $<$ $f(t,x)$ ,

$g’(t,x)$ $>$ $g(t,x)$ (5.2)

の仮定は, PI, PII に対してともに結託のインセンティブを与える. PI が PIII と結託したときの停止時刻
を $\sigma’$ , PII が PIII と結託したときの停止時刻を $\tau’$ とすれば, それぞれの停止時刻の組の下での利得関数は

$R_{t}(\sigma’, \tau)$ $=$ $\int_{t}^{\sigma’\wedge\tau}c(s)ds+f’(\sigma’, \tau)1_{\{\sigma’<\tau\}}$

$+$ $g(\sigma, \tau)1_{\{\tau<\sigma’\}}+h(X(T))1_{\{\sigma’\wedge\tau=T\}}$ , (5.3)

$R_{t}(\sigma, \tau’)$ $=$ $\int^{\sigma\wedge\tau’}c(s)ds+f(\sigma, \tau’)1_{\{\sigma<\tau’\}}$

$+$ $g(\sigma, \tau’)1_{\{\tau’<\sigma\}}+h(X(T))1_{\{\sigma\wedge\tau’=T\}}$ (5.4)

となり, それぞれの戦略の下での条件付請求権の価格は次の定理で与えられる.

定理 5.1 (5.1) 式において各 $t$ に対して $f’(t, x)>g’(t, x)$ , for all $x$ が成立すると仮定する.
1) 各々の結託において

$\underline{V}^{I}(t, x)$ $=$ $\sup_{\tau}\inf_{\sigma}E[e^{-\int_{t}^{\sigma’\wedge\tau}r(n)dn}R_{t}(\sigma’, \tau)|X(t)=x]$ , (5.5)

$\overline{V}^{I}(t, x)$
$=$ $\inf_{\sigma}\sup_{r}E[e^{-\int_{f}^{\sigma’\wedge\tau}r(\epsilon)d}R_{t}(\sigma’, \tau)|X(t)=x]$ (5.6)

とすれば $\underline{V}^{I}(t, x)=\overline{V}^{I}(t, x)$ が成立する.

$\underline{V}^{II}(t, x)$ $=$ $\sup_{\tau}\inf_{\sigma}E[e^{-\int_{f}^{\sigma\wedge r’}r(n)d\iota}R,.(\sigma, \tau’)|X(t)=x]$ , (5.7)
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$\overline{V}^{II}(t, x)$ $=$ $\inf_{\sigma}\sup_{\tau}E[e^{-\int^{\sigma\Lambda\tau’}r(s)ds}R_{f}.(\sigma, \tau’)|X(t)=x]$ (5.8)

とすれば $77^{11}$ $(t, x)=\underline{V}^{II}(t, x)$ が成立する.

2) もし $\overline{V}^{I}(t, x)>\overline{V}^{II}(t, x)$ ならば, PI と PIII の結託が優先する.
もし $\overline{V}^{II}(t, x)>\overline{V}^{I}(t, x)$ ならば PII と PIII の結託が優先する.

3) $D^{I}(t, x)=V^{1}(t, x)-\overline{V}^{II}(t, x),$ $D^{lI}(t, x)=\overline{V}^{II}(t, x)-\overline{V}^{I}(t, x)$ としたとき, $D^{I}(t, x)$ と $D^{II}(t,x)$

の大小関係は事前に決められた配分ルールに依存する.

(証明)

1) 定理の仮定の下で仮定 2.1の 2) が成立する. 利得関数 $R_{t}(\sigma’, \tau)$ および $R_{t}(\sigma, \tau’)$ の下での

2つの 2人停止問題を考えよう. 利得関数 $R_{t},(\sigma’, \tau)$ と利得関数 $R_{t}(\sigma, \tau’)$ に対するゲームの値
を $V^{I}(t, x)$ および $V^{II}(t, x)$ とすれば, 定理 21より

$V^{I}(t,x)=\underline{V}^{I}(t,x)=\overline{V}^{I}(t,x)$

および

$V^{II}(t,x)=\underline{V}^{II}(t,x)=\overline{V}^{II}(t,x)$

が成立する. ここで $V^{J}(t, x)$ はプレーヤー III がプレーヤー I と結託したときの 2人ゲームの
値であり, $V^{II}(t,x)$ はプレーヤー III がプレーヤー II と結託したときのゲームの値である.
$2)V^{I}(t,x)$ と $V^{II}(t, x)$ の大小関係は不明であるので, その大小関係がどのプレーヤーとの結
託が優位であるかを規定する.

3) プレーヤー I と III およびプレーヤー II と III の結託がそれぞれゲームの値をもつためには,

プレーヤー間において結託による利得関数 $f’$ および $g’$ について情報の対象性が保証され, $f’$

と $g’$ を確保したときの配分ルールが事前に決められている. このとき, 情報の対象性の下での

2人ゼロ和ゲームであるから, このゲームは均衡解をもつ.

6 まとめと今後の研究方向
本論文では, 発行人 (プレーヤー I) と投資家 (プレーヤー II) がそれぞれ権利行使可能な条件付請求権

の評価モデルの定式化を行なった. このような問題は. 2人最適停止問題として定式化できることを示し,

その条件付請求権の価値は, 2人停止ゲームの鞍点解となることを証明した. コーラブルなアメリカンや
ゲームオプションおよび償還条項付転換社債ばかりでなく, 種々の仕組債やリアル・オプションの問題も
この枠組みの下で定式化されることを論証した.
さらに. 既存株主等のステークホルダーを第 3のプレーヤーと見倣すことで, 従来の投資家と発行人 (企

業) の 2人ゲームを 3人のプレーヤーがいる資本市場でのリスク・ゲームへと拡張した. そこでは, ブレー

ヤー間の提携・結託が発生することを論じた. このような拡張は, 新株予約権の発行によるM&Aの分析
にも応用できる. 株主保護か投資家保護かをめぐる政策判断を議論するとき, 既存株主等のステークホル
ダーに対してどちらの側がより大きな企業価値 $V^{I}(t, x)$ および $V^{II}(t,x)$ を主成することになるかの論理的

枠組みを考察することの可能性およびその重要性を指摘した.
今後は, さらにこの枠組みをより精密化したり, 特定の金融商品に特化することによって利得関数を具

体化したとき各プレーヤーの行動分析にも応用できるであろう. 行動ファイナンスの研究方向とも将来結び
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付けることも可能であり, 企業 (プレーヤー I) のM&Aに対する防御策の分析にも応用できる可能性を内
在している.
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