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概要

一般化チェビシェフ不等式 Vandenberghe et al. (2007) とは, 平均ベクトルと分倣共

分散行列が既知な確率変数がある 2次不等式によって記述される領域に入る確率の下
限を与えるものである. 本研究では一般化チェビシェフ不等式の最適化への 2つの応用
を提案する. 1つ目の 2次ミニマックス判別問題は平均, 共分散がわかっている 2つ

のクラスを判別するための 2次関数を求める問題である. このとき, 各クラスに様々な

分布を考えたときの最悪の場合の判別率が最良なものを求める. 2つ目は, 平均. 共分

散が与えられたとき, (1)確率変数の分布形によらずそこに入る確率がある翼求水準以
上である, (2)体積がなるべく小さい, という 2つの条件を満たす楕円を決定する問題
(確率制約付最小楕円決定問題)である. 本研究によって, 各問題に対して輿味深い理論

的性質, 数値実験の結果が示される.

1. はじめに ここで,

世の中の多くの事象は確率変数によっ
て記述される. しかし, その確率変数に Ph $(X)=\{$

ついての完全な情報を得ることは不可能
であり, 我々が知りうるのは, その平均

$1/2k^{2}(X=\mu-k\sigma)$

$1-1/k^{2}$ $(X=\mu)$

$1/2k^{2}(X=\mu+k\sigma)$

や分散といったごく一部の情報である. という確率変数を考えると, その平均は

それにも関わらず, その変数によって制 $\mu$ , 分散は $\sigma^{2}$ であり, かつ

御される事象が起こる確率を見積もらな $Pr\{|X-\mu|<k\sigma\}=1-\underline{1}$

くてはならないことは多々ある.
$k^{2}$

1次元の確率変数 $X$があり, その平均 となる. このように, 実際に下限を連成す

を $\mu$ , 分散を $\sigma^{2}$ とする. 今, $k$ を 1より る確率変数が存在するという意味で (1)

大きいスカラーとする. このとき,次の関 は厳密な不等式である.

係が成り立つことが知られている. 最近は, 1次元のチェビシェフ不等式を

1 多次元に拡張した一般化\neqエビシェフ不
$Pr\{|X-\mu|<k\sigma\}\geq 1-\overline{k^{2}}(1)$ 等式が Vandenberghe et al. (2007)など

(1)はチェビシェフの不等式と呼ばれる. で盛んに研究されている. 一般化チェピ
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シェフ不等式については 2節で詳説する ト最適化等との関連から, このような問

が, その重要な点として, 次の 2点が挙げ 題を考えることは重要である. この問題

については, 数値実験の結果から,最適な
られる.

1. (1) に見られるように, 1次元のチェ 楕円の形状が分散共分散行列から決定さ
ビシェフ不等式において確率を見積 れるという興味深い現象が観察された.

もる領域が平均を含む区間であるの 本稿では $S^{n}$ は $n$次元実対称行列の集合

に対し, 一般化チェビシェフ不等式 を表し, $\Re^{n}$ は $n$次元実ベクトルの集合を

ではより広い領域を許す. 表す.

2. (1) のように櫨率の下限を陽に与え
ることはできないが, 関連する半正 2. 一徹化チェピシエフ不等虞

定値計画問題を解くことで確率の下 $n$ 次元の確率変数 $X$ があり, その平均

限とそれを達成する分布を構成する ベクトル, 分散共分散行列 $(\mu,\Sigma)$が既知で

ことができる. ここで半正定値計画 あるとする. 本稿では以下このことを

問題とは, 近年の内点法アルゴリズ $X\sim(\mu.Z)$ と表記する. いま, 有限個の 2

ムの発展により効率的に解くことが 次不等式制約によって定まる次の領城
できるようになった重要な数理計画 $T=\{x\in\Re^{*}|X^{r_{4^{x+2b_{l}^{r}x+C_{l}<0}}}$,
問題である. $\forall i=1,\ldots,m$} $(2)$

このような最近の研究の動向を踏まえ, が与えられているとする. ここ

著者らは一般化チェピシェフ不等式の 2 で, $(A_{l},b_{l},c_{l})\in S^{n}x\Re^{n}x\Re(l=1,\ldots m)$ で

つの応用を研究した. 一つは 2次ミニマ

ックス判別問題である. これは, 平均ベク あり, 各 $A_{l}$ は半正定値であるとは限らな

トルと分散共分散が既知な 2つのクラス $A\backslash$ . Vandenberghe et al. (2007) }$P$

が与えられたとき, 様々な分布を考えた $X\sim(\mu,\Sigma)$ なる確率変数が $T$ に入る確率

ときの最悪の場合の判別率が最良である の下限, すなわち $\inf_{X\sim(\mu,D)}Pr\{X\in T\}$ が

2次判別関数を決定する問題である. この
問題はパラメータ付半正定値計画問題と 次の半正定値計画問題の最適値であるこ
して定式化されるが,著者らは最適な 2次とを示した :

判別関数の中に線形のものが含まれると $n$

いう興味深い性質を明らかにした. min $\iota-\sum_{t-1}a_{i}$

二つ目の応用は穂率制約付最小楕円決
定問題である. これは確率変数の平均ベ

s.t $\{\begin{array}{ll}Z_{i} z_{l}z_{l}^{T} \lambda_{\prime}\end{array}\}\succeq O(i=1,\ldots.m)$, (3)

クトルと分散共分散行列が与えられたと
きに, そこに入る確率が前もって決めら

$\sum_{l\cdot 1}\{\begin{array}{ll}Z_{l} z_{l}z_{l}^{T} \lambda_{l}\end{array}\} \preceq\{\begin{array}{ll}Z+\mu\mu^{r} \mu\mu^{r} 1\end{array}\}$ ,
$n$

れた要求水準を満たし, かつ体積が最小
$\theta(A_{l}l$$Z)+2b^{T}z+c\lambda>0$. $i=1,\ldots,m$.

である楕円を決める問題である. ロバス
$l$ $l$ $l\iota-$
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ここで, $Z,,z_{l},\lambda_{l}(i=1,\ldots,m)$ が変数であ 究されていることを注記しておく. 詳細

る. 確率の下限を達成する分布は (3)の最 は割愛するが, 著者らは Kitahara et al.

適解から計算することができる. (2007)で (2)の双対問題を利用して 2次ミ

3. 2次ミニマックス調溺閥 $\blacksquare$ ニマックス判別問題が次のパラメータ付

平均ベクトル, 分散共分散行列が 半正定値計画問題に帰着できることを明
$(\mu_{l},\Sigma_{i})(i=L2)$である 2群があるとする. らかにした :

以下では, 各分散共分散行列は正定値で min $\alpha$

あるとする. サンプル $x$ が与えられたと s.t $\varphi_{i}+\mu\mu^{r}$ )$P_{l}$ )$+2\mu^{T}q_{l}+r_{i}\leq\tau_{l}a(i=1,2)$

き, 2次判別関数 $q(z)=z^{T}Az+2b^{T}z+c$

を用いて判別す る (ここで, $\{\begin{array}{ll}P_{l} q_{\prime}q_{l}^{T} r_{l}\end{array}\}\succeq O(i=I2)$,

$(A,b.c)\in S^{n}x\Re^{n}x\Re,$ $A$ は凸でなくて

も良い). すなわち, $q(x)<0$ならば第 1 $\{\begin{array}{ll}P_{1}-A q_{1}-b(q_{1}-b)^{T} r_{1}-\tau_{1}-c\end{array}\}\succeq O$, (4)

群に, $q(x)>0$ならば第 2群に判別し,

$q(x)=0$ならばどちらに判別しても良い $\{\begin{array}{ll}P_{2}+A q_{2}+b(q_{2}+b)^{\Gamma} r_{2}-\tau_{2}+c\end{array}\}\succeq O$,

とする. 判別関数が与えられたとき, 第 1
$\tau,$ $>0(i=l2)$.群のサンプルが第 2群に盤って判別され

る確率は第 1群の平均ベクトル, 分散共 2次ミニマックス判別間魑に関して. 箸

分散行列だけではなく, 第 1群の分布形 者らは次の輿味深い性質が成立すること
にも依存する. そこで, 平均ベクトルが $\mu_{1}$ . を示した.

分散共分散行列が $Z_{1}$であるような全ての

分布を考えたときの倶判別率の上限を考 定瑳 1. (Kitahara et al. $(2\infty 7)$ )線形

え, それを ミニマックス判別間題の最適解を
$l(z)=(a)^{T}z+b$ とする. このとき,

$\alpha_{\mathfrak{n}2}=supl-\langle\mu\iota^{Z}|)Pr\{q(x)\geq 0\}$

$l(z)$は 2次ミニマックス判別問題の最適
と表す. 同様に, 第 2群のサンプルを第 1 解である.

群に娯って判別する確率の上限 $a_{l21}$ は,

定理 1が述べるように実際に (4) を解く
$a_{l21}= \sup_{x\sim:\mu_{t}.Z},{}_{)}Pr\{q(x)\leq 0\}$

ことなく 2次ミニマックス判別間魑の最
と表される. そして, 判別関数 $q(z)$の最 適解が得られるというのは興味深い. ま

悪の場合の倶判別率 $\alpha_{l}$をた, 2次ミニマックス判別間題を考えるこ
$a_{l}= \max\{\alpha_{12},\alpha_{l21}\}$ (1) とにより線形関数より良い最悪の場合の

と定義する. 2次ミニマックス判別問題は, 倶判別率を持つ判別関数を得られる可能
最悪の場合の誤判別率を最小にする 2次性があったが, 実際にはそのようなこと

判別関数を求める問題である. ここに, はないというのも注目に値する.

判別関数が線形である線形ミニマックス
判別間題は Lanckiet et al. (2002)で研
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4. 確串鯛約付最小楕円決定闘 $\blacksquare$

$X\sim(\mu,\Sigma)$ なる $n$次元確率変数がある
5. おわりに
本研究では最近盛んに研究されている一

とする. また, $\alpha$ を $0$ より大きく 1より小 般化チェビシエフ不等式の最適化への応

さい実数とする. このとき, 次の 2条件を 用を 2つ提案した. 一つは 2次ミニマック

満たす楕円を決定することを考える : ス判別間題であり, もう一つは確率制約

付最小楕円決定問題である. 各問題につ

1 確率変数がその楕円内に入る確率の いて興味深い理論的性質, 数値実験の結

下限は $a$以上である. 果を紹介した.

2. 楕円の体積はなるべく小さい.
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$\tau- W((Z+\mu\mu^{r}\mathfrak{B})-2r^{r}\mu-s\geq m$,
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この問題における変数は
$(P,Q,r.s,\tau)eS^{n}xS^{\hslash}x\Re^{n}x\Re x\Re$ であ

る. この問題は Maxdet 問題と呼ばれ, 効

率的に解けることが知られている.
予備的な数値実験を行った結果, 最適

な楕円の形状は共分散の逆行列の定数倍
によって定まる現象が槻察された. この

現象の一般性の検証は, 今後の課題であ

る.
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