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$S^{2}$-値の Harmonic maps について

名古屋大学理学部 笹原康浩

l.Introduction

$B,$ $S^{2}$ を $R^{3}$ の単位球, 及び単位球面とする. この時, 与えられた滑ちかな境界値 $\phi$ : $S^{2}arrow$

$S^{2}$ に対し, ソボレフ空間 $H_{\phi}^{1}(B;S^{2}):=$ { $v\in H^{1}(B,$ $R^{3});v(x)\in S^{2}$ for a.e. $x\in B.$ } と

する. エネルギー汎関数 $E(v)$ $:= \int|\nabla v|^{2}dx$ の $H_{\phi}^{1}(B;S^{2})$ における停留点を Harmonic

map と呼ぷ. すなわち, $u\in H_{\phi}^{1}(B;S^{2})$ が harmaonic map であるとは, 任意の $v(\cdot, t)$ :

$[$-1, $1]arrow H_{\phi^{1}}(B;S^{2})$ が

(1) $\{\begin{array}{l}v(\cdot,0)=u)\frac{dv(\cdot,t)}{dt}\in C([-l,l]\cdot.H_{o}^{1}\cap L^{\infty}(B.\cdot R^{3}))\end{array}$

を満たすとき

$\frac{dE(v)}{dt}(\cdot, t)|_{t=0}=0$

が成立することである. この Harmonic map は, 次の方程式の弱解である.

(2) $\{\begin{array}{l}-\Delta u=u|\nabla u|^{2}u=\phi\end{array}$ $on\partial BinB$

エネルギー汎関数 $E$ の Minimizer は, Harmonic map であり, [6,Schoen-Uhlenbeck] の

結果を用いて正則性について次のようなことがいえる.
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Corollary 1. $u$ は $E$ の $H_{\phi^{1}}(B;S^{2})$ における Minimizer とする. このとき, $u$ は有限個

の特異点を除いて滑らかである. さちに特異点 $x_{0}\in B$ が存在すれば, その近傍で

(3) $u(x) \simeq\omega(\frac{x-x_{0}}{|x-x_{0}|})$ for some Harmonic map $\omega$ from $S^{2}$ onto itself

である. すなわち, 十分小さい正の数 $\mu$ に対して晦 $(x):=u(x_{0}+\mu x)$ for $x\in B$ とする

と $u_{\mu}arrow\iota’d(X/|x|)$ in $H^{1}s$trongly as $\muarrow 0$ である.

Remark 1. $S^{2}$ かち $S^{2}$ への Harmonic map は meromorphic または anti-meromorphi$c$

なものに限られることが知ちれている. $S^{2}$ から $S^{2}$ への Harmon$ic$ map $\omega$ に対し,

$u(x)= \omega(\frac{x}{|x|})$

と定めると, $u$ は $B$ から $S^{2}$ への Harmonic map となる. このように動径方向の微分が

消えているものを, 本稿では Tangential harmon$ic$ map とよぶ.

しかし, Harmonic map はエネルギー汎関数の Minimizer だけとは限らない. 実際,

(4) $\{\begin{array}{l}v(\cdot,0)=u_{0},v(\cdot,1)=u_{l}\frac{dv(\cdot,t)}{dt}\in C([0,1]\cdot.H_{0}^{l}\cap L^{\infty}(B,R^{3}))\end{array}$

となるような $v(\cdot, t)$ : $[0,1]arrow H_{\phi}^{1}(B;S^{2})$ が存在するとき, $u_{0}\equiv u_{1}$ として同値関係を定

めると, 各同値類における Minimizer は, もし存在すれば Harmonic map であることが

(1) かち容易にわかる.

ただし, Target manifold が $S^{2}$であるため各同値類での Minimizing sequence が強収

束するとは限ちない. (Target manifold の曲率が非正であれば, 各ホモトピー類ごとに

Harmonic map が存在することが知られている. ) エネルギー汎関数の Minimizer 以外
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の Harmonic map の存在については, [l,Bethuel-Brezis] によって, 境界値 $\phi$ が定数でな

いときには, 無隈個の Harmonic map が存在することがわかっている.

次節では, エネルギー汎関数の Minimizer 以外の Harmonic map について知る上で重

要な役割を果たす Relaxed Energy を紹介する. 三節では, Tangential harmonic map の

牲質を用いて, Relaxed Energy の Minimizer の特異点に関する主結果をを示す.

2.Relaxed Energies

前節で定めたような同値類を直接扱うことは出来ないので, ここであらためて同値関係を

定義する. まず最初に

$R\psi(B;S^{2}):=$ { $v\in H_{\phi}^{1}(B;S^{2})$ ; 有限個の点を除いて $C^{2}$ . } ,

とする. この時, 特異点 $x_{0}$に対し, 十分小さい $r$ をとれば $v|_{\partial B_{r}(x\text{。})}$ は連続で, その写像度

は一定である. 特異点の degree をこの写像度によって定める. $u,$ $v\in R_{\phi}(B;S^{2})$ に対し

$u,$ $v$ の特異点とその degree が一致するとき $u$ と $v$ は同値であるとする. $u_{0}$ と晦が同傾

でないとき, (4) を満たす $v$ が存在しないことは容易にわかる.

この同値関係を次のように $H_{\phi}^{1}(B;S^{2})$ に拡張する. まず) $D:H_{\phi}^{1}(B;S^{2})arrow L^{1}(B;R^{3})$

を次のように定める.

(5) $D(v):=(\begin{array}{l}\wedge v\cdot v_{y}v_{z}\wedge v\cdot v_{z}v_{x}v\cdot v_{x}\wedge v_{y}\end{array})$

この $D(v)$ は次を満たす.

(6) $divD(v)=4\pi d;\delta_{x}$ .
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ここで $x$; は $v$ の特異点で, $d$; はその degree, $\delta$ はのデルタ関数である. さらに)

$u,$ $v\in H_{\phi}^{1}(B;S^{2})$ に対し,

(7) $L(u, v):= \frac{1}{4\pi}\zeta:Barrow Rsup\{\int_{B}\nabla(\cdot(D(u)-D(v))dx\}$

$[|\nabla(||_{\infty}\leq 1$

とし, $L(u, v)=0$ の時 $u\equiv v$ とする. この $L$ を $R_{\phi}(B;S^{2})$ に制限すると

$L(u, v)= \frac{1}{4\pi}\sup_{(:Barrow R}\{\int_{B}\zeta(divD(u)-divD(v))dx\}$

$\}|\nabla\zeta\{|_{\infty}\leq 1$

であり, $L(u, v)=0$ となるための必要十分条件は, $u,$ $v$ の特異点とその degree が一致す

ることである. これは前述め同値関係の自然な拡張である.

しかし前節でも述べたように, 各同値類での Mininizing sequence が強収束するとは

限ちない. ここでその例を示しておく.

Example 1. [2, Brezis-Coron-Lieb] 境界値 $\phi\equiv(0,0, -1)$ とし, 正の整数 $d$ を適当に定

める.

$R\pm a$ $:=$ { $v\in R_{\phi}(B;S^{2});a\pm=(0,0,$ $\pm 1/2)$ で $degree\pm d$ の特異点を持つ. }

とすると $R\pm a$ において強収束しない Minimizing sequence が存在する.

$\omega$ : $\overline{C}arrow S^{2}$ を次のように定める.

(8) $\omega(z):=\Pi(\chi z^{-d})$

ここで\Pi は $(0,0,1)$ を極とする $R^{2}$ かち $S^{2}$ への立体射影, $\chi$ を $0\leq\chi\leq 1$ で $supp\chi$

$\subset B_{1/2},$ $\chi\equiv 1$ on $B_{1/4}$ なる滑ちかな関数とする. この $\omega$ を用いて

(9) $\{_{v_{n}^{n}(x,y,z)=(0,0}v(x, y,z).\cdot.\cdot=\omega(\frac{nx}{1/4-z^{2},-1)},$

$\frac{ny}{1/4-z^{2}})$

$if|z|>1/2if|z|\leq 1/2$

;
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とすると $v_{n}\in R\pm a$ であり, $E(v_{n})arrow 8d\pi$ . $v_{\triangleright}$ が強収束しないことは明らかである.

つぎに

(10) $\inf_{u\epsilon R\pm}E(v)\geq 8d\pi$

を示して $v_{n}$ か ‘ $R\pm a$における Minimizing sequence であることを証明する.

一般に $|L(v)|_{1} \leq\frac{1}{2}|\nabla v|^{2}$ であるから

$\int_{B}|L(v)\cdot e|\leq\frac{1}{2}E(v)$

が成立する. ただし, $e=(0,0,1)$ である. (6) と Gauss の定理から $v\in R\pm a$ に対し

(11) $\int_{Bl1\{z=t\}}L(v)\cdot e=4d\pi$, for $|t|<1/2$ .

これから

$\int_{B}\}L(v)\cdot e|\geq\int_{-1/2}^{1/2}|\int_{B\cap\{z=t\}}L(v)\cdot e|dt$

$=4d\pi$

$t$

を得る. よって任意の $v\in R\pm a$ に対し, $E(v)\geq 8d\pi$ であり, $v_{n}$ は』R\pm a での Minimizing

sequence である.

前述の $L$ : $H_{\phi^{1}}(B;S^{2})arrow L^{1}(B;R^{3})$ を用いて Relaxed Energy を次のように定める.

適当に与えちれた $\eta\in R_{\phi}^{1}(B;S^{2})$ に対し

(12) $E_{\eta}(v):= \int_{B}|\nabla v|^{2}+8\pi L(\eta_{j}v)$

とする. このとき

(13) $\min$ $E_{\eta}(v)=$ $\inf$ $E(v)$
$v\epsilon H_{\phi}^{1}(B,\cdot S^{2})$ $v\in H_{\phi}^{1}(B;S^{2})$

$L(\eta,v)=0$
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が成立する. これは任意の $v_{0}\in R_{\phi}(B;R^{3})$ に対し Example 1. の関数列を用いて,

(14) $\{\begin{array}{l}L(\eta,u_{n})=0\lim_{narrow\infty}E(u_{n})=E(v_{O})+8\pi L(\eta,v_{0})\end{array}$

となるような $u_{n}$ が構或できることと, $R_{\phi}(B;R^{3})$ が $H_{\phi}^{1}(B;R^{3})$ で稠密であることかち

導かれる.

この汎関数 $E_{\eta}$ は下に弱半連続であり, その Minimizer $v_{0}$ は自身が属する同値類での

エネルギー汎関数 $E$の Minimizer でもあることかち, Harmonic map となる.

Bethuel-Brezis は Non-constant な Harmonic map $u_{0}$ に対して

$\inf E_{\eta}(v)<E_{\eta}(u_{0})$

となるような Relaxed Energy $E_{\eta}$ が構成できることを示して境界値 $\phi$ が定数でないとき

無限個の Harnonic maps が存在することを証明した.

3.Tangential harmonic maps

$H_{\phi}^{1}(B;S^{2})$ での Harmonic maps の構造をより精密に知るために $E_{\eta}$ の Minimizer の

B\supp divD(\eta ) 上での正則性は重要な問題であるが未だ解決に至っていない. ここで

は, Tangential harmonic nap に関する次の結果を用いて $B\backslash suppdivD(\eta)$ 上の特異点

の性質について述べる.

Proposition 1. $\phi$ : $S^{2}arrow S^{2}$ を Harmonic map, $\eta\in R_{\phi}(B;R^{3})$ i.t $0\not\in suppdivD(\eta)$

なるものとする. このとき

(15) $\inf_{v\in H_{\phi}^{1}(B;R^{3})}E_{\eta}(v)<E_{\eta}(\phi(\frac{x}{|x|}))$
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が成立する.

Sketch of Proof. $u_{0}$ $:=\phi(x/[x|)$ とし $u_{0}$ が $E_{\eta}$ のであると仮定して矛盾を導

く. $\phi$ の degree が $\pm 1$ のときは容易であるかち, $\phi$ の degree $d\geq 2$ とし, $\eta$ は重複度も

こめてちょうど $d$ 個の特異点を持つものとする. (この仮定によって一般性が失われるこ

とはない. ) さらに $\nu_{1}\ldots\nu_{d}$ を与えられた特異点の $S^{2}$ への射影とする.

このとき任意の $a\in B$ に対し $u_{a}(x):=\phi(a+t(x-a))$ (ただし $t>0$ は $|a+t(x-a)|=1$

となるようにとる. ) とすると $E_{\eta}(u_{0})\leq E_{\eta}(u_{a})$ であることかち

ぎ

$M$ $:= \sum\nu_{i}$

(16) $i=1$

$=- \frac{1}{8\pi}I_{S^{2}}|\nabla_{S^{2}}\phi|^{2}\sigma d\sigma$

を得る.

また, $\nu$; は $\phi$ の分岐点上にあってその重複度は高々その分岐点の分岐度であることも

わかる. このとき, (16) が成立するためには $|MI^{2}\leq d(d-2)$ でなければなちない.

ところが, $[$2, \S 7. $C]$ の結果を用いて $|M|^{2}\leq d(d-2)$ ならば

$\min$ $E_{\eta}(v)<E_{\eta}(u_{0})$

$v\in H_{\ell}^{1}(B;R^{3})$

を得ることができる. これは, $u_{0}$ が Minimizer であるという仮定に反する.

この Proposition 1. から次のことが得ちれる.

Corollary 2. $u$ を $E_{\eta}$ の Minimizer とし, $x_{0}\in B\backslash suppdivD(\eta)$ をその孤立特異点と

する. このとき, 十分小さい正の数 $\mu$ に対して $u_{\mu}(x):=u(x_{0}+\mu x)$ for $x\in B$ とすると,

$u_{\mu^{\neg}}C$ in $H^{1}$ weakley as $\muarrow 0$ である.
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