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ある超越方程式の解の近似
– 山内二郎先生に捧ぐ –

元千葉大学工学部 戸田 英雄 (Hideo Toda)

千葉大学工学部 小野 令美 (Harumi Ono)

1 はじめに

渋谷の提起した問題 : 1969年 3月 18日 –20日に数理解析研究所で行われた研究集

会において, 渋谷政昭氏 (統数研) は “ 有理関数による最良近似について”で, 最尤推定の

ための超越方程式

$e^{y}-xy=1$ $(x>1, y>0)$ (1)

の解の逆関数の有理関数による最良近似を求める問題を提起した. ここで $x$ はある観測デ
$-\ovalbox{\tt\small REJECT}$ で既知とし, $y$ が母集団のパラメタで, これを最尤推定しようとする. 戸田は 1969年

9月 CP 委員会で一つの結果を口頭発表したが, 最近別の変数変換を用いてこの問題の展開

式と有理近似式を求めたので報告する.

$\phi=\frac{e^{y/4}-1}{e^{y/4}+1}=\tanh\frac{y}{8}$ (2)

とおくと, (1) 式より

$\frac{1}{x}=\frac{(1-\phi)^{4}}{1+\phi^{2}}\{1+\frac{\phi^{2}}{3}+\frac{\phi^{4}}{5}+\cdots+\frac{\phi^{2n}}{2n+1}+\cdots\}$ (3)

が得られるので,

$\frac{1}{4}\log x=\phi+\frac{2}{3}\phi^{2}+\frac{1}{3}\phi^{3}+\frac{4}{45}\phi^{4}+\cdots$ (4)

と展開できる. さらに,

$\log(1+\frac{1}{4}\log x)=\phi+\frac{1}{6}\phi^{2}+0\phi^{3}-\frac{1}{20}\phi^{4}+\cdots$ (5)

$\log(1+\log(1+\frac{1}{4}\log x))=\phi-\frac{1}{3}\phi^{2}+\frac{1}{6}\phi^{3}-\frac{53}{360}\phi^{4}+\frac{14}{45}\phi^{5}-+\cdots$ (6)
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と展開できる. そこで (6) 式の左辺を $t$ とおき逆転すると

$\phi$ $=$ $t+ \frac{1}{3}t^{2}+\frac{1}{18}t^{3}+\frac{59}{1080}t^{4}-\frac{121}{810}t^{5}-\cdot.$ .

275711058710671559373317 20
$+_{\overline{4938327304653270528000000}}t$

$+\cdot.$ . (7)

という結果が MACSYMA により求められた. (7) 式は

$0<t< \frac{1}{2}$ $0< \phi<\frac{1}{2}$ (8)

で使用される.

$\tau=t-\frac{1}{4}$ $(- \frac{1}{4}<\tau\leq\frac{1}{4})$ (9)

$\tau=d\frac{1}{4}\cos\theta$ $(0\leq\theta<\pi)$ (10)

の区間を
$0 \leq\theta\leq\frac{92}{96}\pi$ (11)

と定め, 有理関数

$\phi\simeq\frac{p_{0}+p_{1}\tau+p_{2}\tau^{2}+p_{3^{\mathcal{T}^{3}}}}{1+q_{1}\tau+q_{2}\tau^{2}}$ (12)

で近似する. このときの相対誤差を $\delta$ と書くとき $\delta$ を (11) 式の範囲でミニマックス化す

る.

2 山内の折りたたみ法

山内二郎はこの種の問題に対していわゆる山内の折りたたみ計算法と呼ばれる相対誤差

一様最良化有理関数近似の手法を開発した (1964). そこでこの山内法をこの問題に適用す

る. 一般に

$f(x)=f_{0}+f_{1}x+f_{2}x^{2}+f_{3}x^{3}+\cdots$ , $-2u\leq x\leq 2u$ (13)

の Pade 近似を

.

$f(x) \simeq\frac{p_{0}+p_{1}x+p_{2}x^{2}+p_{3}x^{3}}{1+q_{1}x+q_{2}x^{2}}$ (14)

とおく. この分母を払い $x$ のべきについて項別に等しくなるように係数を決めると $x^{5}$ の項

まで合わせることができる. こうして定まる $q_{1},$ $q_{2}$ を用いて誤差項は

$f_{6}+q_{1}f_{5}+q_{2}f_{4}=p_{6}d$

$f_{7}+q_{1}f_{6}+q_{2}f_{s=}^{d}p_{7}$

$f_{8}+q_{1}f_{7}+q_{2}f_{6}=p_{8}d$
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と書ける. $f(x)$ の一様最良近似を

$f(x) \simeq\hat{f}(x)=\frac{(p_{0}+A_{0})+(p_{1}+A_{1})x+(p_{2}+A_{2})x^{2}+(p_{3}+A_{3})x^{3}}{1+(q_{1}+B_{1})x+(q_{2}+B_{2})x^{2}}$ (15)

とおいて修正量 $A_{0},$ $A_{1},$ $A_{2},$ $A_{3}$ ; $B_{1},$ $B_{2}$ を求める.
$\hat{f}(x)$ の相対誤差を $E_{R}$ と書くと

$E_{R}$ $=$ $( \hat{f}(x)-f(x))\cdot\frac{1}{f(x)}$

$=$ $\frac{A_{0}+A_{1}x+A_{2}x^{2}+A_{3}x^{3}-p_{6}x^{6}-p_{7}x^{7}-.\cdots-(B_{1}x+B_{2}x^{2})f(x)}{p_{0}+p_{1}x+p_{2}x^{2}+p_{3}x^{3}+p_{6}x^{6}+p_{7}x^{7}+\cdot\cdot+(B_{1}x+B_{2}x^{2})f(x)}$ (16)

である. 端の点を含めて偏差点を 7個, 零点を 6個持つように修正量を決めたい. $0\leq\theta$

$\leq\pi$ で $-2u\leq u2\cos\theta\leq 2u$ なので

$x=du(2\cos\theta)=u(2c_{1})$ , $0\leq\theta\leq\pi$ , $c_{n}=d\cos n\theta$

1; おき, $A_{0},$ $A_{1},$ $A_{2},$ $A_{3;}B_{1},$ $B_{2}$ を $u$ のべき級数の形

$A_{0}=A_{00}+A_{01}u+A_{02}u^{2}+A_{03}u^{3}+\cdots$

$A_{1}=A_{10}+A_{11}u+A_{12}u^{2}+A_{13}u^{3}+\cdots$

$A_{2}=A_{20}+A_{21}u+A_{22}u^{2}+A_{23}u^{3}+\cdots$

$A_{3}=A_{30}+A_{31}u+A_{32}u^{2}+A_{33}u^{3}+\cdots$

$B_{1}=B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2}+B_{13}u^{3}+\cdots$

$B_{2}=B_{20}+B_{21}u+B_{22}u^{2}+B_{23}u^{3}+\cdots$

とおく. また,

$E_{R}=dE_{0}+E_{1}u+E_{2}u^{2}+E_{3}u^{3}+E_{4}u^{4}+E_{5}u^{5}+E_{6}u^{6}+E_{7}u^{7}+E_{8}u^{8}+E_{9}u^{9}+\cdots$ (17)

とおく. これを (16) 式に代入して分母を払うと次式が得られる.

左辺 : $(E_{0}+E_{1}u+E_{2}u^{2}+E_{3}u^{3}+E_{4}u^{4}+E_{5}u^{5}+E_{6}u^{6}+E_{7}u^{7}+E_{8}u^{8}+\cdots)$

$\cross\{p_{0}+$ $(p_{1}+f_{0}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2} + \cdot. ))\cdot u(2c_{1})$

$+(p_{2}+f_{0}(B_{20}+B_{21}u+B_{22}u^{2} + \cdots)$

$+f_{1}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2} + \cdots))\cdot u^{2}(2c_{1})^{2}$

$+(p_{3}+f_{1}(B_{20}+B_{21}u+B_{22}u^{2} + \cdots)$
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$+f_{2}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2} + \cdots))\cdot u^{3}(2c_{1})^{3}$

$+($ $f_{2}(B_{20}+B_{21}u+B_{22}u^{2} + \cdots)$

$+f_{3}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2} + \cdots))\cdot u^{4}(2c_{1})^{4}$

$+($ $f_{3}(B_{20}+B_{21}u+B_{22}u^{2} + \cdots)$

$+f_{4}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2} + \cdots))\cdot u^{5}(2c_{1})^{5}$

$+(p_{6}+f_{4}(B_{20}+B_{21}u+B_{22}u^{2} + \cdots)$

$+f_{5}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2} + \cdots))\cdot u^{6}(2c_{1})^{6}$

$+(p_{7}+f_{5}(B_{20}+B_{21}u+B_{22}u^{2} + \cdots)$

$+f_{6}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2} + \cdots))\cdot u^{7}(2c_{1})^{7}$

$+\cdots$ (18)

右辺 : $A_{00}+A_{01}u+A_{02}u^{2}+A_{03}u^{3}+A_{04}u^{4}$

$+A_{05}u^{5}+A_{06}u^{6}+A_{07}u^{7}$ $+$ $\cdot$ . .

$+((A_{10}+A_{11}u+A_{12}u^{2}+A_{13}u^{3}+A_{14}u^{4}+A_{15}u^{5}+A_{16}u^{6} + \cdots)$

$-f_{0}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2}+B_{13}u^{3}+B_{14}u^{4}+B_{15}u^{5}+B_{16}u^{6} + \cdots))\cdot u(2c_{1})$

$+((A_{20}+A_{2^{\backslash }1}u+A_{22}u^{2}+A_{23}u^{3}+A_{24}u^{4}+A_{25}u^{5} + \cdots)$

$-f_{0}(B_{20}+B_{21}u+B_{22}u^{2}+B_{23}u^{3}+B_{24}u^{4}+B_{25}u^{5}$ $+\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$-f_{1}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2}+B_{13}u^{3}+B_{14}u^{4}+B_{15}u^{5} + \cdots))\cdot u^{2}(2c_{1})^{2}$

$+((A_{30}+A_{31}u+A_{32}u^{2}+A_{33}u^{3}+A_{34}u^{4} + \cdots)$

$-f_{1}(B_{20}+B_{21}u+B_{22}u^{2}+B_{23}u^{3}+B_{24}u^{4} + \cdots)$

$-f_{2}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2}+B_{13}u^{3}+B_{14}u^{4}$ $+$ $u^{3}(2c_{1})^{3}$

$+(-f_{2}(B_{20}+B_{21}u+B_{22}u^{2}+B_{23}u^{3} + \cdots)$

$-f_{3}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2}+B_{13}u^{3} + \cdots))\cdot u^{4}(2c_{1})^{4}$

$+(-f_{3}(B_{20}+B_{21}u+B_{22}u^{2} + \cdots)$

$-f_{4}(B_{10}+B_{11}u+B_{12}u^{2} + \cdots))\cdot u^{5}(2c_{1})^{5}$

$+(-p_{6}-f_{4}(B_{20}+B_{21}u + \cdots)$

$-f_{5}(B_{10}+B_{11}u + \cdots))\cdot u^{6}(2c_{1})^{6}$

$+(-p_{7}-f_{5}(B_{20} + \cdots)$
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$-f_{6}(B_{10} + \cdots))\cdot u^{7}(2c_{1})^{7}$

$+\cdots$ (19)

まず, (17) 式の $E_{0},$ $E_{1},$ $E_{2},$ $E_{3},$ $E_{4},$ $E_{5}$ の項は $x$ によらず $0$ でなければならないから

(18) 式と (19) 式で

$u^{0}$の係数 : $E_{0}p0$ $=$ $A_{00}=0$ (20)

$u^{1}$の係数 : $E_{1}p_{0}$ $=$ $A_{01}+(A_{10}-B_{10}f_{0})(2c_{1})=0$

から $A_{01}=0$ (21)

$A_{10}-B_{10}f_{0}=0$ (22)

$u^{2}$の係数 : $E_{2}p0$ $=$ $A_{02}+(A_{11}-B_{11}f_{0})(2c_{1})+(A_{20}-B_{20}f_{0}-B_{10}fi)(2c_{1})^{2}=0$

から $A_{02}=0$ (23)

$A_{11}-B_{11}f_{0}=0$ (24)

$A_{20}-B_{20}f_{0}-B_{10}fi=0$ (25)

が得られる. 以下同様にして $u^{5}$ の項までの式から次の等式が得られる.

$u^{3}$の係数から $A_{03}=0$ (26)

$A_{12}-B_{12}f_{0}=0$ (27)

$A_{21}-B_{21}f_{0}-B_{11}f_{1}=0$ (28)

$A_{30}-B_{20}f_{1}-B_{10}f_{2}=0$ (29)
$u^{4}$の係数から $A_{04}=0$ (30)

$A_{13}-B_{13}f_{0}=0$ (31)

$A_{22}-B_{22}f_{0}-B_{12}f_{1}=0$ (32)

$A_{31}-B_{21}f_{1}-B_{11}f_{2}=0$ (33)

$-B_{20}f_{2}-B_{10}f_{3}=0$ (34)

$u^{5}$の係数から $A_{os}=0$ (35)

$A_{14}-B_{14}f_{0}=0$ (36)

$A_{23}-B_{23}f_{0}-B_{13}f_{1}=0$ (37)

$A_{32}-B_{22}f_{1}-B_{12}f_{2}=0$ (38)

$-B_{21}f_{2}-B_{11}f_{3}=0$ (39)
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$-B_{20}f_{3}-B_{10}f_{4}=0$ (40)

以上の式のうち, (40), (34), (22), (25), (29) から

$A_{10}=A_{20}=A_{30}=B_{10}=B_{20}=0$ (41)

と決まる.

つぎに, $(2c_{1})^{6}$ を次のように変形する. すなわち, $(2c_{1})^{k}$ は $k=5$ まで $0$ となるよう

に決めるので 2 $c_{6}=2\cos 6\theta$ と $(2c_{1})^{k},$ $k\leq 5$ の和の形

$(2c_{1})^{6}=2c_{6}+6(2c_{1})^{4}-9(2c_{1})^{2}+2$

にする. また, $(2c_{1})^{7}$ の項は $2c_{7}=2\cos 7\theta$ を用いて変形し, さらに 2 $c_{5}$ の式と組合せ

$2c_{7}-2c_{5}=U_{7}$ なる新たな変数を用いて

$(2c_{1})^{7}=U_{7}+8(2c_{1})^{5}-19(2c_{1})^{3}+12(2c_{1})$

と書き換える. この $LI_{7}$ は 2 $c_{6}=2\cos 6\theta$ の極値をとる点で $0$ となる.

以上の準備のもとに $u^{6}$ の係数を比較する.

左辺 : $E_{6}p_{0}$

右辺 : $A_{06}$ $+$ $(A_{15}-B_{15}f_{0})(2c_{1})$

$+$ $(A_{24}-B_{24}f_{0}-B_{14}f_{1})(2c_{1})^{2}$

$+$ $(A_{33}-B_{23}f_{1}-B_{13}f_{2})(2c_{1})^{3}$

十 $( -B_{22}f_{2}-B_{12}f_{3})(2c_{1})^{4}$

十 $( -B_{21}f_{3}-B_{11}f_{4})(2c_{1})^{5}$

$+$ $(-p_{6}-B_{20}f_{4}-B_{10}f_{5})(2c_{6}+6(2c_{1})^{4}-9(2c_{1})^{2}+2)$

これから (41) 式を用いて

$E_{6}p_{0}$ $=$ $-p_{6}(2c_{6})$ (42)

$A_{06}-2p_{6}$ $=$ $0$ (43)

$A_{15}-B_{15}f_{0}$ $=$ $0$ (44)

$A_{24}-B_{24}f_{0}-B_{14}f_{1}$ $=$ $-9p_{6}$ (45)

$A_{33}-B_{23}f_{1}-B_{13}f_{2}$ $=$ $0$ (46)

$-B_{22}f_{2}-B_{12}f_{3}$ $=$ $6p_{6}$ (47)

$-B_{21}f_{3}-B_{11}f_{4}$ $=$ $0$ (48)
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が得られる. 式 (42), (43), (48), (39), (33), (28), (24) から

$E_{6}=- \frac{p_{6}}{p_{0}}(2c_{6})$ (49)

$A_{06}=2p_{6}$ (50)

$A_{11}=A_{21}=A_{31}=B_{11}=B_{21}=0$ (51)

となる. $u^{7}$ の係数についても同様に両辺を比較し, (41), (51), (49) を用いると

$E_{7}p_{0}$ $=$ $(-p_{7}+ \frac{p_{6}p_{1}}{p_{0}})U_{7}-p_{6}(2c_{6})$ (52)

$A_{07}-2p_{6}$ $=$ $0$ (53)

$A_{16}-B_{16}f_{0}$ $=$ $12p_{7}-10 \frac{p_{6}p_{1}}{Po}$ (54)

$A_{25}-B_{25}f_{0}-B_{15}f_{1}$ $=$ $-9p_{6}$ (55)

$A_{34}-B_{24}f_{1}-B_{14}f_{2}$ $=$ $-19p_{7}+10 \frac{p_{6}p_{1}}{p_{0}}$ (56)

$-B_{23}f_{2}-B_{13}f_{3}$ $=$ $6p_{6}$ (57)

$-B_{22}f_{3}-B_{12}f_{4}$ $=$ $8p_{7}-2 \frac{p_{6}p_{1}}{p_{0}}$ (58)

が得られ, 式 (52), (53), (58), (47), (27), (32), (38) から

$E_{7}$ $=$ $\frac{1}{p_{0}}((-p_{7}+\frac{p_{6}p_{1}}{p_{0}})U_{7}-p_{6}(2c_{6}))$ (59)

$A_{07}$ $=$ $2p_{6}$ (60)

$B_{12}$ $=$ $(f_{2}(-8p_{7}+2 \frac{p_{6}p_{1}}{p_{0}})+6p_{6}f_{3})/(f_{4}f_{2}-f_{3}^{2})$ (61)

$B_{22}$ $=$ $\frac{1}{f_{2}}(-6p_{6}-B_{12}f_{3})$ (62)

$A_{12}$ $=$ $B_{12}f_{0}$ (63)

$A_{22}$ $=$ $B_{22}f_{0}+B_{12}f_{1}$ (64)

$A_{32}$ $=$ $B_{22}f_{1}+B_{12}f_{2}$ (65)

が得られる.

これで修正項の $0$ でない最初の係数と誤差の主要項 2項の係数が得られた. 同様の操作

を行えば, $u$ の高次の項の係数が次々に得られるが, この問題の (12) 式に関しては相当高

次の項まで求めないと十分な修正量は得られない. ここで得られた修正項の第 1項で $\phi(\tau)$

を修正した $\hat{\phi}(\tau)$ の相対誤差の様子を図 1に示す.
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3 数値的解法

(12) 式の一様最良近似を 2節の方法で求めようとすると, 修正項の収束が非常に遅いの

で, 多くの項を求めなければならない. そこで数慎的にこの修正項を求めることを試みた結

果, 最終的に相対誤差 $\delta$ を

mirz $\max|\delta|=.2749_{10}-4$

と -様最良化することができた. それは次の方法による.

3.1 出発値

(16) 式の $f$ を $\phi$ とお \langle とき 6個の零点を持つように修正量を決めたい. そこで

$\phi*(\tau)=\frac{p_{0}+A_{0}+(p_{1}+A_{1})\tau+(p_{2}+A_{2})\tau^{2}+(p_{3}+A_{3})\tau^{3}}{1+(q_{1}+B_{1})\tau+(q_{2}+B_{2})\tau^{2}}$ (66)



190

とおき, $(\phi*(\tau)-\phi(\tau))/\phi(\tau)$ が 6個の点

$\tau=t_{k}=2u\cos\frac{\pi}{12}k=\frac{1}{4}\cos\frac{\pi}{12}k$, $k=1,3$ , 5 , 7 , 9 , 11 (67)

で $0$ となるように修正量を求める. それには $(\phi*(\tau)-\phi(\tau))/\phi(\tau)$ の分子が $0$ になればよ

い.

$\frac{\phi(\tau)-\phi(\tau)*}{\phi(\tau)}$

$= \frac{1}{\phi(\tau)(1+(q_{1}+B_{1})\tau+(q_{2}+B_{2})\tau^{2})}$

$\cross(-p_{6}\tau^{6}-p_{7}\tau^{7}-\cdots+A_{0}+A_{1}\tau+A_{2}\tau^{2}+A_{3}\tau^{3}-B_{1}\tau\phi(\tau)-B_{2}\tau^{2}\phi(\tau))$ (68)

から, (67) の点において (68) 式の分子を $0$ にする修正量 $A_{0},$ $A_{1},$ $A_{2},$ $A_{3}$ ; $B_{1},$ $B_{2}$ を求め

る連立方程式は

$A_{0}+t_{k}A_{1}+t_{k}^{2}A2+t_{k}^{3}A_{3}-t_{k}\phi(t_{k})B_{1}-t_{k}^{2}\phi(t_{k})B_{2}$ $=$ $p_{6}t_{k}^{6}+p_{7}t_{k}^{7}+\cdots$ (69)

$(k=1,3,5,7,9,11)$

と書ける. この方程式から得られた修正量で修正した $\phi*(\tau)$ の相対誤差のグラフを図 2に示

す. また, Pade 近似 $\phi(\tau)$ の係数, 方程式 (69) から得られた修正量, 山内の方法により求

めた修正量の第 1項を表 1に示す.

表 1: 係数と修正量
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勺灯銭\sim

3.2 一様最良化

3.1節で求められた係数から出発して, (11) の範囲で一様最良化を行う.

$E_{R}( \tau;p_{0},p_{1},p_{2},p_{3};q_{1}, q_{2})=(\frac{p_{0}+p_{1}\tau+p_{2}\tau^{2}+p_{3^{\mathcal{T}^{3}}}}{1+q_{1}\tau+q_{2}\tau^{2}}-\phi(\tau))\frac{1}{\phi(\tau)}$ (70)

とおく.

以下の手続き 2. と 3. を数値的に収束するまで繰り返す.

1. 初期値 : 図 2に示した関数値から, $\tau=2u\cos\theta$ ; $\theta=\frac{92}{96}\pi,$ $\frac{83}{96}\pi,$ $\frac{65}{96}\pi,$ $\frac{1}{2}\pi,$ $\frac{1}{3}\pi,$ $\frac{15}{96}\pi,$ $0$

を偏差点と仮定する.
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2. 仮定した偏差点での相対誤差が交互に異符号で同じ大きさ $\delta$ となるようにパラメタ

$p_{0},$ $p_{1},$ $p_{2},$ $p_{3}$ ; $q_{1},$ $q_{2}$ ; $\delta$ を Newton 法で修正する. すなわち 7個の偏差点のところで

の連立方程式

$\pm\delta$ $=$ $E_{R}(\tau,\cdot p_{0}+\triangle p_{0},p_{1}+\triangle p_{1},p_{2}+\triangle p_{2},p_{3}+\triangle p_{3};q_{1}+\triangle q_{1}, q_{2}+\triangle q_{2})$

$\simeq$ $E_{R}(\tau;p_{0},p_{1},p_{2},p_{3};q_{1}, q_{2})$

$+ \frac{\partial E_{R}}{\partial p_{0}}\triangle p_{0}+\frac{\partial E_{R}}{\partial p_{1}}\triangle p_{1}+\frac{\partial E_{R}}{\partial p_{2}}\triangle p_{2}+\frac{\partial E_{R}}{\partial p_{3}}\triangle p_{3}+\frac{\partial E_{R}}{\partial q_{1}}\triangle q_{1}+\frac{\partial E_{R}}{\partial q_{2}}\triangle q_{2}$ (71)

を解いて修正量 $\triangle_{Po},$ $\triangle p_{1},$ $\triangle p_{2},$ $\triangle p_{3},$ $\triangle q_{1},$ $\triangle q_{2}$ と $\delta$ を求める. 修正量の大きさが

$10^{-10}$ 以下になったら反復を終わる.

3. $\theta$ の範囲 $0 \leq\theta\leq\frac{92}{96}\pi$ での相対誤差により両端点を除く偏差点が極値をとる点となる

ように二分法で修正する.

4回の反復でほぼ $\min\max$ 化が終了した. min max 化された関数の相対誤差と係数を図

3に示す.

4 結論

山内の方法は性質のよい関数に関しては非常に強力な方法である. 紙面の都合でここに

は述べないが, 山内が例としてあげている $e^{-x}$ で, 分子も 2次式とした例では非常に収束が

速く, 第 1項だけでも一様最良化の十分よい近似が得られる. しかし, ここで取り上げた関

数に関しては相当高次の項まで数式計算で求めないとよい出発値とはならない. ここでは,

3.1節のように数値計算技術でよい出発値が求められるので, これを用いて $\theta$ の範囲で $0\leq\theta$

$\leq\frac{92}{96}\pi$ , $x$ の範囲でほぼ 1.001 $\leq x\leq 38.57$ で相対最大誤差約 $2749_{10}-4$ と一様最良化す

ることができた. ある種の数値計算技術には, MACSYMA のような数式処理システムが

非常に役立つことがあるが, “ 山内流の数式処理技術には逆に数値計算技術が強力な助け船

になる” といえる.
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図 3: 一様最良化された $\hat{\phi}(\tau)$ の相対誤差曲線


