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On an $\varepsilon$-Optimal Policy
of Continuous Time Markov Decision Processes

星野満博 (新潟大自然科)

田中謙輔 (新潟大理)

本報告では、一般の状態空間上の割引率 $\alpha>0$ を伴う連続時間マルコフ決定過程を扱
う。一般に、 このような動的決定問題において最適政策が存在しないこともあり、 この場
合、 $\epsilon$-最適政策について論ずるのが自然であろう。最適政策、\epsilon 最適政策に関しては [ $1|$ な

どでも論じられている。 [ $1|$ では、 \epsilon 最適政策の存在性が示されているが、 ここでは、 $-\vee$れ

と異なり、ある \epsilon 最適政策が存在するとき、損失関数に適当な修正を施すことにより、 こ

の \epsilon 最適政策が、最適政策になるようにできることを議論している。

1 Time-homogeneous Markov process に関する
contraction semigroup について

$Z$を complete separable metric space とし、 $\beta_{Z}$を $Z$上の Borel \mbox{\boldmath $\sigma$}-algebra とする。 ま

た、各 $z\in Z$に対して、 $(\Omega, \mathcal{F}, P_{z})$ を probability space 、 $\{Z_{t};t\geq 0\}$ を probability space
$(\Omega, \mathcal{F}, P_{z})$ をもつ $Z$上の time-homogeneous Markov process とする。

Def. 1.1 $\{Z_{t};t\geq 0\}$ の transition probability function $P$を、

(1.1) $P(z;t, \Gamma)=P_{z}\{Z_{t}\in\Gamma\}$ $z\in Z,$ $\Gamma\in\beta_{Z},$ $t\geq 0$

によって定義し、 $B(Z)$ を $Z$上の有界かつ\beta Z-可測な関数の集合とする。 このとき、 $B(Z)$

は、 Banach space になる。 ただし、norm は、 $\Vert f\Vert=\sup_{z\in Z}|f(z)|$ とする。

Def. 1.2 各 $t\geq 0$ に対して、 operator $T_{t}$ : $B(Z)arrow B(Z)$ , $t\geq 0$ を、次のように定
義する。

(12) $T_{t}f(z)$ $=$ $E_{z}[f(Z_{t})]$

$=$ $E[f(Z_{t})|Z_{0}=z]$

$=$ $\int_{Z}f(y)P(z;t, dy)$ $f\in B(Z),$ $z\in Z$

このとき、族 $\{T_{t};t\geq 0\}$ は $B(Z)$ 上の bounded linear operator の contraction semi-
group になる。
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Def. 13 $\{f;$ η $\geq 1\}$ ⊂ $B(Z)$ に対して、

$w\infty=f$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $($の$\lim_{n\ovalbox{\tt\small REJECT}\infty}fz)=f(z)$ for each $2\in Z_{\text{・}}$

( $\ovalbox{\tt\small REJECT}$の $\{\Vert f\Vert ;$η $\geq 1\}$ : bounded sequence.

$B_{0}\equiv\{f\in B(Z)\ovalbox{\tt\small REJECT} 0^{T} =f\}$ と定義する・

Def. 1.4 contraction semigroup $\{T$≠ $\geq 0\}$ の weak infinitesimal operator $A$ を、

$(1$
・
$3)$ A$f=w0^{-}\underline{f}$

によって定義し、 $A$ の定義域を、つ (A) $\equiv$ { $f\in$ Bolヨ$Af\in B_{0}$ } とする。

2 Formulation

次の 6個の対象物から成る $dyna$� $c$ decision model を考える。
(a) state space 館: complete separable metric space の nonempty Borel subset.

β劣 : 実の Borel σ$- algebra$ ・

(b) action space $\mathcal{A}$ : complete separable metric space の nonempty Borel subset.
$\beta_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ : $\mathcal{A}$ の Borel σ$- algebra$ .

(c) time set $7=[0, \infty$), $\beta_{t}$ : σ$- algebra$.
(d) low of motion. ある time ち $\in 7$ において、 action $a\in \mathcal{A}$ を選んだとき、process

$\{X4\geq 0\}$ の $timd_{0}\in 7$ における確率的動きは、weak infinitesimal operator $A$
、

と $x_{t_{0}}\in$ 館によって定まる。
(e) $1o$ss function $r$ : $\ovalbox{\tt\small REJECT} 0,$ $\infty$ ) $\cross$ 館 $\cross$ 夙 $arrow R$ , measurable.
(f) admissible policy の集合 $D_{A}$は Markov policy から成る。

policy について
・ $\pi$ : (nonrandomized) Markov policy $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\pi$ : $[0, \infty$ ) $\cross$ 劣 $arrow \mathcal{A},$ $\beta_{t}\cross\beta_{\mathfrak{X}\text{じ}}measurable$・

・ Markov policy が time に依存しない場合 stationary policy と呼ばれる。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}.e$ . $\pi(tx)=\pi(O, x)=\pi(x)$ $\forall t\geq 0,$ $x\in X$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 各 $\pi\in D_{A}$ に対して、次の性質を持つ、 $st\circ$chastic process { $X_{t}$ ; オ $\geq 0$ } が存在す
るものとする 6
(i) { $X_{t}$ ; オ $\geq 0$ } : strongly measurable, strong Markov process.
(ii) 任意の $timd_{0}$ における Markov process {X4 $\geq 0$ } の確率的動きは、weak $in\ovalbox{\tt\small REJECT}$

finitesimal operator $A_{\pi(t_{0},x_{0})}$ によって決まる。
(iii) {X4 $\geq 0$ } の殆どすべての sample path は、右連続かつ左側極限を持ち、任意の

有限時間区間において、不連続点は高々有限個である。

policy $\pi$を用いたときの $\{X_{t}$≠ $\geq 0\}$ の transition probability function P傷を

(2.1) $P(s,x;s+tr)=P\{X_{\text{、}+t}\in\Gamma|X$、 $=x\}$ $s\geq 0,$ $t\geq 0,$ $x\in X,$ $\Gamma\in\beta_{X}$



83

とする。 policy $\pi$によって導かれる Markov process $\{X4\geq 0\}$ は、 time-homogeneous
であるとは限らない。 しかし、 state space を拡張することにより各 $\pi\in$ D為に対して、
time-homogeneous Markov process を得ることができる。
直積空間 $([0, \infty),$ $\beta_{t}$ ) $\cross$ (劣, $\beta_{X}$ ) 上で定義された・ 各 $\pi\in D_{A}$ に対する 2変数 process

$\{$¢$, xt$≠ $\geq 0\}$ の transition probability function $H_{\text{π}}$ を次のように定義する。

$(2$
・
$2)$ $H_{\pi}(t_{1},x;t_{2}, J|\Gamma)$

$=P\{(t_{1}+t, x_{t_{1+f_{2}}})\in J\cross\Gamma|(t, X_{t})=(t_{1}, X\}$

$=\{oP_{\pi}(t_{1}, x;t_{1}+t_{2}, \Gamma)$ $11$隣 $:$鵬
オ 1 $\geq 0$ , オ 2 $\geq 0,$ $J\in\beta_{t}$

このとき、 $\{$¢$, xt$≠ $\geq 0\}$ は time-homogeneous Markov process となる。 乙 =(ち $xt$

とおくと、第 1章のように各 $\pi\in D_{A}$ に対して {(ち $X_{t}$ )≠ $\geq 0$ } の contraction semigroup
を {町≠ $\geq 0$ } とし、 その weak in丘 nitesimal operator を $A_{\pi}$ と表すことにして、 $B0$ 、

$D(A_{\pi})$ を同様に定義することができる。
本報告における continuous time Markov decision process において次のように仮定す

る。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(a) ヨβ・ $\in B(Z)$ 5.オ. $B_{0}\neq\phi,$ $B_{0}$ ⊂∩$Bo\pi\in D_{A}$

(b) ヨ D(A) ⊂ $B(Z)$ 5.ム $\mathcal{D}(A)\neq\phi$ , D(且) ⊂∩
$\pi\in D$湾

$\mathcal{D}(A_{\pi})$

(c) $\tau t1$ ニ 1 $A_{\pi}1=0,$ $\pi\in D_{A}$

(d) ヨ$M<\infty s.t$ . $|r(tx, a)|\leq M$ , オ $\geq 0,$ $x\in$ 劣, $a\in \mathcal{A}$

(e) 各π $\in D_{A}$に対して、 $r_{\pi}$ : $Zarrow R$ を rπ (ちの =r(ち砥 π (ちの)
によって定義するとき、 $r_{\pi}\in$ Bo

$\alpha>0$ を割引率として、次のような total expected discounted loss %(ちのを考える。

(23) $V$) $\equiv$ $E_{\pi}[\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\infty}e^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\alpha(\tau$

ー

$t_{r(\tau,X_{\tau},\pi(\tau,X_{\tau}))d=x]}$

$=\text{ズ_{}e^{-\alpha(}T_{\pi}[r(\tau,X_{\tau},\pi(\tau,X_{\tau}))|X=x]d\tau}^{\infty}$

$=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{e^{-\alpha\tau}}^{\infty}T(tX$ オ $\geq 0,$ $X$ ([1]参照)

これは、timd $\geq 0$ において、 state $x\in$ 劣が観測されたという初期状態からスタート
して、 policy $\pi\in D_{A}$ を用いた場合の total expected discounted loss を表している。

optimal discounted loss function $V*:$ $[0,\infty$ ) $\cross \mathfrak{X}arrow R$ を、

$V*$ (ち $x$ ) $=_{\pi}i_{A}$ 砺 (ち $x$ ) $t\geq 0,$ $x\in$ 劣

によって定義する。
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$De2$ $\pi^{*}\in 0_{A}o$ptimal in $D_{A}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 隣・$(t, x)=V(tx)$ ∀オ $\geq 0,$ $x\in$ 劣

$\overline{D}e$ 各 $\epsilon>0$ に対して、
$\pi^{*}\in D_{A}$ : $\epsilon$-optimal in $D_{A}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 砿・(オ, $X\leq V$ (ちの十 $\epsilon$ ∀オ $\geq 0,$ $x\in X$

3 Main Results

3.1 some conditions

我々のアプローチは次の Ekeland の定理に基づている。
Ekeland の定理
X : complete metric space, $d$ : metric.
$F:Xarrow$ (一\infty , $\infty$ ] $F$ ≒ $\infty$ , 下に有界, 下半連続.
と仮定する。 このとき、 ある $\epsilon>0$ に対して $F($の $\leq\inf_{x\in X}F(x)+\epsilon$ となる $u\in X$ につ

いて、次の 3条件を満たす $v\in X$ が存在する。

$(3$
・

$1)$ $F(v)\leq F($の

(3.2) $d(u, v)\leq 1$

(3.3) $v$と異なる全ての ω $\in X$に対して、 $F($ω$)>F(v)$ 一 $\epsilon d(v,$ω $)$

Ekeland の定理を我々の動的決定問題に適用するために、次の 2つの条件を仮定する。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(a) $\mathcal{A}$ : complete metric space. $\rho$ : 凶の metric.
(b) 与えられた 〒 $\in D_{A}$ に対して、

・除 $\in \mathcal{D}(A_{\text{α}})$ $a\in \mathcal{A}$

・吟 $\in$ つ (A)
・ $\rho(\pi_{1}($ ・ $,$

・ $),$ $\pi_{2}($ ・

$,$
・$))\in B_{0},$ $\forall\pi_{1},$ $\pi_{2}\in D_{A}$

(c) 与えられたオ o $\geq 0X$ $\in$ 劣,7 $\in$ D為に対して、 F牡 (オ o, $x_{0}$): 夙 $arrow R$ を

$F(t_{0}, x_{0})=r(t_{0}, x_{0}, a)+A_{a}V_{\overline{\pi}}(t_{0}, x_{0})$ $a\in \mathcal{A}$

によって定義するとき、 FR(オ o, $x_{0}$ ) は、 $\mathcal{A}$ 上、下に有界かつ下半連続である。

条件 $B$ を仮定するとき、Ekeland の定理により、各 $\epsilon>0t_{0}\geq$ 0,恥 $\in$ 実,ア $\in$ D4
に対して、

$\exists a^{*}\in \mathcal{A}s$活.

(3.4) $a\neq$ α
$*$ である全ての $a\in \mathcal{A}$ に対して、
r(オ o, $x_{0},$ $a$ ) $+A_{a}$吟 (オ。, $x_{0}$ ) $>r$ ( $t_{0},$ $x_{0}$ , α*)+Aα鵡-くオ。, $x_{0}$ ) 一 $\alpha\epsilon\rho(a^{*}, a)$
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(a) $DA(t_{0}, x_{0})\equiv$ { $a^{*}\in \mathcal{A}|a^{*}\neq$ 売 $(t_{0},$ $x_{0})(3.4)$ をみたす} $\neq\phi$

(b) ヨπ*∈ 恥 5・オ・ $\pi^{*}(t_{0}, x_{0})\in D$ス (オ・, $x_{0}$ )

条件 B,C を仮定するとき・各 $\epsilon>0$ , オ o $\geq 0,$ $x_{0}\in$ 劣,〒 $\in D_{A}$ に対して、 (3.4) より

$a\neq\pi^{*}(t_{0}, x_{0})$ である全ての $a\in \mathcal{A}$ に対して、

$r(t_{0}, x_{0}, a)+AV-\pi\ovalbox{\tt\small REJECT} t_{0},$ $x_{0}$ ) $>r_{\pi^{\text{・}}}(t_{0}, x_{0})4$ 一

特に、 $a$ として、 $7(t_{0}, x_{0})\in \mathcal{A}$ をとると、

$r_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(t_{0}, x_{0})+$ 缶吟 (オ・, $x_{0}$ ) $>r_{\pi^{\text{・}}}$ (オ・, $x$・)+λπ蒔 (オ・, $x_{0}$ ) 一 αερ (π*(オ。, $x_{0}$ ),ア (オ。, $x_{0})$ )

[1, theorem4.1] により、

(3.5) $\alpha V\pi-\ovalbox{\tt\small REJECT} t_{0},x_{0}$ ) $>r_{\pi^{\text{・}}}(t_{0}, x_{0})+A_{\pi^{\text{・}}}V_{\overline{\pi}}(t_{0}, x_{0})$ 一 $\alpha\epsilon\rho(\pi^{*}(t_{0}, x_{0}),\overline{\pi}(t_{0},x_{0}))$

よって、

(36) $\exists\delta>0$ $s$ オ.

$\alpha V(t_{0}, x_{0})>r_{\pi^{\text{・}}}(t_{0}, x_{0})+A_{\pi}$鵡$-\ovalbox{\tt\small REJECT} t_{0},x_{0})$ 一 $\alpha\epsilon\rho(\pi^{*}(t_{0}, x_{0}),$ 〒$(t_{0}, x_{0}))+\delta$

更に、次の条件を仮定する。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ヨ% 〉・,ヨδ。〉・ $s.t$・$(t_{0}, X+\tau,$・$(x_{0}))>0,0\leq$ アく知

where $I(x_{0})\equiv$ { $x\in$ 劣 $|d(x0,$ $X\leq\delta_{0}$ } , $d$ : 劣の metric.

3(オ 0, $x_{0}$ ) $\equiv$ { $(tX$ $|$ オ 0 $\leq$ オ $<$ オ 0+%, $d(x0,$ $X\leq\delta_{0}$ } とする。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (3.6) が成り立つとき、

(37) α罵-\pi (ちの〉 $r_{\pi^{\text{・}}}(t$ ,の十 Aπ串除 (ちの一 $\alpha\epsilon\rho(\pi^{*}(t, x),\overline{\pi}(t, X)$ 十 6

if (ち $x$ ) $\in 3(t_{0}, x_{0})$

が成り立っ。

$\pi(tX\equiv$徽$1$灘 $:1;$諜$::1:$ ;
によって定義するとき $\pi\in D_{A}$ である。

ヨπ $\in D_{A}st$ .

(38) $V\pi(t_{0}, x_{0})$

一 $\alpha e^{-}\alpha\tau\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(x_{0})}\rho(\pi(t_{0}+\tau,$ $y,$ デ$(t_{0}+\tau, y)P(t_{0}, X+\tau, d)d\tau$

$<V(t_{0}, x_{0})$
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}$
$\epsilon$ 〉・,オ・ $\geq 0x_{0}\in$ 劣,〒 $\in D_{A}$ を・ 固定する・ $(3$

・
$7)$ により $0\leq\tau<\%,$

改ω o, $x$ ) $\geq\delta_{0}$ のとき、

α塀 (オ。$+$ ア, $X>r_{\pi^{\text{・}}}(t_{0}+\tau, x)+$ 且π・V-傷くオ。 $+\tau$ ,の一 $\alpha\epsilon\rho(\pi^{*}(t_{0}+$ ア, $x,7$( $f_{0}+$ ア, $x$ ) $+\delta$

∴ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(x_{0})}$ α聾 (オ・$+T$($t_{0},$ $x_{0}$ ; オ・ $+T$)

$\geq \text{オ_{}(x_{0})}^{\{r}$が ( $t_{0}+$ ち〃)+Aが環オ・ $+\tau$ )

一 αερ (π*(オ。 $+\tau$ , $y$ ),〒 (オ。$+\tau$,ッ))+6}劫 ( $t_{0},$ $x_{0};t_{0}+\tau$ ,吻)

$0\leq$ アく知

$\pi$
‘ の定義より

$(3$
・
$9)$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(x)}$ α聾 (オ・$+$)痔 ( $t_{0}$ , 皿・; オ・$+$)

$\geq\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(x_{0})}$ {( $r\pi+$御$Vo+T$)

一 $\alpha\epsilon\rho(\pi^{*}(t_{0}+\tau, y),$〒$(t_{0}+\tau,y))+\delta$ } $P\pi$ ( $t_{0},$ $x_{0}$ ; オ・ $+\tau$ ,吻)

$0\leq\tau<\tau_{0}$

一方、α跨 $=$ 聯+A$\ovalbox{\tt\small REJECT}$吟と $\pi$ の定義により、

$(3$
・
$10)$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(x}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{0+\tau(t_{0},X+T)}$

$=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(xo)^{c}}(r\pi+AV)(t_{0}+\tau, y)P(t_{0}, x_{0};t_{0}+\tau)$ $\tau\geq 0$

(3.9),(3.10) を加えると、次の不等式が得られる。

警ノα跨-くオ。, $x_{0}$ ) $\geq$ 警 ( $r_{\pi}$ 十 $A_{\pi}$ 吟)(オ。, $x_{0}$ )
一 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(x_{0})}^{\{\alpha\epsilon\rho(\pi(t_{0}+}$ちの, 〒$(t_{0}+\tau^{y)-\delta\}P,X+\tau}$

$0\leq\tau<To$

よって

$(3$
・
$11)$ 一

$\text{ア^{}+}$ ($e^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\tau d$α 稽 (オ・, $x_{0}$ ))

$\geq e^{-\text{α}}\tau^{\text{ノ}}r_{\pi}(t_{0}, x_{0})$

$-e^{-}\alpha_{(x_{0})}$ { $\alpha\epsilon\rho$( $\pi$ ( $t_{0}+$ ち $y$ ), 〒$(t_{0}+$ ち $y)$ ) 一 $\delta$ }$P,$ $x_{0};t_{0}+\tau$ )

$0\leq$ ア $<\tau$

また、α除 =r$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ +A$\ovalbox{\tt\small REJECT}$吟より、 (3.11) のときと同様に次の等式が得られる。

$(3$
・
$12)$ 一

$(e^{-}\alpha\tau V\triangleleft t_{0}))=e^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}d$
’

$\alpha\tau$

$\tau\geq\%$

(3.11), (3.12) をそれぞれ $0\leq\tau<\tau_{0}$ $To\leq\tau<\infty$ の範囲で積分して加えると、 (3.8)
が得られる。 ■
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32 条件 $C(a)$ が成り立たない場合について

定理 1を導く仮定において、条件 $C(a)$ を仮定したが、条件 $C(a)$ が成り立たない場合
も、次のような結果が得られる。

定 ある 〒 $\in D_{A}$ に対して、

$\{\begin{array}{l}\text{条件且},B(\text{α}),B(6)\text{条件β}(c)foreacht\text{≧}0,\text{∬∈劣}\text{条件}0’ D\text{ス}(\ovalbox{\tt\small REJECT},\text{の}=\text{φ,∀オ≧}0,\text{記∈劣}\end{array}$

が成立するとき、次の (a), (b) が成り立っ。

(a) 吟 (ち $x$ ) $\leq\pi(tx)+\alpha\epsilon\pi^{\infty}e\ovalbox{\tt\small REJECT}\rho($ア$($ ・
$,$

・ $),$ $\pi($ ・

$,$
・ $))(t,$ $X$

(b) loss function を

$q(tx, a)=r(tx, a)+\alpha\epsilon\rho(a,$ 〒$(tX)$ $t\geq 0,$ $x\in X,$ $a\in \mathcal{A}$

と修正し、 この loss function $q$ に対応する $\pi\in D$払の total expected discounted loss を
鵬とするとき、〒 $\in D_{A}$ は修正された動的決定問題において optimal となる。つまり、

(3.13) $\text{照_{}t}x$ ) $=\pi i^{\text{鵬}(tx)}$

が成り立っ。

3.3 一般の $\epsilon$-optimal policy について

条件 $A,$ $B(a)$ $B(b)$ を仮定する。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ヨ $V\in$ の (A) 5.オ. $\alpha V(tx)=_{\pi}i^{\{r_{\pi}\ovalbox{\tt\small REJECT}+V)\}}$ $t\geq 0,$ $X$

$G_{a}$ (ち $x$ ) $=r$ (ち $x,$ $a$ ) 十 $A_{\text{α}}V$ (ち x) $a\in \mathcal{A}$

によって定義するとき、 G.(オ,のは、 $\mathcal{A}$ 上、下に有界かつ下半連続である。

条件 G,H を仮定するとき、Ekeland の定理により
$\forall\epsilon>0$ , ヨα*(ち皿) $\in \mathcal{A}$ 5.ム

(3.14) $a\neq$ α*(ちのである全ての $a\in \mathcal{A}$ に対して、

r(ち $x,$ $a$ ) $+A_{a}V(tX>r$ ( $t,$ $x$ , α*(ち $x)$ ) $+$ ん・� $V(tX$ 一 αερ (α*(ちの, a)

条件 ヨバ $\in D$一活. バ$(t=(t$
医件亜 物,瓢 $\Vert\rho(\pi_{1}($ ・

$,$
・ $),$ $\pi_{2}($ ・

$,$
・ $))\Vert<\infty$

これらの新たな付加条件を課すことにより、次の意味での $\epsilon$-optimal policy が存在す
る。
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 条件 $A,$ $B(a)$ $B(b),$ $G$ $H,$ $1,$ $J$ を仮定するとき、

$\forall\epsilon>0$ $\exists\pi^{*}\in D_{A}$ $s.t$

$(3$
・
$15)$ $V(tx)\geq V$・$(tx)$ 一 $\alpha\epsilon\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\infty}e^{-}\alpha\tau TD^{\rho(\pi^{*}(,),\pi(\text{・,・}))(tX}$・・

オ ≧ 0 $x\in \mathfrak{X}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (3.14) と条件 1により
$\forall a\in$ 凶, r(ち $x$ , α*(ち $x)$ ) $+$ ん・$(t,x)$ y(ち $x$ ) $\leq r(tx, a)+$ ん y(ちの +αερ (α*(ち $x$ ), $a$ )

$\forall a\in \mathcal{A}$ , $r_{\pi^{\text{廓}}}(tx)+A_{\pi^{\text{寧}}}V(t, x)\leq r(t, x, a)+A_{a}V(tx)+\alpha\epsilon\rho(\pi^{*}(t, x),a)$

よって、条件 $G$ により、次の不等式が導かれる。

$r_{\pi^{\text{・}}}(tx)+A_{\pi^{\text{寧}}}V(t,$ $X\leq\alpha V(t,$
$X+ \alpha\epsilon\sup_{\pi\in D_{A}}\rho(\pi^{*}(t, x),$

$\pi(t, x))$

$( \alpha 1-A_{\pi^{\text{・}}})V\geq r_{\pi^{\text{・^{}-}}}\alpha\epsilon\sup_{\pi\in D_{A}}\rho(\pi^{*}($

・

$,$
・ $),$ $\pi($ ・

$,$
・ $))$

operator $(\alpha 1-A_{\text{π^{・}}})^{-1}$ の単調性より、

$(3$
・
$16)$ $V(tx)$ $\geq$ $V$) 一 $\alpha\epsilon\ovalbox{\tt\small REJECT}_{e^{-}}^{\infty}$

α

$\tau_{\pi^{\rho(\pi^{*}(\ovalbox{\tt\small REJECT},\cdot),\pi())(tX}}$
・

$,$

・

$\geq$ $V$ 一 $\alpha\epsilon\text{∬^{}e^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}\alpha_{\pi^{\rho(\pi^{*}(),\pi())\ovalbox{\tt\small REJECT} d\text{γ}}}$・

$,$

・・

$,$

・

$\epsilon>0$ は任意に小さくとれるから、

(3.17) $V(t, x)\geq V(t, x)$

一方、条件 $G$ より、 $\alpha V\leq r_{\pi}+A$ , $\forall\pi\in D_{A}$ . $\ovalbox{\tt\small REJECT} 1.le$�$a4.1$ ] を用いると、
$V\leq\%$ , $\forall\pi\in$ D4すなわち、 $V\leq V$ が得られる。 よって (3.17) より、 $V=V$ が成り
立ち、 これと (3.16) から (315) が導かれる。 ■
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