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一様剪断乱流の発達の分類

京大理 田中満 (Mitsuru Tanaka)

京大・数理研 木田重雄 (Shigeo Kida)

1. はじめに

直接数値計算によって得られたデータを用いて、一様勇断乱流の発達過程の分類

を行なう。一般に、乱流は勇断流において励起されるが、乱流エネルギーを生成する
” 乱れと平均勇断流の相互作用” は乱流力学の最も基本的な問題の一つである。 この

乱れと平均流の相互作用が存在する中で最も簡単な速度分布をもつものが一様勇断乱

流である。一様勇断乱流のさまざまな状況での発達を知ることは乱流モデルの検証に

役立つとともに、乱流境界層など実際の勇断流における乱流の発達過程を知る上でも

重要である。

Rose1 に始まり、 いくつかの一様勢断流の実験が行なわれてきた。 Champagne
et al.2 $(CHC)$、 $Rose^{3}$

、 Mulhearn and Luxton4 $(ML)$ などにより得られた主な結

果は、 (i) 下流に行くに従って積分距離とテイラー長は成長し続ける、 (ii) レイノルズ

応カテンソル、速度相関、エネルギースペクトルなどが相似的に発達する、 (iii) 乱流

強度は減少しながらある値に漸近する、 などである。 Harris et al.5 (HGC) は、 さ

らに長時間の乱流の発達の様子を観測し、エネルギーは初期に最小値をとった後、下

流に行くにつれて線形に増加することを発見した。 また、 この実験結果が主流が流れ

方向によらず一定という仮定から導き出せる結果ど一致することを示した。さらに、

積分距離は単調に増加するものの、 テイラー長はほぼ一定であるとの結果を得た。他

方、 Tavoularis and Corrsin6 $(TC)$ は、時間に関してエネルギーは 2乗で、積分距

離は線形に増加することを発見した。 Tavoularis7 は同じ TC のデータや Karnik and
Tavoularis8 $(KT)$ のデータを指数関数と比較し、彼の準解析理論の予想と一致してい

ることを示した。 Rohr et al.9 は、水槽実験によりエネルギーが時間の 2乗で増加す

ることを示し、主流の中央での値を用いて規格化するとその発達の様子が勇断の強さ

によらず普遍的であることを発見した。 Tavoularis and $Karnik^{1-}$ $(TK)$ は、 エネル
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ギーが指数的に増加するものとほぼ一定のものの 2種類の乱流状態があることを示し
た。

一方、一様勇断流の直接数値計算は Rogallo11 によって初めて行なわれた。
Rogers and Moin12 $(RM)$ は、比較的勇断の弱い場合の計算を行ない、ヘアピン状の

渦構造が一様勇断流中に現れることを示した。 Lee et al.i3 (LKM) は、乱流の非等
方性は勇断が強いほど大きく、壁乱流の対数境界層での値と同程度の強い勇断がある

場合には、壁がなくても勇断の効果のみによりストリーク構造が現れることを発見し
た。

本研究では、一様勇断乱流の時間発展の様子を、勇断の強さや、乱流強度を使っ

て分類することを試みる。また、勇断、乱流強度と非等方的性質との関係についても

調べる。

2. 数値シミュレーション

2.1基礎方程式

一様勇断乱流の時間発展の勇断の強さや乱流強度に対する依存性を調べる。 ここ

では、平均速度場は $x_{1}$ - 方向を向き、 $x_{2^{-}}$ 方向に勾配があるとする。つまり、

$U=(Sx_{2},0,0)$ (2.1)

の形で与えられるとする。 ここで、 $S$ は勇断の強さを表す量であり、 また、平均流の

渦度は $(0,0, -S)$ である。以後、速度場の平均流からのゆらぎの $x_{1}$ $x_{2}$ $x_{3}$ 成分をそ

れぞれ、 $u_{1}$ $u_{2}$ $u_{3}$ と書く。 このとき、ナヴィエーストークス方程式と連続の式は、

$\partial_{t}u+(U\cdot\nabla)u+(u\cdot\nabla)U+(u\cdot\nabla)u=-\nabla p+\nu\nabla^{2}u$ , $\nabla\cdot u=0$ $(2.2a, b)$

と書ける。 ここで、 $\partial_{t}=\partial/\partial t$
、 $p$ は圧力、 $\nu$ は流体の動粘性率である。ただし、流

体の密度を 1とした。 (2.2a) の左辺の第 2項、第 3項は、それぞれ平均流によるゆら

ぎの場の移流の効果、平均流からゆらぎの場へのエネルギーの流入を表す項である。

平均流 (2.1) に対して $(2.2a,b)$ は、

$\partial_{t}u_{i}+Sx_{2}\partial_{1}u_{i}+Su_{2}\delta_{i1}+(u_{k}\partial_{k})u_{i}=-\partial_{i}p+\nu\nabla^{2}u_{i}$ , $\partial_{k}u_{k}=0$ $(2.3a,b)$

と書き換えられる。 ここに、 $\partial_{i}=\partial/\partial x_{i}$ である。

方程式 (2.3) には、座標が陽に現れるが、それを消去するために平均勇断流とと
もに動く座標系 $(x^{*}, t^{*})$

、

$x_{1}^{*}=x_{1}-Stx_{2}$ , $x_{2}^{*}=x_{2}$ , $x_{3}^{*}=x_{3}$ , $t^{*}=t$ (2.4)
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を導入する。そして、 この座標上で周期境界条件を課して方程式を解く。11 このとき、

新旧座標系での微分演算子には

$\partial_{1}=\partial_{1}^{*}$ , $\partial_{2}=\partial_{2}^{*}-St\partial_{1}^{*}$ , $\partial_{3}=\partial_{3}^{*}$ , $\partial_{l}=\partial_{t^{*}}-Sx_{2}\partial_{1}^{*}$ (2.5)

の関係がある。 ここで、 $\partial_{i^{*}}=\partial/\partial x_{i}^{*}$ および酵 $=\partial/\partial t^{*}$ である。 このため、 この動

く座標系と元の座標系でのフーリエ波数の間には、元の座標系での波数を k 、動く座
標系での波数を $k^{*}$ として\mbox{\boldmath $\tau$} (2.5) より

$k(t)=(k_{1}^{*}, k_{2}^{*}-Stk_{1}^{*}, k_{3}^{*})$ (2.6)

の関係がある。動く座標系での波数 $k^{*}$ を時間と独立にとっても、元の座標系での波数

為は上式からわかるように時間とともに変化する量である。これは、主流による移流

の効果を表している。

2.2長さスケール、時間スケール、支配パラメター

非一様な勇断流では、乱流の振舞を規定する長さスケール、つまり積分距離は、

局所的な速度勾配など流れの幾何学的な構造によって決まる。一様勇断流においては、

初期のエネルギースペクトルがその後の積分距離の時間発展を決める。ここでは、 そ

の他に次の 3つの長さスケー $JL$,

$\iota_{s\equiv}(\frac{\nu}{S})^{2}\iota$ $\lambda\equiv\frac{u’}{\omega’}$ , $l_{K} \equiv(\frac{\nu^{3}}{\epsilon})^{4}\iota=(\frac{\nu}{\omega})^{2}\iota$ $(2.7a, b,c)$

を考える。 ここで、 $u’$
、

$\omega’$ は、 それぞれ、速度場、渦度場のゆらぎの大きさ、 $\epsilon$ はエ

ネルギー散逸率を表す。 $l_{S}$ は、勇断の影響と粘性の効果のつりあいを決める長さスケー

ルであり、乱流境界層理論での粘性長に相当する。 また、 $\lambda$ はテイラー長、 $l_{K}$ はコル

モゴロフ長である。

一方、勇断の強さから決まる時間スケール、渦回転時間、 コルモゴロフ時間スケー

ルは、それぞれ、

$\tau_{S}\equiv\frac{1}{S’}$ $\tau\equiv\frac{u^{\prime 2}}{\epsilon}$ $\tau_{K}\equiv(\frac{\nu}{\epsilon})^{\frac{1}{2}}=\frac{1}{\omega}$ $(2.8a, b,c)$

のように書き表される。 これらの長さスケール、時間スケールから組み立てられる量

として、 レイノルズ数と勇断率パラメターを、それぞれ、以下のように定義する。

$R_{\lambda}= \frac{\lambda u’}{\nu}=\frac{u^{\prime 2}}{\nu\omega}=\frac{\lambda^{2}}{l_{K}^{2}}=\frac{\tau}{\tau_{K}}$ (2.9)
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$S^{*}= \frac{Su^{\prime 2}}{\epsilon}=\frac{S}{\nu}\frac{u^{\prime 2}}{\omega^{l2}}=\frac{\lambda^{2}}{l_{S}^{2}}=\frac{\tau}{\tau_{S}}$ . (2.10)

このレイノルズ数は、テイラー長とコルモゴロフ長の比の 2乗、 もしくは、渦回転時
間 $u^{\prime 2}/\epsilon$ とコルモゴロフ時間の比の意味を持っている。一方、勇断率パラメターは、

テイラー長と粘性長の比の 2乗、 もしくは、渦回転時間 $u^{\prime 2}/\epsilon$ と勇断の時間スケールと

の比であると解釈できる。 これは、実効的な勇断の強さを表す量として、 Lee et al.13
によって導入された。

2.3 エネルギーの時間発展

運動方程式 (2.3) よりレイノルズ応カテンソルの各成分の時間発展は、

$\frac{d}{dt}\langle u_{1}^{2}\}=-2S\langle u_{1}u_{2}\rangle+\Pi_{11}-\epsilon_{11}$

$\frac{d}{dt}\{u_{2}^{2}\rangle=$ $\Pi_{22}-\epsilon_{22}$

$\frac{d}{dt}\{u_{3}^{2}\rangle=$ $\Pi_{33}-\epsilon_{33}$ $(2.11a, b, c, d)$

$\frac{d}{dt}\langle u_{1}u_{2}\rangle=-S\{u_{2}^{2}\}+\Pi_{12}-\epsilon_{12}$

のように記述できる。 ここで、 $\Pi_{ij}=\{p(\partial_{i}u_{j}+\partial_{j}u_{i})\}$
、

$\epsilon_{ij}=2\nu((\partial_{k}u_{i})\partial_{k}u_{j}\rangle$ は、

それぞれ、圧カーひずみ速度相関テンソル、エネルギー散逸率テンソルである。 また、

{ \rangle は空間平均を表す。 (2.11) よりエネルギーは

.

$\frac{d}{dt}\mathcal{E}=-S\{u_{1}u_{2}\rangle$ $-\epsilon$ (2.12)

のように時間発展することがわかる。 ここで、 $\mathcal{E}=\frac{1}{2}u^{\prime 2}$ である。 $($ 2.11 $d)$ 右辺の中で

第一項が支配的であれば、 { $u_{1}u_{2}\rangle$ は負となり、 (2.12) の右辺第一項はエネルギー流入
を表す。なお、 $($ 2.11 $a)$ より速度場の第一成分に主流からの直接のエネルギー流入があ

ることがわかる。勇断率で無次元化したエネルギーの成長率は、

$\sigma\equiv\frac{1}{\mathcal{E}}\frac{d}{d(St)}\mathcal{E}=2(\frac{-\{u_{1}u_{2}\rangle}{u^{2}}-\frac{1}{s*})$ (2.13)

のように、規格化したレイノルズ勇断応力と勇断率パラメターによって表すことがで

きる。 (2.13) の右辺が時間によらずに一定ならば乱流強度は指数的に増加する
(Tavoularis の予想) 。7

2.4計算スキームと初期条件
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方程式 (2.3) の直接数値シミュレーションを空間微分にはスペクト J法 (128 モー

ド)、時間積分にはルンゲークッタージル法を用いて行なう。計算領域の大きさは $2\pi\cross$

$2\pi\cross 2\pi$
、

$4\pi\cross 2\pi\cross 2\pi$
、

$8\pi\cross 2\pi\cross 2\pi$ のいずれかである。 $4\pi\cross 2\pi\cross 2\pi,$ $8\pi\cross 2\pi\cross 2\pi$

の場合には、それぞれ、 $x_{1}$ 方向の格子間隔を他の 2方向の 2倍、 4倍にする。初期条

件としては、速度のフーリエ係数の振幅をエネルギースペクトルが

$E(k)=ck^{4}\exp[-2k^{2}/k_{0}^{2}]$ (2.14)

( $c,$ $k_{0}>0$ は定数) となるように等方的に与える。 また、 フーリエ係数の位相はラン

ダムに与える。我々は、 レイノルズ数、勇断率パラメターの初期値をいろいろと変え

て数多くの数値実験を行なった。それぞれの計算における領域の大きさ、 S, \mbox{\boldmath $\nu$}, ko, c の

値、 $R_{\lambda},$ $S^{*}$ の初期値を表 1にまとめる。

3. 結果

3.0相図

一様勇断乱流のパラメター $R_{\lambda},$ $S^{*}$ の時間発展を調べた。図 1は、初期条件に対し
て $R_{\lambda}$ と $s*$ の時間発展を両対数グラフ上にプロットしたものである。図 1(a) は、

$R_{\lambda}arrow 0$ の振舞を見るために線形化した方程式を解いた (Rapid Distortion Theory
$)$ 結果である。 ただし、 このときには速度ゆらぎの大きさは重要でないので、 $u^{;2}/\nu\omega’$

の初期値が 1となるようにした。図 1 (b) に示したように、 $u’,\omega’$ が一定となる線は、

それぞれ、傾き 2 、傾き 1の直線である。図の右下にいくほど $u’,$ $\omega’$ は大きい。 $S$ は

主流の渦度の大きさを表すので、図の $\omega’=S$ の直線上では非線形項と線形項がほぼ

つりあっていると考えられる。

$o$ のついた曲線が今回我々が行なった数値計算の結果である。 $\bullet$ は初期の値を示

し $0$ は $St=1,2,3,$ $\cdots$ となる点を示す。 $RM$
、 LKM と記したものは、 それぞれ、

Rogers and $Moin^{12}$
、 Lee, Kim, and Moin13 の数値計算の結果である。 RM につい

ては、 $St=0$ から $St=16$ まで\mbox{\boldmath $\tau$} LKM については、 $St=0$ から $St=12$ ま

での時間発展を示す。 (それぞれ、 $St=0\cdot,$ $2,4,$ $\cdot\cdot,$ $St=0,4,8,12$ に $\triangle$ を付けた。)

$CHC$、 $TC$
、 TK(A-P) は、 それぞれ Champagne et $al^{2}$

、 Tavoularis and Corrsin‘6
Tavoularis and $Karnik^{1}$ の実験結果である。 TC の 3つの $+$ は、 それぞれ、 $St=$

8.6, 10.9, 12.7での値である。 TK の (A-P) で示される点は、実験の最終段階での値
でその時刻は、 $St=2\sim 28$ である (TK の図 2参照) 。

3.1概要

ここでは、図 1に示された $R_{\lambda\text{、}}$ $s*$ の時間発展の様子を簡単にまとめる。 (2.10)

からわかるように、勇断率パラメターは乱流スケール $\lambda$ の粘性スケール $l_{S}$ に対する
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比の 2乗である。 $s*$ が大きいことは乱流スケールが粘性スケールより大きいこと、っ
まり、勇断の効果が粘性の効果と比べて大きいことと同等である。 そこで、 まず、勇
断の効果と粘性の効果のみに注目するため、線形化した場合を調べ、次に、非線形項
が加わったことによる振舞の変化を見ることにする。

(i) 線形理論 – Rapid Distortion Theory (RDT)

非粘性の場合には、エンストロフィーの増加率がエネルギーの増加率を上回り、
乱流スケール $\lambda$ は単調に減少する。粘性が加わっても、粘性の効果が比較的小さい

$S^{*}(0)>8$ では、非粘性の場合と同様に初期に $s*(\lambda)$ は減少する。 しかし、 その後
$s*(\lambda)$ は上昇に転じる。乱流スケールが小さくなることにより粘性の影響を受けるよ
うになるためである。 これに対して $S^{*}(0)<8$ では $s*$ は初期から増大する。 これは

初めから粘性の影響を強く受けていることを意味する。乱流エネルギーの時間発展は、

図 2のように $s*$ の初期値に依存し、 $S^{*}(0)$ が大きいほど激しく増加する。非粘性の場

合には、 $Starrow\infty$ で時間とともに線形に増加することが知られている。14 しかし、粘

性がある場合には、 $Starrow\infty$ で乱流は減衰する。 $S^{*}(0)$ がかなり小さい場合 $(S^{*}(0)\leq$

4)、エネルギーは単調に減少する。 $s*$ がある程度大きい場合も、エネルギーは初期に

減少した後いったん増加に転じるが最終的には再び減少する。

(ii) 非線形性

図 1(b) からわかるように、 RDT の場合と同様に $s*$ の初期値が小さい場合には
$s*$ は増加し、大きい場合には $s*$ は減少する。初期のレイノルズ数が同じ計算の軌道

を比較すると、 それぞれが $s*=10$ ぐらいに向かって集中していくように見える。
$S^{*}(0)$ が小さい場合には、 レイノルズ数が大きくなるか、勇断率パラメターが小さく
なるにつれて、初期の $s*$ と $R_{\lambda}$ の減少が激しくなっていることがわかる。 これは、初

期のエンストロフィーの値が大きいほど非線形自己相互作用が活発で、小スケールの

運動が急速に励起されたことを意味する。 $S^{*}(O)$ が大きい場合には、平均流との相互

作用が $S^{*}$ を減少させていたが、非線形の効果が加わることにより $S^{*}$ の減少は加速さ

れる。 $S^{*}(0)$ が大きいほど、初期のレイノルズ数減少の度合は小さい。その後、 $S^{*}(0)$

によらず、 レイノルズ数は激しく上昇する。相図曲線は RDT の場合と異なり上に凸、
つまり、時計回りに回転している。 $s*$ はレイノルズ数が十分高いときには、横ばい、

もしくは、減少に転じ、実験値に漸近するようにも見える。 $s*$ が減少する傾向は、 $s*$

が比較的大きい TC の実験においても見られる。

3.2 エネルギースペクトルとの関係

勇断率パラメター $s*$ が大きい場合と小さい場合のそれぞれの乱流の振舞をもう

少し詳しく調べる。 $s*$ が大きい例として $R_{\lambda}(0)=16,$ $S^{*}(0)=32$ 、
$S^{*}$ が小さい

例として $R_{\lambda}(O)=16,$ $S^{*}(O)=4$ の計算を用いる。 $\lambda$ の時間発展はスペクトルの形状
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の変化と密接に関係している。主流による移流の効果により式 (2.6) に従って $k_{2}$ 方向

の高波数モードが励起されることに注意しておくことが必要である。

(i) 勇断率が大きい場合

初期 $(St=0\sim 3)$ には、 レイノルズ数はほとんど変化せず、 $s*$ は減少する。

その後、 $s*$ は緩やかな増加に転じ、 レイノルズ数は急速に増大する。さらに時間が経

つと $s*$ の増え方はさらに緩やかになり、再び減少に向かう。図 3に、エネルギースペ

クトルの時間発展を示す。 $(a)$
、 $(b)$

、
$(c)$ は、 それぞれ、球殻上で積分したスペク ト

ル、 ならびに、 $k_{1\text{、}}$ $k_{2}$ 方向の一次元スペクトル

$E(k_{1})= \sum_{k_{2},k_{3}}E(k),$ $E(k_{2})= \sum_{k_{3},k_{1}}E(k)$

を示す。 ここで、 $E(k)= \frac{1}{2}|u(k)|^{2}$ はエネルギースペクトル密度である。図の実線、

破線、一点鎖線、二点鎖線、三点鎖線は、それぞれ、 $St=0,2,4,8,12$ のスペクトル

を勇断の強さ $S$ と粘性率 $\nu$ で規格化したものである。図 3 (a) より 初期の段階で高波

数へとスペクトルが伸びていることがわかる。 これは、上に述べたように主流による

移流の効果により高波数が励起されたためであり、 $s*$ の初期の減少と対応している。

このことは、 $k_{2}$ 方向のスペクト $Js$より確認できる (図 3 c) 。また、 $k_{1}$ 方向のスペク

トルは高波数へ伸びるというよりはむしろ低波数側に縮んでいる (図 3 $b$
、 横軸のスケー

ルに注意)。その後の $s*$ が緩やかに変化する時間帯では、スペクトルはほぼ相似的に

変化する。一方、 シミュレーションを通して低波数側のモードは成長を続け、 スペク

トルのピークに対応する波数は単調に減少する。 この計算と LKM の数値計算とでは、

初期のレイノルズ数、勇断率パラメターの値はほぼ同じであるがその後の振舞には大

きな違いが出る (図 1) 。これは、初期のスペクトルの形が両者において異なるから

である。我々は\mbox{\boldmath $\tau$} (2.14) のように特定の波数にエネルギーが集中する形のスペクトル

を用いているが、 LKM は初期条件として等方乱流のデータを用いている。 そのため、

初期のスペクトルが高波数まで伸びている LKM の計算の方が、初めから粘性の影響
を大きく受け、初期の $s*$ の減少の程度が小さい。

(ii) 勇断率が小さい場合

ごく初期 $(St=0\sim 1)$ には、 レイノ $J\triangleright X$数 R\mbox{\boldmath $\lambda$}、勇断率パラメター $s*$ ともに

減少する。 この間には、等方減衰乱流の場合と同様のことが起こっている。つまり、

非線形効果により小スケールの運動が励起され、それによりエネルギー散逸が活発と

なり、ついには、乱流は減衰しレイノ $J\triangleright X$数が減少する。 しかし、勇断流の場合には

主流からのエネルギー流入があるため再び乱流が活発になる。その後 $S^{*}$ は急激に増加

し、 $R_{\lambda}- S^{*}$ 曲線の軌道は時計回りに回転するような軌道を描く。 これは次のような乱

流の時間発展と対応している。主流からのエネルギーの流入は低波数帯に集中してい
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る。初めのうちはエネルギーは低波数側に溜る一方であり、乱流スケー $Js$は大きくな

り続ける。時間が経つにつれてエネルギーの増加 (レイノルズ数の上昇) により、再

び非線形項によるエネルギー伝達が活発になり高波数側のモードも急速に成長し始め
る。 よって、乱流スケール $\lambda(\propto S^{*1/2})$ の成長の速度は鈍化し、エンストロフィーの

成長率がエネルギーのそれを上回る場合には減少に転じる。実験では、テイラー長は

初期にかなり増大した後、緩やかに減少しその後ほぼ一定値を保つことが知られてい

る $\circ^{9}$ 図 3に対応するスペクトルの時間発展を図 4に示す。図 4 (a) よりこの時間帯を
通して低波数のモードが勢い良く成長しているのがわかる。 また、 $St=8$ から 12に

かけては高波数のモードも励起されていることがわかる。図 4 (c) より $k_{2}$ 方向のスペ

クトルは、初期と比べてほとんど高波数へと広がらず、その後は、 ほぼ定常を維持す

ることがわかる。 $k_{1}$ 方向のスペクトルは、勇断率が大きい場合と比べると高波数まで

励起されている (図 4 b) 。この計算は RM の数値計算の結果とほぼ一致している。

3.3乱流エネルギーの時間発展

図 2は、 RDT の場合には $S^{*}$ が大きいほどエネルギーが増加する傾向にあること

を示しているが、 その傾向は非線形性が加わっても変わらない。図 5は、エネルギー

の時間発展の様子を $S^{*}$ の初期の値は 8に固定しておき初期のレイノルズ数 $R_{\lambda}(O)$ を

$0$ (線形) 、
$4$
、

$8$
、

$16$
、

$32$ と変えて比較したものである。図 5 (a) では、エネル

ギーは初期の値で規格化してある。 $R_{\lambda}(0)$ が 4の計算では、 $St=5$ 以降、 そのエネ

ルギーの値が RDT を上回ることがわかる。 $R_{\lambda}(0)$ が 8になると、 その増加の仕方は

激しくなる。 16になると初期 $(St<2)$ のエネルギーの減少が RDT などと比べて大
きくなる。 32の計算ではなお顕著である。 これは、非線形効果によって散逸が促進

されるためである。多くの実験において、 $St=4$ ぐらいまでのエネルギーの減少が

報告されている。その後エネルギーは、 Tavoularis7 の予想や TK などの実験結果と
同様、 ほぼ指数的に増加する。なお、 $R_{\lambda}(0)=32$ の計算のエネルギーの増加の仕方

は 16のものに比べ緩慢である。図 5 (b) は、 図 5 (a) を片対数グラフで見たもので
ある。 ただし、エネルギーの値を勇断率 $S$ と粘性率 $\nu$ を使い $\mathcal{E}/S\nu$ のように規格化し

ている。 $St=5$ 以降のエネルギーの増加率は、 $R_{\lambda}(0)$ を $4$
、

$8$
、

$16$ と上げるにつ

れて上昇していく。 $R_{\lambda}(0)=32$ になると逆に減少することがわかる。

エネルギー増加率は (2.13) からわかるようにー ( $u_{1}u_{2}\rangle$ $/u^{\prime 2}$ と $1/s*$ の 2つの量の

差から決まり、 これが一定ならばエネルギーは指数的に増加する。図 5 (a) に示した

ものと同じ計算に対する $-\langle u_{1}u_{2}$ } $/u^{;2}$ の時間発展の様子を図 6に示す。 レイノルズ

数が低い場合には、計算の時間の範囲内では単調減少する。一方、 $R_{\lambda}(O)$ が 16や 3

2の場合には\mbox{\boldmath $\tau$} 0.16前後に漸近していくように見える。一般に、 レイノ $sX$数が比較

的高い場合には、初期のパラメターの値によらず $0.15\sim 0.17$ に落ち着く (表 2) 。
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$1/s*$ が $R_{\lambda}(0)$ とともに増加する (図 1) ことを考えると、 レイノルズ数 $R_{\lambda}(0)$ を $0$

から 16へと大きくしていくにつれて、エネルギー増加率が上昇するのは、勇断から

のエネルギー流入 $-\{u_{1}u_{2}\}/u^{\prime 2}$ の平衡値が $R_{\lambda}(O)$ とともに上昇することと対応してい

ることがわかる。 しかし、 レイノルズ数が十分に大きくなると、 さらにレイノルズ数

を大きくしてもー \langle $u_{1}u_{2}$ } $/u^{\prime 2}$ の平衡値はほとんど変化しない。 このため、 $1/s*$ の増

加 (これは、粘性がより強く働いていることを意味する) によって、エネルギー増加

率が逆に減少する。なお、実験においては、主流の中央での値を用いて乱流強度を規

格化すると勇断の強さによらずにその時間発展のグラフが一致することが知られてい

る。9

3.4相似則

実験においても、 $-\{u_{1}u_{2}\}/u^{;2}$ の値は時間発展においてほとんど一定で Y TK の

表 1にあるように 0.14\sim 0.18である。 よって、 $-(u_{1}u_{2}\rangle$ $/u^{\prime 2}$ は勇断の強さや、 レイ

ノルズ数によらず 0.16前後である。 そこで、エネルギーの増幅率は十分レイノルズ数

が高い時には唯一つのパラメター $s*$ のみにより決定されると仮定する。 $s*$ の実験値

はテイラー長の時間発展から推測すると $St=10$ 以降ほぼ一定である。我々の計算に

おいてもその傾向は見える。 そこで、 さらに、 $s*$ が一定であるとすると、エネルギー

は指数的に増加し、同時にエンストロフィーやレイノルズ数も指数的に増加する。 こ

のとき、図 1(b) の相図上での振舞は、 $S^{*}$ が一定の直線上での等速運動となる。エネ

ルギー成長率の大きさは、 $R_{\lambda}(O)\geq 16$ では、 $\sigma=0.12\sim 0.18$ である (表 2) 。

$-\{u_{1}u_{2}\}/u^{\prime 2}=0.16$ とすると、 $S^{*}>6.25$ でエネルギー (あるいはレイノルズ数)

は増加し $s*<6.25$ で減少する。 TK の図 2には、乱流エネルギーの時間発展が示さ
れている。 この図の $(a)(S^{*}=8.3\sim 8.4)$、 $(b)(S^{*}=8.5\sim 9.6)$ では、エネルギー

は指数的に増加している。彼らは、エネルギー成長率は 0.1前後で勇断の強さなどに

よらずに一定であると主張しているが、実際には $s*$ の値によって多少違い、 (a) では
$\sigma=0.09(b)\sigma=0.11\sim 0.13$ である。一方、 TK の図 2 $(c)(S^{*}=6.5)$ のときには

エネルギーはほぼ一定の値をとる。図 2(d) $(S^{*}=5.6)$ は、 Tavoularis の仮説が成り
立っていれば指数的にエネルギーが減少するはずであるが、 $St=1$ ぐらいまでは減少

するもののそれ以後はほぼ一定のように見える。 (ただし、観測された時間があまり

にも短いのでそれ以上のことは何もいえないようである。) 我々の計算では、 レイノ

ルズ数が高くなってくると $s*$ が急激に減少に転じるものも見られるが、 このなかには

計算領域の十分に大きくないことによる影響が含まれている。つまり、渦が計算領域

の大きさまで成長するとそれ以上成長できなくなり、乱流スケール $\lambda$

、 ならびに、 $S^{*}$

を減少させる方向に働く可能性があるのである。

3.5非等方性
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ここでは、 2つの非等方性について考える。 1つは、 レイノルズ応カテンソ $Js$に

ついてであり、 もう 1つは、エネルギースペクトルの変形の度合である。

(i) レイノルズ応カテンソル
式 (2.11) から、速度ベクトルの第一成分が他の成分よりも大きくなることが予想

される。 レイノルズ応カテンソルの非等方の度合は、 $K^{*}\equiv 2\{u_{1}^{2}\rangle$ $/(\{u_{2}^{2}\rangle+\langle u_{3}^{2}\rangle)$ と

いう量で表すことができる。13図 7 (a) では、 $s*$ の初期値を 8に固定してこの量の時

間発展の R\mbox{\boldmath $\lambda$} 依存性を調べた。 レイノルズ数が大きいほど非等方の度合は低下するこ

とがわかる。 また、 $R_{\lambda}(0)=16$ の計算からわかるようにこの量はある時刻で最大値を

とり、 その時刻は $R_{\lambda}(0)$ が大きいほど早くなることがわかる。 なお、非粘性の RDT
では、 $Starrow\infty$ のとき $K^{*}arrow\infty$ である。14 図 7 (b) では初期レイノルズ数を 16に

止めて $s*$ の初期値に対する依存性を調べた。一般に、 $s*$ が大きいほど非等方の度合

も大きくなるが、 $S^{*}(0)=4$ と $S^{*}(0)=8$ の計算を比較すると、ほとんど差がないこ

とがわかる。 (図 1からわかるように相図上で両者はほぼ同じ曲線を描く。) この量

の最大値 $K_{\max}^{*}$ とその値をとる時刻 $St_{K^{*}\max}$ を表 2にまとめる。実験値は、

CHC が $1.8$
、 TC が $2.3$

、 TK の図 2では $(a)2.4\sim 2.9$、 $(b)2.3\sim 2.8$、 $(c)2.2\sim$

$2.7$
、 $(d)1.6$ などである。非等方性のピークに対応する時間は相図上で考えると $s*$ が

減少し始める寸前に位置する。我々の計算、実験値を比較すると TK の値が他のもの
よりも大きめであることがわかる。計算領域の大きさの影響や実験での主流の非一様

性が関係していることも考えられる。

(ii) スペクトル

エネルギースペクトルの形は、主流による移流の効果により変形されるがその変

形の度合は、 レイノルズ応カテンソルの非等方性の度合とほぼ対応している。 ただ、

低波数側よりも高波数側の方が、非線形項が支配的であるためやや球形に近い形をし

ている。 また、比較的波数の大きいところでは、 レイノ Jズ数が上昇するほど球形に

近づく傾向がある。 $k_{1},$ $k_{2}$ 平面でのスペクトルの断面をとり、 その等値線 (ほぼ楕円

状) を考える。 その長軸と短軸の比は、 どの等値線をとるか、 また、 どの時刻をとる

かによって多少変わってくるが、そのおおよその値を表 2の右端の行にまとめる。

4. 結語

今回得られた結果を簡単にまとめる。 $s*$ の初期の減少は、小スケールの運動が

励起されるために起こる。 $s*$ の初期値が大きい場合には、 (2.6) で表される主流によ

る移流の効果がその主因であり、小さい場合には、非線形の効果が主因である。 その

後の $s*$ の上昇は、低波数に主流からのエネルギー流入が集中することによる。実際、
$-Su_{1}u_{2}$ のスペクトルのピークは、常にエネ $Js$ギースペクトルのピークよりも低波数

側に位置する。 レイノルズ数が上昇し非線形項によるエネルギー伝達が活発化すると
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$S^{*}$ の増加の仕方は鈍り、横ばい、 もしくは、減少に転じる。

その後の時間発展については、数値計算では計算領域の大きさが十分大きくとれ

ないため、残念ながら決定的なことはいえないが、次の 2っの可能性があるように思

われる。 1つは、 レイノルズ数の上昇とともに $s*$ がある値に収束する可能性であり、

もう 1つは、 さまざまな $s*$ の値に対して、 それに対応する準平衡状態が存在する可能

性である。乱流モデ Jの中には、方程式系が非等方テンソル $b_{ij}=\{u_{i}u_{j}\}/u^{\prime 2}$ と $s*$

だけで閉じたものがある $15_{\circ}$ このようなモデ Jでは、一般に、 $b_{ij}$ と $S^{*}$ の安定な平衡

値が 1 っだけ存在し、すべての初期値がこの値に収束する。

図 3や図 4では、 $S$ と $\nu$ で規格化したスペクトルを示したがコルモゴロフスケー

ルで規格化したスペクトルは、レイノルズ数が同じであれば、 $S^{*}$ の値によらずに一致

する。 これは、 $S^{*}$ の値によってスペクトルの三次元的な形が大きく異なっていること

を考えると自明なことではない。 レイノルズ数を大きくしていくと、低波数側にも高

波数側にもより広がった形に変わっていく。つまり、積分距離が大きくなると同時に、

より小さいスケールが生まれている。一方、テイラー長 $(\propto S^{*1/2})$ は 2 っのスケール

にはさまれる形になっているので、変動が少ないことが想像される。
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表 1 パラメーター

表 2統計量 $\nearrow$

、
$\searrow$ はそれぞれ、計算の最終時刻で増加、

減少を続けていることを示す。
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図 5 エネルギーの時間発展 $(S^{*}(0)=8)$。

(a) 実線、破線、一点鎖線、二点鎖線、
三点鎖線は、 それぞれ、 $R_{\lambda}(0)=0$ (線
形) 4, 8, 16, 32に対応。 (b) 片対数グ
ラフ。 $R_{\lambda}(0)=4,8,16,32_{O}$

図$.6-$. \langle $u_{1}u_{2}$ } $/u^{\prime 2}$ の時間発展。それぞれの線は図 5 (a) の各線と対応。

図 7 非等方性 $K^{*}$ の時間発展。 (a) $S^{*}(O)=$ 8。実線、破線、一点鎖線、
二点鎖線、三点鎖線は、 それぞれ、 $R_{\lambda}(O)=0$ (線形),4, 8, 16, 32に対
応。 (b) $R_{\lambda}(O)=$ 16。実線、破線、一点鎖線、二点鎖線、三点鎖線は、そ

れぞれ、線形 (非粘性) $S^{*}(0)=32,16,8,4$ に対応。


