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多変数関数を一変数関数の和で表現するアルゴリズム

群馬大学工学部情報工学科 山村清隆 (Kiyotaka Yamamura)

1. まえがき

最近, 多くの分野で非線形に関する研究
が非常に活発になっている. 特に工学では,
非線形性は “避けるべきもの “ から “積極

的に利用して革新的な新技術を発展させる
ためのもの ‘’ へと変貌しつつあり, 非線形
に関する研究は今後ますます重要視される
ものと予想される.

非線形システム解析における基礎的問題
に, 非線形方程式の求解問題がある. 非線形

方程式を効率よく解く手法を確立すること

は実用的にも重要なテーマであるが, 非線
形性に伴う種々の困難のため効率のよい万

能的解法は見つかっておらず, 本質的に難
しい問題となっている.

過去, 様々な非線形方程式の数値解法が

提案されてきたが, それらの中には非線形
関数の特定の性質 (単調性, ヤコビ行列の

スパース性など) を利用することにより効

率化を図るものも多い. そのような非線形

関数の性質で最近多くの研究が行なわれて

いるものの一つに, 分離性がある. 関数 $f$ :
$R^{n}arrow R^{m}$ が

$f(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})=\sum_{i=1}^{n}f^{i}(x_{i})$

$f^{i}:R^{1}arrow R^{m}(i=1,2, \cdots, n)$

の形で表せるとき, $f$ は分離可能 (separa-

ble) であるという. また, このような性質

を変数分離可能性, あるいは簡単に分離性
(separability) という. すなわち, 一変数関

数の和の形で表現できる多変数関数が分離
可能関数である.

分離性の概念は 1978年に Kojima に

より最初に導入され, その後Todd, Gar-
cia and Zangwil1, Saigal(4), Yamamura
and Horiuchi ら (5) $-(29)$ により数値解析ア

ルゴリズムの効率化に活用した研究が行な
われている. 分離性活用の効果は極めて劇
的である. 例えば, $n$ 次元非線形関数の区分

的線形近似は一般に単体分割上で行われる
が, 分離可能な関数に対してはその区分的

線形近似を直方体分割上で行えることが示
されている (1). 各直方体は $n!$ 個の単体を含

むことから, 分離性の活用によりーつの直
方体内に含まれる領域数は

$n!arrow L$

と大幅に減少されることがわかる. その他,

分離性の活用により区分的線形近似の関数
評価回数が $10^{n}arrow 10$ (文献 (19)), サイン

テスト施行回数が $2^{n}arrow 2$ (文献 (19)), 線形

方程式の求解回数が 100億 $arrow 4,865$ (文献

(19), (22)), 数値微分における関数評価回数
が $n+1arrow 2$ (文献 (17)), 計算時間が数か

月 $arrow$ 数十秒, 数百年 $arrow$ 数十分 (文献 (19)-
(29)) になるなど, アルゴリズムの計算複雑

度を飛躍的に改善できる例が多数報告され
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ている. このように分離性の活用は, 非線形

システムを効率よく解析するための強力な

武器となる可能性を秘めている.

の性能評価, 非線形計画問題など, 理工学上

の多くの分野で新しい可能性を開くことが

期待される.

しかし分離性自体は, 関数の性質として

は比較的強い条件であり, そのため分離性
活用の適用範囲は狭いものと解釈されてき

た (このことが, 分離性に関する研究が

広く普及しなかった理由の一つとなってい

る) 上記のアルゴリズムも, 応用分野として

は電子回路解析, 非線形計画問題, ニューラ

ルネットワークなど, 分離可能な非線形方

程式が直接派生する分野に限定されてきた.

しかし分離性活用は上記のように非線形シ

ステム解析の計算複雑度を本質的に改善す

るアイデアであり, その適用範囲を拡張す

ることは, 非常に重要な課題であるものと

考えられる.

本論文では, 与えられた分離不可能な多

変数関数を分離可能形で表現するアルゴリ

ズムを提案する. すなわち, 実用レベルで現

れる多変数関数 (四則演算, 単項演算, べき

乗の組合せからなる関数) を補助変数の導

入により一変数関数の和の形で表現するア

ルゴリズムを提案する. そのための基本概

念として, 関数の計算過程を記述する有向

グラフである計算グラフを利用する.本論

文のアルゴリズムを用いれば, ほとんどの

実用的クラスの分離不可能な非線形関数を,
等価で分離可能な非線形関数に変換するこ

とができる. 従って上記の分離性を活用し

たアルゴリズムの適用範囲を大幅に拡張す

ることが可能となる. また, 微分方程式や精

度保証, 区間解析, ニューラルネットワーク

2. 基本的手順

紙面の都合から, 本論文ではアルゴリズ

ムの概略だけを示す. 詳細については文献

(30) を参照されたい.

実用レベルで現れる多変数関数の大部分

は, 式で書くことのできる関数, すなわち四

則演算, 単項演算, べき乗の組合せからなる

関数である. 本論文ではこのような関数を

対象とする.

上記の関数の計算過程で現れる分離不可

能な関数形には, 次のような三つのタイプ

がある. 但し, $g$ および $g^{i}$ は $R^{1}$ から $R^{1}$ へ

の関数とする.

[関数形 1] 乗除算 $g^{1}(x_{1})\cross\cdots\cross g^{k}(x_{k})$

(例 : $x_{1}x_{2},$ $x_{1}/x_{2}$ )

[関数形 2] 単項演算
$g(g^{1}(x_{1})+ \cdot.$. $+g^{k}(x_{k}))$

(例: $\cos(x_{1}+x_{2})$ , $(x_{1}+x_{2})^{2}$ )

[関数形 3] べき乗 $g^{1}(x_{1})^{g^{2}(x_{2})}$

(例 : $(x_{1}+1)^{x_{2}}$ )

関数形 1の関数は, 次のようにして分離

形に変換することができる. いくつかの具

体例を示す. 但し, $y_{i}$ は補助変数である.

例 1 $x_{1}x_{2}$

$arrow$ $(y_{1}^{2}-x_{1}^{2}-x_{2}^{2})/2$

$y_{1}=x_{1}+x_{2}$
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例 2 $x_{1}x_{2}x_{3}$

$arrow$ $y_{2}x_{3}$

$y_{2}=x_{1}x_{2}$

$arrow$ $(y_{3}^{2}-y_{2}^{2}-x_{3}^{2})/2$

$y_{1}=x_{1}+x_{2}$

$y_{2}=(y_{1}^{2}-x_{1}^{2}-x_{2}^{2})/2$

$y_{3}=y_{2}+x_{3}$

例 3 $x_{1}x_{2}x_{3}x_{4}$

$arrow$ $y_{4}x_{4}$

$y_{4}=x_{1}x_{2}x_{3}$

$arrow$ $(y_{5}^{2}-y_{4}^{2}-x_{4}^{2})/2$

$y_{1}=x_{1}+x_{2}$

$y_{2}=(y_{1}^{2}-x_{1}^{2}-x_{2}^{2})/2$

$y_{3}=y_{2}+x_{3}$

$y_{4}=(y_{3}^{2}-y_{2}^{2}-x_{3}^{2})/2$

$y_{5}=y_{4}+x_{4}$

同様に, $x_{1}x_{2}\cdots x_{k}$ は $2k-3$個の補助変

数の導入により分離形に変換することがで
きる.

但し, 常に $g^{i}(x_{i})>0$ が成り立つ場合は,
次のように一つの補助変数で分離形に変換
することができる.

例 4 $(x_{1}^{2}+1)(x_{2}^{2}+2)$

$arrow$ $\exp(y_{1})$

$y_{1}=\log(x_{1}^{2}+1)+\log(x_{2}^{2}+2)$

例 5 $g^{1}(x_{1})g^{2}(x_{2})\cdots g^{k}(x_{k})$

$arrow$ $\exp(y_{1})$

$y_{1}= \sum_{i=1}^{k}\log(g^{i}(x_{i}))$

次に, 関数形 2は, 次のようにして分離形

に変換することができる.

例 6 $(x_{1}+x_{2})^{2}$

$arrow$ $y_{1}^{2}$

$y_{1}=x_{1}+x_{2}$

例 7 $\sin(x_{1}+x_{2}^{2}+x_{3}^{3})$

$arrow$ $\sin(y_{1})$

$y_{1}=x_{1}+x_{2}^{2}+x_{3}^{3}$

例 8 $(\cos(x_{1}^{2}+x_{2}^{2}))^{2}$

$arrow$ $(\cos(y_{1}))^{2}$

$y_{1}=x_{1}^{2}+x_{2}^{2}$

この場合, 分離形への変換に必要な補助
変数の数は 1個である.

また関数形 3は, $x_{1}>0$ を仮定すれば次
のように変換できる.

例 9 $x_{1}^{x_{2}}$

$arrow$ $\exp(y_{2})$

$y_{2}=x_{2}\log(x_{1})$

$arrow$ $\exp(y_{2})$

$y_{1}=1og(x_{1})+x_{2}$

$y_{2}=y_{1}^{2}-(\log(x_{1}))^{2}-x_{2}^{2}$

このときの補助変数の数は 2個であるが,
さらに $x_{1}>1,$ $x_{2}>0$ を仮定すれば, 以下
に示すように補助変数は 1個ですむ.

例 10 $x_{1}^{x_{2}}$

$arrow$ $\exp(\exp(y_{1}))$

$y_{1}=\log(\log(x_{1}))+\log(x_{2})$

本論文で提案するアルゴリズムは, 与え
られた多変数関数の各計算過程で, 以上述
べた分離形への変換を自動的に行なうもの
である.
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3. .アルゴリズムの概略

本論文で対象とする四則演算, 単項演算,

べき乗の組合せからなる関数は, 一般にそ

の計算過程を計算グラフで表すことができ
る (31). 関数を計算グラフで記述することに

より、 その構造と計算過程を明確にするこ

とができる. その各計算過程で, 2章で示し

た三つのタイプの変換を行ない, それによ

り関数全体を分離形へと変換する.

ここで, 各計算過程における演算を, 次

のような五つの形に分類する. ここで $c$ は

定数, $g$ は単項演算, $f_{L},$ $f_{R}$ は部分計算グラ

フ (一つの定数頂点のみからなる場合を除

く) を表すものとする.

(i) $f=f_{L}+f_{R}$ , $f=f_{L}-f_{R}$

(ii) $f=c*f_{R}$ , $f=f_{L}*c$ , $f=f_{L}/c$

$(iii)$ $f=c/f_{R}$ , $f=f_{L}^{c}$ , $f=c^{f_{R}}$

(iv) $f=f_{L}*f_{R}$ , $f=f_{L}/f_{R}$

(v) $f=g(f_{L})$

(vi) $f=f_{L}^{f_{R}}$

それぞれに対する分離形への変換の基本的

手順は以下の通りである.

1. (i) または (ii) の場合

このとき, んと $f_{R}$ が分離可能であれば,
$f$ は分離可能となる. 五と $f_{R}$ が分離可能

でない場合は, んとんをそれぞれ分離形
に変換することにより, $f$ を分離形に変換で

きる.

2. (iii) の場合

このとき, んあるいは $f_{R}$ が一つの変数

のみからなる関数であれば, $f$ は分離可能と

なる. また二つ以上の変数を含む場合も, 補

助変数を導入して

$f=c/f_{R}$ $arrow$ $f=c/y_{1}$

$y_{1}=f_{R}$

$f=f_{L}^{c}$ $arrow$ $f=y_{1}^{c}$

$y_{1}=f_{L}$

と置けば, あとはん, $f_{R}$ を分離形に変換す

ることにより, $f$ 全体が分離形となる.

3. (iv) の場合

このとき, 五と $f_{R}$ の両方が一つの変数

からなる関数であれば, これは 2章で述べ

た関数形 1になる. また, 五と $f_{R}$ の少なく

とも一方が二つ以上の変数を含む場合は,

次のように補助変数を導入することにより,

関数形 1に変換できる.

$f=f_{L}*f_{R}$ $arrow$ $f=y_{1}*y_{2}$

$y_{1}=f_{L}$

$y_{2}=f_{R}$

関数形 1は, 2章で示したように

$f=y_{1}*y_{2}$ $arrow$ $f=(y_{3}^{2}-y_{1}^{2}-y_{2}^{2})/2$

$y_{3}=y_{1}+y_{2}$

と変換できるので, あとは五と $f_{R}$ のそれ

ぞれを分離形に変換すれば, 関数全体を分

離形に変換することができる.

4. (v) の場合

んが一つの変数からなる場合は, $f$ はそ

のままで分離可能である. んが二つ以上の

変数からなる場合は, 関数形 2となるので,
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$f=g(f_{L})$ $arrow$ $f=g(y_{1})$

$y_{1}=f_{L}$

とおく. 後はんを分離形に変換すれば, 全

体として分離可能な形になる.

5. (vi) の場合

五とたの両方が一つの変数からなる場
合は, $f$ は関数形 3となる. んと距が二つ
以上の変数からなる場合も,

$f=f_{L}^{f_{R}}$ $arrow$ $f=y_{1^{2}}^{y}$

$y_{1}=f_{L}$

$y_{2}=f_{R}$

と置くことにより, 関数形 3に変換できる.

関数形 3は 2章で示したように

$f=y_{1^{2}}^{y}$ $arrow$ $f=\exp(y_{4})$

$y_{3}=\log(y_{1})+y_{2}$

$y_{4}=y_{3}^{2}-(\log(y_{1}))^{2}-y_{2}^{2}$

と変換できるので, $f_{L}$ とんをそれぞれ分
離形に変換すれば, 関数全体を分離形に変

換できる.

以上の説明で, 「んと海を分離形に変
換すれば」 という表現がいくつかでたが,

んあるいは海を $f$ とみなせば, その極大

頂点部は $(i)-(vi)$ のいずれかとなる. 従っ

て 1. $-5$ . をんと $f_{R}$ について繰り返すこ

とにより, もとの関数 $f$ 全体を分離形に変

換することができる.

以上より, 分離形への変換は, 計算グラ
.

フの頂点を極大頂点からトップダウン的に

探索しながら各部分を変換していけばよい

ことがわかる. この頂点の探索では, まず頂

点の演算が $(i)-(vi)$ のうちどれに該当す

るかを判別する必要がある. しかし演算の

種類を調べるだけでは, (ii), (iii), (iv) の乗

算, 除算を区別することはできない. そこで

ある部分計算グラフが変数を含まない (定

数と演算だけを含む) かどうかを容易に判

別できるように予め設定しておく必要があ

る. また, んとたが一つの変数だけを含む

場合, そのことも判別できるように設定し

ておく必要がある. そこで, このような判別

を容易にできるようにするため, 頂点に次

のようなラベル付けを行なう.

まず, すべての変数頂点 $x_{i}(i=1, \cdots, n)$

には $i$ , 定数頂点には $C$ , 演算が $+$ または

“-,, である演算頂点には $S$ , その他の頂点

には $N$ をラベル付けする. ここで $S$ は「分

離可能 (separable) な関数形」, $N$ は「分

離不可能 (nonseparable) かもしれない関数

形」 を表す. 但し, その後のラベルの更新に

より, $N$ は「分離不可能な関数形」 を表す

ようになる.

次に, 変数頂点を含まない部分計算グラ

フ (すなわち定数頂点と演算頂点のみを含

む部分計算グラフ) の極大頂点のラベルを
$C$ とし, また $x_{i}$ 頂点だけしか変数頂点を含

まない部分計算グラフの極大頂点のラベル

を $i$ とする. (詳細は文献 (30) 参照. )

このようにラベル付けすれば, ある部分

計算グラフが変数を全く含まないか, 一つ

の変数のみを含むか, あるいは二つ以上

の変数を含むかをその極大頂点のラベルに

よって判別することができる.

このようなラベル付けを行なった後のア

ルゴリズムの概略は次の通りである.
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[Step 1] $f$ .が $(iii)-(vi)$ の関数形のいず

れかの場合, $f_{L},$ $f_{R}$ を補助変数に置いて計

算グラフを分解する. これをん, $f_{R}$ に対し

て同様に繰り返す.

フの頂点数が出力されるようになっている.

このアルゴリズムを多くの多変数関数に

対して適用した. それらすべての場合につ

いて, 分離形への変換が実現できた. 以下に

実験結果の例を示す.

Step 1実行後, 計算グラフ内の分離不可

能な関数形は関数形 1と関数形 3だけとな

る.

[Step 2] 関数形 1と関数形 3の関数を, 補

助変数を導入して分離する.

$f=(x_{1}^{2}+3*x_{1})*x_{2}-\sin(x_{1}+x_{2}*x_{3})$

$+x_{1}-\sin(x_{4})$

$arrow$ $f=(y_{2}^{2}-(x_{1}^{2}+3*x_{1})^{2}-x_{2}^{2})/2$

$-\sin(y_{1})+x_{1}-\sin(x_{4})$

$y_{1}=x_{1}+(y_{3}^{2}-x_{2}^{2}-x_{3}^{2})/2$

$y_{2}=x_{1}^{2}+3*x_{1}+x_{2}$

$y_{3}=x_{2}+x_{3}$

Step 1を実行した後, Step 2を実行すれ

ば, 計算グラフ全体を分離形に変換できる.

この後の詳細については, 文献 (30) を参

照されたい. 文献 (30) のアルゴリズムで

は, さらにラベル $P$ を導入し, 補助変数の

数を少なくする工夫行なっている. ここで

$P$ は「補助変数に置くことをペンディング

(pending) し, その頂点を通り抜ける (Pas$s$

$through)\rfloor$ の意味である.

なお, このアルゴリズムの計算量は変換

後の計算グラフの頂点数のオーダーとなる

ことが示されている.

$f=x_{1}^{2}+2/\sin(x_{1})+x_{1}*x_{2}*x_{3}-3*x_{2}$

$+x_{4}^{2}/x_{2}$

$arrow$ $f=x_{1}^{2}+2\sin(x_{1})+(y_{3}^{2}-y_{1}^{2}-x_{3}^{2})/2$

$-3*x_{2}+(y_{4}^{2}-(x_{4}^{2})^{2}-1/x_{2}^{2})/2$

$y_{1}=(y_{2}^{2}-x_{1}^{2}-x_{2}^{2})/2$

$y_{2}=x_{1}+x_{2}$

$y_{3}=y_{1}+x_{3}$

$y_{4}=x_{4}^{2}+1/x_{2}$

$f=5*x_{1}/(x_{2}+5*x_{1}+x_{3}^{2})$ 十 $X_{5}^{2}*x_{1}/3$

$arrow$ $f=(y_{2}^{2}-(5*x_{1})^{2}-1/y_{1}^{2})/2$

$+(y_{3}^{2}-(x_{5}^{2})^{2}-x_{1}^{2})/2/3$

$y_{1}=x_{2}+5*x_{1}+x_{3}^{2}$

$y_{2}=5*x_{1}+1/y_{1}$

$y_{3}=x_{5}^{2}+x_{1}$

4. 実験例

本論文で提案したアルゴリズムを $C$ 言語

でプログラミングし, Sun S-4/1 ワークス

テーション上で実験を行なった. このプロ

グラムでは, 関数式を入力すれば, 変換式,

補助方程式, 補助変数の数, 変換前の計算グ

ラフのデータと頂点数, 変換後の計算グラ

$f=5*(x_{1}+x_{2}+x_{3})/(x_{1}^{x_{2}}+x_{3}+x_{4}+x_{5})^{2}$

$+\cos(x_{2})+2$

$arrow$ $f=(y_{4}^{2}-y_{1}^{2}-1/(y_{2}^{2})^{2})/2+\cos(x_{2})+2$

$y_{1}=5*(x_{1}+x_{2}+x_{3})$

$y_{2}=\exp(y_{3})+x_{3}+x_{4}+x_{5}$

$y_{3}=(y_{5}^{2}-\log(x_{1})^{2}-x_{2}^{2})/2$

$y_{4}=y_{1}+1/y_{2}^{2}$

$y_{5}=\log(x_{1})+x_{2}$
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$f=2/x_{1}-x_{3}^{\log(x_{2})}-4/(x_{1}-x_{2}-x_{3}^{3})$

$arrow$ $f=2/x_{1}-\exp(y_{2})-4/y_{1}$

$y_{1}=x_{1}-x_{2}-x_{3}^{3}$

$y_{2}=(y_{3}^{2}-\log(x_{2})^{2}-\log(x_{3})^{2})/2$

$y_{3}=\log(x_{2})+\log(x_{3})$

$f=x_{1}*x_{2}*\sin(x_{1}*\log(\cos(x_{3})+1)$

$*\exp(x_{1}*\tan(x_{2}+x_{3})))$

$arrow$ $f=(y_{10}^{2}-y_{1}^{2}-\sin(y_{5})^{2})/2$

$y_{1}=(y_{6}^{2}-x_{1}^{2}-x_{2}^{2})/2$

$y_{2}=(y_{7}^{2}-x_{1}^{2}-\log(\cos(x_{3})+1)^{2})/2$

$y_{3}=x_{2}+x_{3}$

$y_{4}=(y_{8}^{2}-x_{1}^{2}-\tan(y_{3})^{2})/2$

$y_{5}=(y_{9}^{2}-y_{2}^{2}-\exp(y_{4})^{2})/2$

$y_{6}=x_{1}+x_{2}$

$y_{7}=x_{1}+\log(\cos(x_{3})+1)$

$y_{8}=x_{1}+\tan(y_{3})$

$y_{9}=y_{2}+\exp(y_{4})$

$y_{10}=y_{1}+\sin(y_{5})$

$f=(x_{1}+x_{2}+2)*(x_{1}-x_{2})/4-\sin(x_{1})^{2}$

$+\exp(\log(x_{1}^{x_{2}}))+\cosh(x_{3})$

$arrow$ $f=(y_{4}^{2}-y_{1}^{2}-y_{2}^{2})/2/4-\sin(x_{1})^{2}$

$+\exp(\log(y_{3}))+\cosh(x_{3})$

$y_{1}=x_{1}+x_{2}+2$

$y_{2}=x_{1}-x_{2}$

$y_{3}=\exp(y_{5})$

$y_{4}=y_{1}+y_{2}$

$y_{5}=(y_{6}^{2}-\log(x_{1})^{2}-x_{2}^{2})/2$

$y_{6}=\log(x_{1})+x_{2}$

また, これらの関数を掛け合わせたより
.

複雑な関数に対してもアルゴリズムを適用
した. その場合も, 分離形への変換が実現で

きた.

5. むすび

本論文では, 多変数関数を一変数関数の

和の形で表現するアルゴリズムを提案した.
従来, 非線形方程式の数値解析の効率化は,
変数を消去して方程式系を小さくすること

により行なわれる場合が多かった. しかし

非線形方程式は圧縮すると非線形性がより

強くなるため, 計算時間はかえって増大し

てしまう場合が少なくない. 本研究の思想

は, 補助変数を導入して逆に非線形方程式

を大きくし, その特殊な構造を活用するこ

とにより, 最終的な効率化を目指すもので

ある. このような思想は以前からあったが,

計算複雑度が NP の問題に対するアプロー

チとして, 今後ますます重要視されるもの

と予想される.

最後に, 分離性の研究を進めるにあたり,

以下の御指摘と御教示を東京大学の伊理正

夫教授と早稲田大学の大附辰夫教授から独

立に頂いた 1900年のパリにおける国際

数学者会議で, ドイツの数学者ヒルベルト

(D. Hilbert) が提起した有名な 23個の問題

のうち, 第 13問題は次のようなものであっ

た (32).

3変数のすべての解析関数は, 2変数の連

続関数を合成して得られるであろうか.

この問題は 1950年代後半にコルモゴロ

フ (A. N. Kolmogorov) とアーノルド (V. I.

Arnol’d) により肯定的に証明された (33).

彼らの証明によれば, $n$ 次元立方体の上で定

義された $n$ 変数の任意の連続関数は, 1変数

の実数値連続関数 $\chi_{i},$ $\varphi_{ij}$ により

$f(x_{1}, \cdots, x_{n})=\sum_{i=1}^{2n+1}\chi_{i}(\sum_{j=1}^{n}\varphi_{ij}(x_{j}))$

の形で表現される. 換言すれば, この証明



174

は 「 $n$ 変数の任意の連続関数は, 高々 $2n+$

$1$ 個の補助変数の導入により, 常に 1変数の

関数とただ 1種類の関数一 加法– とだけ

でことをすませることができる」 ことを示

している.

本研究の方向は, ヒルベルトの第 13問題

に対するコルモゴロフとアーノルドの存在

証明に, 実用レベルで具体的な構成アルゴ

リズムを与える形となっている. このよう

な方向の研究は, デバイスモデルを組み込

んだ回路解析におけるアルゴリズムの im-
plementation の単純化や, どのような関数

形が丸め誤差の意味で数値計算上安定とな

るかの判定などにおいて重要になるものと

思われる (大附教授の御指摘による) . ま
た, 代数幾何学との関連も予想される (九

州大学古賀利郎教授の御指摘による) . 今
後, 詳細な検討を行なっていきたい.
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