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1 はじめに

無限次元空間上の測度の応用の 1 っとして 1948年シャノンによって創設され
た情報理論がある。情報理論は非常に広領域の分野を含む学際領域に位置する新しい
分野を形成し、現在では解析学、確率論のみならず符号理論に関しては代数幾何学の
手法を取り込んでめざま’$\iota\breve$ い成果を挙げている。一方通信路の数学的構成は一般の確
率測度空間を用いてある程度完成しているといえるが (国澤- 梅垣 [8]) 細かい議論に
関しては未解決問題が多数残っている。 この論文では入力空間および出力空間が無限
次元空間の場合を想定し特にガウ ス型の通信路の構成を行う。 なぜ無限次元空間かと
いえぱ、入力信号として連続時間確率過程を考えれば当然そのパス空間は無限次元空
間となる。その上の確率測度が入力信号の分布の役割を演ずる。
まず第 1章では無限次元空間の中でも最もポピュラーなバナッハ空間上の確率測度に
ついてのよく知られた結果を述べる。 これを用いてフィードバックを持たないガウス

型通信路を定義し相互情報量や容量について言及する。
第 2章ではフィードバックをもつガウ ス型通信路を扱うがフィードバックをもつ場合
には測度による表現が不可能で時間パラメータが直接表に表れる確率過程による表現
が必要になってくる。 ここではまず離散時間の場合を扱い容量についての 2 、 $3$ の結
果を与える。
最後に第 3章で連続時間の場合を扱う。

2 バナッハ空間上の確率測度

$X$ を実可分バナッ $y\backslash$ (Banach) 空間, $x*$ をその共役空間とする. $\mathcal{B}(X)$ を $X$ の

Borel $\sigma$- 集合体とする. $x*$ の有限次元部分空間 $F$ に対して $F$ に基づいた柱状集合
(cylinder set) $C$ は次のように定義される.

$C=\{x\in X;(<x, f_{1}>, <x, f_{2}>, \ldots, <x, f_{n}>)\in D\}$
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ただし $n\geq 1,$ $\{f1, f_{2}, \ldots, f_{n}\}\subset F,$ $D\in \mathcal{B}(\mathbb{R})$ である. $F$ に基づいた柱状集合全体を
$C_{F}$ とし,

ご $(X, X^{*})=\cup${ $C_{F};F$ は $x*$ の有限次元部分空間}

とすると $C(X,X$りは集合体となる. $\hat{C}(X,X^{*})$ を $C(X,X^{*})$ によって生成される $\sigma-$

集合体とすると $\hat{C}(X, X^{*})=\mathcal{B}(X)$ が成り立つ. $\mu$ を $\int_{X}||x||^{2}d\mu(x)<\infty$ を満たす

$(X, \mathcal{B}(X))$ 上の確率測度とすると, 次のような vectorm $\in X$ と operator $R$ : $x*arrow X$

が存在することがわかる. つまり任意の〆 $\in X^{*},$ $y^{*}\in Y^{*}$ に対して

$<m,$ $x^{*}>= \int_{X}<x,$ $x^{*}>d\mu(x)$ ,

$<Rx^{*},$ $y^{*}>= \int_{X}<x-m,$ $x^{*}><x-m,$ $y^{*}>d\mu(x)$

である. この $m$ を $\mu$ の平均ベクトル (mean vector) という. $R$ は有界線型作用素であ
り, $\mu$ の共分散作用素 (covariance operator) という. さらにこの $R$ は対称 (syretric)
であり, つまり

任意の $x^{*},$ $y^{*}\in X^{*}$ に対して〈 Rx$*$ , $y^{*}>=<Ry^{*},$ $x^{*}>$

また正定値 (positive) でもある. つまり

任意の $x^{*}\in X^{*}$ に対して〈 Rx $*$ , $x^{*}>\geq 0$

任意の $f\in X^{*}$ に対して $\mu f=\mu of^{-1}$ が $\mathbb{R}$ 上のガウ ス測度となるとき $\mu$ を $(X, \mathcal{B}(X))$

上のガウス測度という. ガウ ス測度 $\mu$ の特性函数 $\hat{\mu}(f)$ は次のように表される. 任意の
$f\in X^{*}$ に対して

$\hat{\mu}(f)=exp\{i<m, f>-\frac{1}{2}<Rf, f>\}$ (1)

ただし $m\in X$ は $\mu$ の平均ベクトル, $R$ : $x*arrow X$ は $\mu$ の共分散作用素である. 逆に
$(X, \mathcal{B}(X))$ 上の確率測度 $\mu$ の特性函数が (1) の形をしていれば $\mu$ はガウス測度とな
り $m\in X$ はその平均ベクトル, $R$ : $x*arrow X$ はその共分散作用素となっている. した
がって $\mu=[m, R]$ と書いて $\mu$ は平均ベクトル $m$ , 共分散作用素 $R$ をもつ $(X, \mathcal{B}(X))$

上のガウス測度を表すことにする.
任意に symmetric positive operator $R$ : $x*arrow X$ が与えられると $X$ のヒルベルト

(Hilbert) 部分空間 $H$ と $H$ から $X$ への連続な埋め込み $i$ が存在して $R=jj^{*}$ となる.

この辺の詳しい議論については Vakhania-Tarieladza-Chobanyan [12] を見よ. この $H$

を $R$ の再生核ヒルベルト空間 (reproducing kemel Hilbert space) と $V\backslash$ う. なぜこの

ような名前がつけられることが可能かというと次の理由のためである. ヒルベルト空
間 $\mathcal{H}$ と $x*$ から冗への有界線型作用素 A が存在して $A^{*}A=R$ かつ A(Xりは
冗で稠密である. ここで $\mathcal{H}$

R $=$ A$*$ (冗) とする. また $k_{R}(x^{*}, y^{*})=<Rx^{*}$ , y $*$ 〉と定義
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すると $k_{R}$ は $X^{*}\cross X^{*}$ 上の正定値函数となる. この $k_{R}$ によってつくられる再生核ヒ
$\Lambda$/ベルト空間を冗 (kR) とすると冗菌$R$ ) $\cong$ 冗 R である.

次に相互情報量を定義するために 2つの実可分バナッJ・空間 $X,$ $Y$ を用意する. $\mu x,$ $\mu_{Y}$

をそれぞれ $(X, \mathcal{B}(X)),$ $(Y, \mathcal{B}(Y))$ 上の確率測度, $\mu XY$ を $\mu x,$ $\mu Y$ をそれぞれ周辺分布
にもつような $(X\cross Y, \mathcal{B}(X)\cross \mathcal{B}(Y))$ 上の結合確率測度とする. つまり

任意の $A\in \mathcal{B}(X)$ に対して $\mu x(A)=\mu_{XY}(A\cross Y)$

任意の $B\in \mathcal{B}(Y)$ に対して $\mu_{Y}(B)=\mu_{XY}(X\cross B)$

が満たされる. さらに

$\int_{X}||x||^{2}d\mu_{X}(x)<\infty,$ $\int_{Y}||y||^{2}d\mu Y(y)<\infty$

を仮定すると $m=(m_{1}, m_{2})\in X\cross Y$ が存在して次を満たす.
任意の $(x^{*}, y^{*})\in X^{*}\cross Y^{*}$ に対して

$<(m_{1}, m_{2}),$ $(x^{*}, y^{*})>= \int_{XxY}<(x,y),$ $(x^{*}, y^{*})>d\mu XY(x, y)$

ただし-Ll, $m_{2}$ はそれぞれ $\mu x,$ $\mu Y$ の平均ベクトルである. また

$\mathcal{R}=(\begin{array}{ll}R_{11} \prime R_{12}R_{21} R_{22}\end{array}):X^{*}\cross Y^{*}arrow X\cross Y$

が存在して次を満たす.
任意の $(x^{*}, y^{*}),$ $(z^{*}, w^{*})\in X^{*}\cross Y^{*}$ に対して

$<(\begin{array}{ll}R_{11} R_{12}R_{21} \dot{R}_{22}\end{array})(\begin{array}{l}x^{*}y^{*}\end{array}),$ $(\begin{array}{l}z^{*}w^{*}\end{array})>$

$=$ $\int_{XxY}<(x,y)-m,$ $(x^{*}, y^{*})><(x,y)-m,$ $(z^{*}, w^{*})>d\mu XY(x,y)$

ただし $R_{11}:X^{*}arrow X$ は $\mu x$ の共分散作用素, $R_{22}:Y^{*}arrow Y$ は $\mu Y$ の共分散作用素で
ある. $R_{12}=R_{21}^{*}:Y^{*}arrow X$ は次によって定義される.
任意の $(x^{*}, y^{*})\in Y^{*}\cross X^{*}$ に対して

$<R_{12}y^{*},$ $x^{*}>= \int_{XxY}<x-m_{1},$ $x^{*}><y-m_{2},$ $y^{*}>d\mu XY(x,y)$

この $R_{12}$ は $\mu XY$ の交差共分散作用素 (cross covariance operator) という.

$\mu_{XY}=[(0,0)$ $(\begin{array}{ll}R_{11} R_{12}R_{21} R_{22}\end{array})]$ とすると $\mu x=[0, R_{X}],$ $\mu_{Y}=[0, R_{Y}]$ となる. また

$R_{X}$ の再生核ヒルベルト空間 $H_{X}\subset X$ と $R_{Y}$ の再生核 ヒ $-s\wedge Js$ ト空間 $H_{Y}\subset Y$ , さら
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に $H_{X}$ から X への連続な埋め込み $jx$ と H寿から $Y$ への連続な埋め込み $j_{Y}$ が存在
し $R_{X}=j_{X}j_{X}^{*},$ $R_{Y}=j_{Y}$序となる.
ここでさらに再生核ヒルベルト空間 $H_{X}$ が X で稠密, $H_{Y}$ が $Y$ で稠密と仮定すると
有界線型作用素 $V_{XY}$ : $H_{Y}arrow H_{X}$ が存在して

$R_{XY}=j_{X}V_{XY}j_{Y},$ $||V_{XY}||\leq 1$

を満たすようにできる. したがって次のような定理にまとめられる.

Theorem 1 $\mu XY\sim\mu x\otimes\mu\gamma$ であるための必要十分条件は $V_{XY}$ がヒルベル b ・シュ
ミット型 (Hilbert-Scゐmidt type) で $||V_{XY}||<1$ である.

情報理論で特に重要な役割を演ずる $\mu XY$ の相互情報量 $I(\mu XY)$ は次のように定義
される.

$\mathcal{F}=\{(\{A_{j}\}, \{B_{j}\});\{A_{j}\}$ は $\mu x(A_{j})>0$ となる X の有限可測分割, $\{B_{j}\}$ は

$\mu Y(B_{J})>0$ となる $Y$ の有限可測分割}

とすると

$I( \mu XY)=\sup\sum_{1_{r}j}\mu_{XY}(A_{i}\cross B_{j})\log\frac{\mu_{XY}(A_{i}\cross B_{j})}{\mu_{X}(A_{1})\mu Y(B_{j})}$

である. ただし上限はずべての ( $\{A_{i}\}$ , {Bj}) $\in$ 」戸についてとる.

この相互情報量は次のように表される.
$\mu XY\ll\mu x.\otimes\mu Y$ のとき

$I( \mu XY)=\int_{XxY}\log\frac{d\mu XY}{d\mu_{X}\otimes\mu_{Y}}(x,y)d\mu XY(x,y)$

その他のとき $I(\mu XY)=\infty$ とする.
以上より次の定理が成り立つ.

Theorem 2 $\mu XY\sim\mu x\otimes\mu Y$ のとき $I(\mu XY)<\infty$ で

$I( \mu xY)=-\frac{1}{2}\sum_{n=1}^{\infty}\log(1-\gamma_{n})$

と表される. ただし $\{\gamma_{n}\}$ は $V_{XY}^{*}V_{XY}$ の固有値である.

いよいよフィードバックをもたないガウス型通信路を定義することができる.
X を入力空間を表す実可分バナッハ空間, $Y$ を出力空間を表す実可分バナッハ空間と
する. $\lambda$ : $X\cross \mathcal{B}(Y)arrow[0,1]$ は次の (1), (2) を満たすとする.

(1) 任意の $x\in X$ に対して $\lambda(x, \cdot)=\lambda_{x}$ は $(Y, \mathcal{B}(Y))$ 上のガウス測度である
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(2) 任意の $B\in \mathcal{B}(Y)$ に対して $\lambda(\cdot, B)$ は $(X, \mathcal{B}(X))$ 上のボレル可測函数である.

このとき 3つ組 $[X, \lambda, Y]$ をガウス型通信路という.
入力情報源 $\mu x$ を与えるとそれに対応して出力情報源 $\mu\gamma$ 及び複合情報源 $\mu XY$ がそれ

ぞれ次のように定義される.
任意の $B\in \mathcal{B}(Y)$ に対して

$\mu Y(B)=\int_{X}\lambda(x, B)d\mu x(x)$ ,

任意の $C\in \mathcal{B}(X)\cross \mathcal{B}(Y)$ に対して

$\mu_{XY}(C)=\int_{X}\lambda(x, C_{x})d\mu x(x)$

ただし $C_{x}=\{y\in Y;(x,$ の $\in C\}$ である.

通信路の容量とはある制約条件を満たす入力情報源 $\mu x$ に対して相互情報量 $I(\mu XY)$

の上限である. 容量の重要性はシャノンの第 2符号化定理から保証されているのでた
だ単なる数学の遊びではないことに注意しておく.
簡単のため $X=Y$ で $\lambda(x, B)=\mu z(B-x),$ $\mu z=$ [$0$ , Rz] とする. つまり入力空間と
出力空間は同じで雑音にあたるガウス測度 $\mu_{Z}$ が加法的に加わる通信路である. 制限
として $\int_{X}||x||_{Z}^{2}d\mu x(x)\leq P$ を与えると, その容量峠であることが示される.

3 フィードバックをもつ離散時間ガウス型通信路

次のようなフィードバックをもつ離散時間ガウス型通信路を考える。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=S_{n}+Z_{n}$ , $n=1,2,$ $\ldots$

ただし $Z=\{Z_{n};n=1,2, \ldots\}$ は雑音を表す退化していない平均 $0$ のガウス過程、
$S=\{S_{n};n=1,2, \ldots\}$ と $Y=\{Y_{n};n=1,2, \ldots\}$ はそれぞれ入力信号と出力信号
を表す確率過程である。通信路は雑音のかからないフィードバックをもつとする。し

たがって $S_{n}$ は送信するメッセージと出力信号巧, . . . , $Y_{n-1}$ の函数であるとして表さ
れる。 レート $R$ , 長さ $n$ の符号語 $x^{n}(W, Y^{n-1}),$ $W\in\{1, \ldots, 2^{nR}\}$ と復号函数 $g_{n}$ :
$\mathbb{R}^{n}arrow\{1,2, \ldots, 2^{nR}\}$ に対して、誤り確率は

$Pe^{(n)}=Pr\{g_{n}(Y^{n})\neq W;Y^{n}=x^{n}(W, Y^{n-1})+Z^{n}\}$ ,

で定義される。 ただし $W$ は $\{$ 1, 2, $\ldots,$
$2^{nR}\}$ 上の一様分布で雑音 $Z^{n}=(Z_{1}, Z_{2};\ldots, Z_{n})$

とは独立である。 入力信号には平均電力制限が課せられる。つまり

$\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}E[S_{i}^{2}]\leq P$
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である。 またフィ $-$ ドバックは causal である。つまり Si $(i=1,2, \ldots, n)$ は $Z_{1},$
$\ldots,$

$Z_{i-1}$

に従属している。同様にフィードバックがない場合は畠 $(i=1,2, \ldots, n)$ は $Z^{n}=$

$(Z_{1}, Z_{2}, \ldots, Z_{n})$ と独立である。

有限ブロック長容量を次のように定義する。

$C_{n,FB}(P)= \max\frac{1}{2n}\log\frac{|(I+B)R_{Z}^{(n)}(I+B)^{t}+R_{V}^{(n)}|}{|R_{Z}^{\langle n)}|}$,

ただし最大値は
$Tr[BR_{Z}^{(n)}B^{t}+R_{V}^{(n)}]\leq nP$

を満たす狭義下 $\equiv$角行列 $B$ と非負対称行列 $R$曾についてとる。同様にフィードバッ
クがないときには容量 $C_{n}(P)$ は $B=0$ としたときの最大値である。 これらの条件の
下で Cover and Pombra は次の結果を得た。

Theorem 3 (Cover-Pombra [2]) 任意の $\epsilon>0$ に対して各 $n=1,2,$ $\ldots$ でブロッ

ク長 $n$ で $2^{n\langle C_{n.PB}\{P)-\epsilon)}$ 個の符号語が存在して $narrow\infty$ のとき Pe$(n)arrow 0$ とできる。

逆に任意の $\epsilon>0$ とブロック長 $n$ で $2^{n\langle C_{n,FB}\langle P)+\epsilon)}$ 個の符号語からなる任意の符号の
列に対しても $Pe^{(n)}arrow 0(narrow\infty)$ が成り立たない。 これはフィードバックをもたな
い場合も成り立つ。

ここではブロック長 $n$ を固定したとき $C_{n,FB}(P)$ と $C_{n}(P)$ との間の関係に興味が
ある。 $C_{n}(P)$ は正確に求められている。

Proposition 1 (Gallager [5])

$C$溜淵 $\frac{1}{2n}\sum_{i=1}\log\frac{nP+r_{1}+\cdots+r_{k}}{kr_{i}}k$,

ただし $0<r_{1}\leq r_{2}\leq\cdots\leq r_{n}$ は $R_{Z}^{(n)}$ の固有値、 $k(\leq n)$ は $nP+r_{l}+\cdots+r_{k}>\ovalbox{\tt\small REJECT}$

を満たす最大整数である。

ところで $C_{n,FB}(P)$ は正確には得られないので、今まで多くの人々によって様々な
形の上界が得られている。例えぽ Ebert [4], Pinsker [10], Cover-Pombra [2], Dembo
[3], Yanagi [13] [14] などがある。 ここではある意味で強い上界を求める。

$R_{Z}^{11}(k)$ を 1, ..., $k-1$ 行 1, ... , $k-1$ 列からなる $R_{Z}^{(n)}$ の部分行列、 $R_{Z}^{12}($た $)$ を

1, . . . , $k-1$ 行、 $k,$
$\ldots,$

$n$ 列からなる $R$望の部分行列、 $R_{Z}^{21}$ (た) $=R_{Z}^{12}($た $)^{t}$ とする. こ

のとき次を得る.
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Theorem 4
$C_{n}(P)\leq C_{n,FB}(P)\leq C_{n}(P^{*})$ ,

ただし

4 フィードバックをもつ連続時間ガウス型通信路

$(\Omega, \mathcal{F}’/,\mathcal{P})$ を確率空間とする. 雑音 $Z=\{Z(t);0\leq t\leq T(<\infty)\}$ は $(\Omega,\mathcal{F}, \mathcal{P})$ 上

で定義された平均 $0$ の可分なガウス過程で

$\int_{T}E[Z(t)^{2}]dt<$ 。

を満たすとする. このときフィードバックをもつ不適合型連続時間ガウス型通信路は
次のように与えられる.

$Y(t)=S(t)+Z(t),$ $0\leq t\leq T$ ,

ただし $S=\{S(t);0\leq t\leq T\}$ と $Y=\{Y(t);0\leq t\leq T\}$ はそれぞれ $(\Omega,\mathcal{F}, \mathcal{P})$ 上で

定義された入力信号過程と対応する出力信号過程である. フィードバックをもつこと
により $S(t)$ はメッセージ X と出力信号 $Y(u),$ $0\leq u\leq t$ のある函数として表される.
詳しくは省略する. $||\cdot||_{W}$ . を $Z$ とは異なる $W$ の再生核ヒルベ $y\triangleright$ ト空間 $H_{W}$ のノルム

であるとすると、 $S$ に対する拘束条件

$E||S||_{W}^{2}\leq P$

の下での通信路の容量を考える. $C_{0}(P)$ をフィードバックをもたない場合の容量、
$C_{f}(P)$ をフィードバックをもつ場合の容量とする. $C_{0}(P)$ の値は Baker[1] により
正確に得られているが、 $C_{f}(P)$ に関しては離散時間のときと同様に全く得られていな
い. したがって $C_{f}(P)$ の上界を求めたい. 次のような仮定をする必要がある.

(Gl) $\mu w$ と $\mu z$ が strongly equivalent である. 即ち

$R_{Z}=R_{W}^{1/2}(I+K)R_{Z}^{1/2},$ $K\in(\tau c)$ .

ここで $(\tau c)$ はトレース・クラスの作用素全体を表す.
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(G2) $X$ のほとんどのパスが $H_{W}$ に属する. 即ち

$\mu x[H_{W}]=1$ .

(G3) $S=X-TY$ , ただし range $(T)\subset H_{W}$ , でかつ

$T\in(\tau c),$ $\sigma(T)=\{0\}$ .

ここで $\sigma(T)\alpha T$ のスペク トルを表す.

次の定理を得る.

Theorem 5
$C_{0}(P)\leq C_{f}(P)\leq 2C_{0}(P)$ .

Theorem 6次の (1) (2) が成り立つ.

(1) $C_{0}(P) \leq C_{f}(P)\leq\frac{1}{2}||(I+K)^{-1}||P$ ,

(2) $K=0$ 又は $K\geq 0$ のとき $C_{0}(P)=C_{f}(P)= \frac{P}{2}$ .

Theorem 7次の (1), (2), (3) が成り立つ.

(1) $C_{0}(P)\leq C_{f}(P)\leq C_{0}(P^{*})_{f}$

ただし
$P^{*}=P+2\sqrt{P}\sqrt{\sigma[If(I+K)^{-1/2}]}$

(2) すぺての $\alpha(>\frac{1}{2})$ に対して

である.

$\lim_{Parrow\infty}\frac{C_{f}(P)-C_{0}(P)}{P^{\alpha}}=0$ .

(3) $\lim_{Parrow\infty}\frac{C_{f}(P)}{C_{0}(P)}=1$ .
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