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はじめに

Fock 空間 1 上の量子確率過程の研究の歴史は, 物理学サイドのものを別にすれば, それ
ほど古くはなく, 1984年の Hudson-Parthasarathy [12] が 1つの礎となった. ここにきて,
量子確 i率過程に関する (数学者による) 教科書 Meyer [17], Parthasarathy [25] が相次いで
出版され, また Mathematical Reviews にもその項目が載るようになり 2, 数学的関心も高
まりつつあるといえよう. 言うまでもなく Fock 空間は場の量子論における基本概念であ
り, Gauss 空間 (Gauss 測度を備えた無限次元ベクトル空間) 上の $L^{2}$-空間として実現され
る (Wiener-It\^o-Segal の同型). 1970年代には Gauss 空間上の超関数論が様々な形で提唱
され, Brown 運動を基盤とした今日の確率解析に大きな影響が与えられた. この超関数論
を Fock 空間上の作用素 (特に量子確率過程) の研究に応用したらどうか? というのが我々
の出発点である.
この論文で扱うのは, 飛田が 1975年のレクチャーノート [7] によって提唱し, 後に久保
と竹中が一連の論文 [16] で定式化した “ホワイトノイズ解析” である 3. その関数解析的
側面は, 一言でいって, Gauss 空間上の Schwartz 型超関数論であり,

(a) 通常は確率超過程として扱われているホワイトノイズを, 各時点毎に Gauss 空間上
の超関数が対応するような超関数空間内の連続な流れとして定式化していること;

(b) 通常は作用素値超関数として扱われている生成・ 消滅作用素を, 各点毎に意味のある
連続作用素として定式化していること;

の 2点が特に注目に値する. (b) の重要性に鑑みて, 各点の消滅作用素は “飛田の微分作用
素” とも呼ばれ, 我々は記号例で表す. もちろん, その共役碑が生成作用素である. 上で
述べた特徴はこれまでも多かれ少なかれ注目されてきたが, 本格的に表舞台に登場するの
は Fock 空間上の作用素論においてである. そこで最も基本的な役割を果たすものは, 超
関数を核とする積分核作用素であって [10] で初めて導入された. その後 [19], [20] におい
て, 核型空間の理論を用いつつ Fock 空間上の作用素論としての形態が整ったのである.

1この論文では Boson Fock 空間を意味する.
$281S25$ quantum stochastic calculus
3ホワイトノイズ解析の応用は, 確率微分方程式, 無限次元 Dirichlet 形式, Feynman の経路積分など多

岐にわたっている. [9] とそこに引用されている論文を参照.
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こうして, 量子確率論において従来から主要な道具となっている Hilbert 空間上の作用
素環の理論に加えて, 我々はホワイトノイズ解析を通じて超関数とそれに基づく作用素論
を手にすることになる. しかしながら, この方向の研究はまだ端緒についたばかりであり,
具体的な結果となると少ない. Huang [11] はホワイトノイズ解析の特性にいち早く注目
し, 量子的伊藤公式の再定式化と一般化を (やや形式的にではあるが) 論じた. それと並行
して, 一連の論文 Obata $[21]-[23]$ において, 伊藤式の量子確率積分の一般化として量子的
Hitsuda-Skorokhod 積分を論じている. この論文では, 量子確率過程とその量子確率積分
を新たに定式化して, 今までの結果を補完し一般化する. ホワイトノイズ解析に関する記
号や用語などは [19] に従う. なお, \S 1は一般読者の便宜のためホワイトノイズ解析の背景
説明にあてる. また, 日本語で書かれた報告として [21] も参照されたい.
理論的枠組を整えることはそれ自身で興味あるが, 応用面でも広がりを見せつつある.
量子系の確率過程の研究の源泉とでもいうべき非平衡系の量子力学や量子光学 (例えば,
[2], [3], [6] $)$ , 最近発展が著しい量子情報理論 ([24] と引用されている文献),との関連は特
に興味深い. また, 量子カオスの研究で重要な役割を果たしているランダム行列の理論を,
量子確率過程の立場から構成するという新しい流れが起こっている. 一連の論文集 [1] は,
最近 10年の数学サイドを中心とした量子確率論の研究の流れを知る上で好都合である.

. 最後に, 本論文の主旨ではないが, ホワイトノイズによる Fock 空間上の作用素論の別
の可能性として, Gauss 空間上の調和解析をあげておきたい. 最近になって, ホワイトノ
イズによる Fock 空間上の作用素論の観点から, 無限次元
変換などの相互の関係が明らかにされてきた. 1960年代に吉沢が提唱した無限次元回転
群の調和解析は, 山崎による無限次元空間上の測度論 [27] や河野, 折原等の球面調和関数
の研究によって花を開いたが, 1970年代に次々と生まれた Gauss 空間上の超関数論と正
面から向き合うことはなかったように見える. 今, 無限次元回転群の調和解析を再出発さ
せてもよい時期にきているようにも思う. この関連では [18], [19] とそこに引用されてい
る論文を参照されたし.

1 Fock 空間と Brown 運動

言うまでもなく Fock 空間は場の量子論において, Brown 運動は確率過程論において基
本的な概念であるが, 両者は Gauss 測度を媒体として結び付いている. ここでは, その様
子を概観しつつ, ホワイトノイズ解析がそれらをどう扱おうとしているかを説明しよう.
この論文では量子確率 “過程” がテーマであるから, 時間パラメーターは $\mathbb{R}$ を走るもの

として, 実 Hilbert 空間
$H=L^{2}(\mathbb{R}, dt;\mathbb{R})$

を基礎にとる. $H$ の内積とノルムは, それぞれ $\{\cdot,$ $\cdot\rangle,$ $|\cdot|$ で表す. 以下の議論の中には, 全
く一般の Hilbert 空間, あるいは適当な位相空間丁上の $L^{2}$-空間などでも通用することも
多いが一々断らない 4.

4例えば, ホワイトノイズ解析の基本的枠組も一般の位相空間丁とその上の $\sigma$-有限測度 $\nu$ をもとに構成
されている. 詳細は [19] を見よ.
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1.1 Gauss 空間

さて, $H=L^{2}(\mathbb{R}, dt;\mathbb{R})$ 上の関数

$C( \xi)=e^{-|\zeta|^{2}/2}=\exp(-\frac{1}{2}\int_{-\infty}^{+\infty}\xi(t)^{2}dt)$ , $\xi\in H$ ,

は連続, 正定値かつ $C(0)=1$ をみたす. よって, Bochner-Minlos の定理 $[27]$ によって,
$C$ は $H$ に Hilbert-Schmidt 型に埋め込まれた空間の双対空間上の確率測度 $\mu$ の特性関数
(Fourier 変換) になっている. ここでは, そのような 3つ組として,

$E=S(\mathbb{R})\subset H=L^{2}(\mathbb{R})\subset E^{*}=S’(\mathbb{R})$

を採用しよう. $E^{*}\cross E$ 上の標準双線型形式は, $H$ の内積を拡張して得られるので同じ記
号 $\{\cdot,$ $\cdot\rangle$ で表す. そうすれば, $\mu$ は

$e^{-|\zeta|^{2}/2}= \int_{E^{*}}e^{i\langle x,\zeta\rangle}\mu(dx)$, $\xi\in E$ ,

によって特徴づけられる $E^{*}$ 上の確率測度となる. この $\mu$ を (標準)Gauss 測度, 確率空間
$(E^{*}, \mu)$ を Gauss 空間と呼ぶ.
上の Gelfand triple の複素化は $E_{\mathbb{C}}\subset H_{\mathbb{C}}\subset E_{\mathbb{C}}^{*}$ のように表し, $E_{\mathbb{C}}^{*}\cross E_{\mathbb{C}}$ 上の (複素) 標

準双線型形式もやはり $\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ で表す. したがって, Hilbert 空間 $H_{\mathbb{C}}$ の内積は

$\langle\overline{\xi},$ $\eta\rangle=\int_{-\infty}^{+\infty}\overline{\xi(t)}\eta(t)dt$ , $\xi,$ $\eta\in H_{\mathbb{C}}=L^{2}(\mathbb{R}, dt;\mathbb{C})$ ,

で与えられるので注意しておこう. このような記法はテンソル積や対称テンソル積にも適
用する. 例えば, Ec は $(C$-値の 1変数急減少関数の空間であるから, $E$浄は $n$ 変数急減少
関数の空間, E警は $n$ 変数急減少関数で対称なものの全体となる. $(E_{\mathbb{C}}^{\otimes n})^{*}\cross(E_{\mathbb{C}}^{\otimes n})$ 上の

標準双線型形式も同じ記号 $\langle\cdot,$ $\cdot\}$ で表す.

1.2 Fock 空間と Wiener-It\^o-Segal 同型

各 $n=0,1,2,$ $\cdots$ に対して $f_{n}\in H_{\mathbb{C}}^{\otimes n}\wedge$ となっている関数列 $f=(f_{n})$ で

$\Vert f\Vert^{2}\equiv\sum_{n=0}^{\infty}n!|f_{n}|^{2}<$ 。 (1.1)

をみたすもの全体は, $\Vert\cdot\Vert$ をノルムとして Hilbert 空間になる. これを $H_{\mathbb{C}}$ 上の Fock 空
間といい $\Gamma(H_{\mathbb{C}})$ で表す. そうすれば, $\Gamma(H_{\mathbb{C}})$ の標準双線型形式は

$\{\langle f,$ $g\rangle\rangle=\sum_{n=0}^{\infty}n!\{f_{n},$ $g_{n}\rangle$ , $f=$ (ん), $g=(g_{n})\in\Gamma(H_{\mathbb{C}})$ ,

で与えられる. さて

$f=(1,$ $\frac{\xi}{1!},$ $\frac{\xi^{\otimes 2}}{2!},$

$\cdots)$ , $\xi\in H_{\mathbb{C}}$ , (1匂
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は $\Gamma(H_{\mathbb{C}})$ に属する. これを指数ベクトル又はコーヒーレント状態という. 特に $(1, 0,0, \cdots)$

を真空ベクトルという.
次に, $\xi\in$ Ec を固定して $E^{*}$ 上の関数

$\phi_{\xi}(x)\equiv\exp(\{x, \xi\}-\frac{1}{2}\langle\xi,$ $\xi\})$ , $x\in E^{*}$ ,

を考えよう. これは “正規化された” 指数関数とでもいうべきもので $(L^{2})$ に属す. 有名な
Wiener-It\^o-Segal の同型は次のように述べることができる.

定理 1 対応 $(1,$ $\frac{\xi}{1!},$ $\frac{\xi^{\otimes 2}}{2!},$ $\cdots)\phi_{\zeta},$ $\xi\in E_{C}$ , は $\Gamma(H_{\mathbb{C}})$ と $(L^{2})$ のユ— タリー同型を

一意的に定める.

したがって, 真空ベクトルには恒等的に 1をとる関数 $\phi_{0}$ が対応する. 一般の $f=(f_{n})\in$

$\Gamma(H_{\mathbb{C}})$ に対応する $(L^{2})$ の関数は

$\phi(x)=\sum_{n=0}^{\infty}\{:x^{\otimes n}:,$ $f_{n}\}$ , $x\in E^{*}$ (1.3)

のように表す. 逆に, 任意の $\phi\in(L^{2})$ は上の形に書げることになるが, それを $\phi$ の

Wiener-It\^o 展開とよぶ. (1.3) の右辺は直交和になって,

$\Vert\phi\Vert^{2}=\sum_{n=0}^{\infty}n!|f_{n}|^{2}$ (1.4)

が成り立つことに注意しよう. したがって, $\psi\in(L^{2})$ の Wiener-It\^o 展開を

$\psi_{\nu}(x)=\sum_{n=0}^{\infty}\langle$ : $x\otimes$箆:, $g_{n}\}$ , $x\in E^{*}$ ,

とすれば,
$\langle\langle\phi,$ $\psi\rangle\rangle\equiv\int_{E^{*}}\phi(x)\psi(x)\mu($面 $)= \sum_{n=0}^{\infty}n!\{f_{n},$ $g_{n}\rangle$ (1.5)

が成り立つことになる. また, : $x^{\otimes n}$ : は $x$ の多項式として次の漸化式で定まる.

$:x^{\otimes 0}$ : $=$ $1$ ,
$:x^{\otimes 1}$ : $=$ $X$ ,

: $x^{\otimes n}$ : $=$ $x\otimes\wedge$ : $x^{\otimes(n-1)}:-(n-1)\tau\otimes\wedge$ : $x^{\otimes(n-2)}:$ , $n\geq 2$ .

ここで $\tau\in(E\otimes E)^{*}=S’(\mathbb{R}^{2})$ は

$\langle\tau,$ $\xi\otimes\eta\}=\langle\xi,$ $\eta\}=\int_{-\infty}^{+\infty}\xi(t)\eta(t)dt$ (1.6)

で定義される $\mathbb{R}^{2}$ の対角線上に集中している超関数である. 詳しいことは [19] などを見よ.
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1.3 生成・消滅作用素

本来, Fock 空間は量子力学的粒子の生成・消滅を記述するためにある. 我々は Hc $=$

$L^{2}(\mathbb{R}, dt;\mathbb{C})$ を固定しているが, これは 1自由度のスカラー粒子を記述するための Hilbert
空間と考えられる. 例えば, 1自由度の量子調和振動子の場合ならば

$A=1+t^{2}- \frac{d^{2}}{dt^{2}}$ (1.7)

をハミルト $–$アンととることができる 5. ここで $t$ は 1次元空間 $\mathbb{R}$ の位置を表す座標で
あって時間ではないことに注意. このとき, 固有値問題且 $\xi$ $=\lambda\xi$ の解で $|\xi|=1$ をみたす
もの 6 は $H_{\mathbb{C}}$ の完全正規直交系となる. 考えている粒子は Bose 統計にしたがうものとす
る. このとき, その粒子 $n$ 個からなる系は $H_{\mathbb{C}}^{\otimes n}\wedge$ の単位ベクトルによって記述される. 多
粒子空間 $H_{\mathbb{C}}^{\otimes n}\wedge$ の全体が Fock 空間 7 である.
粒子の生成・消滅は Fock 空間上の作用素で表される. $\xi\in E$ に対応して, $\Gamma(H_{\mathbb{C}})$ 上の

線形作用素 $a(\xi),$ $a^{*}(\xi)$ を定義しよう. Fock 空間は $(0, \cdots, 0,.f^{\otimes\ovalbox{\tt\small REJECT}}, 0, \cdots),$ $f\in H_{\mathbb{C}}$ , の形の
ベクトルで生成されるので, それに対する作用を与えれば良い:

$a(\xi)$ : $(0,$ $\cdots,$ $0,$ $f^{\otimes n},$ $0,$ $\cdots)\mapsto n\langle\xi,$ $f\}(0,$ $\cdots,$ $0,$ $f^{\otimes(n-1)},$ $0,$ $\cdot\cdot)$

(1.8)
$a^{*}(\xi)$ : $(0, \cdot\cdot.\cdot, 0, f^{\otimes n}, 0, \cdots)\mapsto(0,$

$\cdots,$ $0,$ $\xi\otimes f^{\otimes n},$ $0,$$\cdots)\wedge$ .

それぞれを $\xi\in E$ に対する消滅作用素または生成作用素という. これらは有界作用素とは
なりえず, Fock 空間の適当な稠密部分空間上で定義されることになる. また, $a(\xi),$ $a^{*}(\xi)$

は $\xi$ 毎に (非有界) 作用素が対応するという意味で作用素値超関数である. したがって, 各
点 $t\in \mathbb{R}$ における生成・消滅作用素は定義されないが $a(t),$ $a^{*}(t)$ のようにかいて, $a(\xi)$ ,
$a^{*}(\xi)$ は積分

$a( \xi)=\int_{\mathbb{R}}\xi(t)a(t)d$ち $a^{*}( \xi)=\int_{\mathbb{R}}\xi(t)a^{*}(t)dt$ , (1.9)

で得られると考えると便利である. ホワイトノイズ解析にしたがって Fock 空間 $\Gamma(H_{\mathbb{C}})$ を

Gelfand triple で拡張すれば, $a(t)$ , a$*$ (のを各点 $t$ 毎に連続作用素として定式化すること
ができ, 作用素値超関数から解放される.

1.4 ホワイトノイズと Brown 運動

古典的確率過程論で中心的役割を演ずるのは Brown 運動 (Wiener 過程) である. その

構成・実現には様々な方法があるが, 我々は既に Gauss 空間 $(E^{*}, \mu)$ を手にしているので,
これを基礎の確率空間として確率論の世界に入ろう.

5ハミルト –アンとしては $(A-1)/2$ のほうが普通であるが, $A$ は後でも使うのでこうしておく.
6物理的には, そのような $\xi$ はエネルギー $\lambda$ をもつ定常状態に対応する.
$7$物 $\dot{\Phi}$学の文献では, Hilbert 空間 $H_{\mathbb{C}}^{\otimes n}\wedge$ の直和をいう. 我々は, (1.1) からわかるように, 直和をとるとき

に荷重 $n!$ をつけている. これは, 指数ベクトル $($ 1.2 $)$ が普通の指数関数の級数展開と同じ形にしたかったか
らであり, 本質的な差異を生じるものではない.

76



さて, $\xi\in E$ に対して,
$X_{\xi}(x)=\langle x,$ $\xi\rangle$ , $x\in E^{*}$ ,

とおくと, $E^{*}$ 上の $\mathbb{R}$-値連続関数になり, 実確率変数の族 $\{X_{\zeta};\xi\in E\}$ は Gauss 系 8 とな
る. このとき, (1.5) から

$E(X_{\zeta})=\langle\langle X_{\xi},$ $1\}\}=0$ ,

$E(X_{\xi}X_{\eta})=\{\langle X_{\zeta}, X_{\eta}\}\}=\{\xi, \eta\}=\int_{-\infty}^{+\infty}\xi(t)\eta(t)dt$, (1.10)

を得る 9. ここで X $(X, \xi)=X_{\xi}(x)=\langle x,$ $\xi\}$ とかけば, 写像 X: $E^{*}\cross Earrow \mathbb{R}$ は

(i) $\xi\in E$ ををとめる毎に, $x\mapsto X(x, \xi)$ は確率空間 $(E^{*}, \mu)$ 上の確率変数;
(ii) $x\in E^{*}$ をとめる毎に $\xi\mapsto X(x, \xi)$ は $E$ 上の連続線型形式;
という 2性質を持つ. このような X を確率超過程 1 という.
上の (ii) より各 $x\in E^{*}$ に対して X$(X, \xi)=\{\Phi(x),$ $\xi\rangle$ をみたす $\Phi(x)\in E^{*}$ が存在する

(我々の場合は, 明らかに $\Phi(x)=x$ である). $\Phi$(のは $\mathbb{R}$ 上の超関数なので $t\in \mathbb{R}$ におけ

る値は意味をなさないが, あたかも $t\in \mathbb{R}$ における値が $\Phi$t(ので与えられているように考
えて,

$X(x,$ $\xi)=$ $\langle\Phi(x)$ , $\xi\}=\int_{-\infty}^{+\infty}\Phi_{t}$ $($皿 $)\xi(t)dt$ $(111)$

とかくと便利である. このとき $\Phi_{t}$ は各時点 $t\in \mathbb{R}$ で確率変数を表すわけではないが,
(1.11) の意味で確率変数の系 $\{X_{\zeta}\}$ の構成原子のように見える. そこで, この $\{\Phi_{t}\}$ もま

た確率超過程と呼ぶことにする. 特に我々の場合は,

$\Phi_{t}(x)=x(t)=\langle x,$ $\delta_{t}\rangle$ (1.12)

であるが, 確かに意味をなさないゆ, $\delta_{t}$ ともに $E^{*}$ の元である !). しかしながら, 上に述べ
たように $\Phi_{t}$ は確率超過程になっているのである. これをホワイトノイズと呼び, 記号の
簡便さから単に $x(t)$ ともかく. (1.10) から形式的に $\{x(t)\}$ のみたす式を書き出せば.

$E(x(t))=0$ , $E(x(s)x(t))=\delta(s-t)$ , (1.13)

となる. これらはホワイトノイズの平均と共分散関数である. 特に共分散関数は時間のシ
フトに関して不変であるからホワイトノイズは定常過程であるといえる. そのスペクトル
測度 11 が全域でフラットなルベック測度であることが $\{x(t)\}$ をホワイトノイズとよぶ所
以である.

さて, (1.10) からすぐにわかるが, $\xi\mapsto X_{\xi}$ は $H_{\mathbb{C}}$ から $(L^{2})$ の中へのユー- タリーに拡張
され 12, 実確率変数の族 $\{X_{\zeta};\xi\in H\}$ は再び Gauss 系となる. 特に, 区間 $[0,t]$ の特性関

8一般に, 実確率変数の族 $\{X_{\lambda}\}$ が Gauss 系であるとは, そこから任意に選んで作った有限一次結合
$a_{1}X_{\lambda_{1}}+\cdots+a_{n}X_{\lambda_{n}}$ の分布が (1次元)Gauss 測度になること.

$9\prime Pfl\emptyset J$によって, $\text{確^{}j}*R_{\backslash }$変数 X の平均値を $E(X)=\int_{E}$ . $X(x)\mu(dx)$ で表す.

$10_{1950}$ 年代前半に Gelfand と伊藤によって導入された.
11定常な確率 (超) 過程の共分散関数の逆フーリエ変換.
12これは, 既に述べた Wiener-It\^o-Segal の同型の一部である.

77



数 $\xi=1_{[0,t]}$ をとって,

$B_{t}(x)=\{x,$ $1_{[0,t]}\}$ , $x\in E^{*}$ , $t\geq 0$ , (1.14)

を考えよう. これは上述の Gauss 系の部分系であり, “時間”パラメーター $t$ をもつので

Gauss 過程と呼ぶのがふさわしい. さらに, 簡単な計算で

$B_{0}=0$ , $E(B_{t})=0$ , $E(B_{s}B_{t})=s\wedge t$ , $s,$ $t\geq 0$ ,

を得る. したがって, $\{B_{t};t\geq 0\}$ は原点 $0$ を出発点とする Brown 運動 13 である. 形式的

表示 (1.11) に習えば,

$B_{t}(x)= \int_{-\infty}^{+\infty}1_{[0_{2}t]}(s)x(s)ds=\int_{0}^{t}x(s)ds$

と表され, さらに

$x(t)=$ 謙 (s)ds—ddt $B_{t}(x)$ , $t\geq 0$ . (1.15)

こうして $x(t)$ は Brown 運動 $B_{t}(x)$ の “時間微分” のように見える. 時間パラメーターを
陽に含む $\{x(t)\}$ は時間発展が直感的に捉えやすく, $dB(t)$ $=$ x(t)砒とおくと確率積分が
形式的に普通の積分のように計算できる. 実際物理学などでは x(のをそのままの形で扱
うことが多い. しかしながら, よく知られているように, Brown 運動の軌跡は時間微分可
能ではなく, 有界変動でさえない ! からサンプル毎にとり出して微分することはできない.
この議論を正当化する一つの枠組がホワイトノイズ解析で与えられる.

2 ホワイトノイズ超関数

2.1 第 $=$量子化作用素による構成

我々の Gauss 空間 $(E^{*}, \mu)$ は Gelfand triple

$E=S(\mathbb{R})\subset H=L^{2}(\mathbb{R})\subset E^{*}=S’(\mathbb{R})$

から構成されたが, これを Fock 空間に持ち上げることで Gauss 空間上の Schwartz 型超
関数論を構成する 14. 微分作用素 A を (1.7) で定義された 1次元量子調和振動子のハミ
ルトニアンとする. Schwartz の急減少関数の空間 $E=S(\mathbb{R})$ は $H=L^{2}(\mathbb{R}, dt;\mathbb{R})$ の部分
空間であるが, 微分作用素みを用いて自然に定義される. すなわち, $E$ はベクトル空間と
して $A$ の $C^{\infty}$-領域であり, その位相はノルム族 $|\xi|_{p}=|A^{p}\xi|,$ $p\in \mathbb{R}$ , によって定義され
る. このノルム族は整列されているので, $E$ は可算 Hilbert 空間である. さらに $A^{-1}$ が

Hilbert-Schmidt 型であることから, $E$ は核型空間になる.

1 $3^{}h$ lを t 広 at義の Brown 運動と呼 z び S, Brown 運動というときはさらに連続過程であること (サンプル毎に
$t\mapsto B_{t}($勾が連続) を仮定することも多い. 広義の Brown 運動に対して, Kolmogorov の連続変形定理を適
用すれば, それと同等な連続過程が得られる. [8] などを参照.

14構成方法は色々と工夫されている. $[$ 15], [28] を見よ.
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次に $A$ を Fock 空間上に持ち上げる. この操作が第 $=$量子化である. $\phi\in(L^{2})$ の

Wiener-It\^o 展開が

$\phi(x)=\sum_{n=0}^{\infty}\{:x^{\otimes n}:,$ $f_{n}\}$ (2.1)

で与えられているとき, $\Gamma(A)$ を

$\Gamma(A)\phi(x)=\sum_{n=0}^{\infty}\{:x^{\otimes n}:,$ $A^{\otimes n}f_{n}\}$ ,

によって定義する. 通常の $L^{2}$-定義域を考えると, $\Gamma(A)$ は正の自己共役作用素となり, さ
らに $\Gamma(A)^{-1}$ が Hilbert-Schmidt 型になることが証明される. そうすれば, $E$ が $A$ から自
然に構成されたように, 可算 Hilbert 核型空間が $\Gamma(A)$ から構成される. それを $(E)$ とか

くと (複素)Gelfand triple:

$(E)\subset(L^{2})=L^{2}(E^{*}, \mu;\mathbb{C})\subset(E)^{*}$ .

が得られる. (E) の元をホワイトノイズ・テスト関数, $(E)^{*}$ の元をホワイトノイズ超関数
と呼ぶ. $(E)^{*}\cross(E)$ 上の標準双線型形式を《., $\rangle\rangle$ で表す. (E) の定義ノルム系を $\Vert\cdot\Vert_{p}$ で

表せば, (2.1) で与えられる $\phi\in(E)$ に対して,

$\Vert\phi\Vert_{p}^{2}=\Vert\Gamma(A)^{p}\phi\Vert^{2}=\sum_{n=0}^{\infty}n!|(A^{\otimes n})^{p}f_{n}|^{2}=\sum_{n=0}^{\infty}n!|f_{n}|_{p}^{2}$, $p\in \mathbb{R}$ , (2.2)

が成り立つ. これは Wiener-It\^o-Segal のユニタリー同型 (1.4) の自然な拡張になっている.

2.2 ホワイトノイズ $\overline{7}$
.スト関数の Wiener-It\^o 展開

各 $\phi\in(E)$ はもちろん $(L^{2})$ の関数であるから (2.1) のような Wiener-It\^o 展開が考え
られる. このとき, $\phi\in(E)$ となるための条件を $f_{n}$ の性質で述べるとどうなるだろうか?
答えは (2.2) から明らかであろうが, 次の 2条件が必要かつ十分である:

(i) 各 $n$ に対して $f_{n}\in E_{\mathbb{C}}^{\otimes n};\wedge$

(ii) 任意の $p\geq 0$ に対して $\sum_{n=0}^{\infty}n!|f_{n}|_{p}^{2}<\infty$ .

ところで, 構成の仕方から各 $\phi\in(E)$ は $L^{2}(E^{*}, \mu)$ の元として定まるので, $\mu$-零関数を除い
て定まる 15. 久保・横井の連続性定理によれば, $\phi\in(E)$ の Wiener-It\^o 展開は各点 $x\in E^{*}$

で絶対収束し, $E^{*}$ 上の (強位相に関する) 連続関数になる. さらに, それは $\phi$ に対して殆
ど至るところ一致する唯一の連続関数であることが知られている. したがって, はじめか
らホワイトノイズ・テスト関数は $E^{*}$ 上の連続関数であると仮定しておいて良い.
—

$1S$ この事情は, 且で $E=S(\mathbb{R})$ を構成する時も同様である. 各 $\phi\in E$ に対して殆んど至るところ一致す
る急減少関数が一意的に存在することが証明される.
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2.3 ホワイトノイズ超関数の Wiener-It\^o 展開

次に, Wiener-It\^o 展開をホワイトノイズ超関数に拡張しよう. 超関数の列 $F_{n}\in(E_{\mathbb{C}}^{\otimes n})_{sym}^{*}$

に対して, ある $p\geq 0$ が存在して $\sum_{n=0}^{\infty}n!|F_{n}|_{-p}^{2}<\infty$ となっていると仮定しよう. この
とき $\phi\in(E)$ の Wiener-It\^o 展開が (2.1) で与えられているとして,

$\langle\langle\Phi,$ $\phi\rangle\rangle=\sum_{n=0}^{\infty}n!\{F_{n},$ $f_{n}\rangle$ , (2.3)

とおくと, $\Phi\in(E)^{*}$ が証明される. 実際, 等式

$\Vert\Phi\Vert_{-p}^{2}=\sum_{n=0}^{\infty}n!|F_{n}|_{-p}^{2}$ , $p\in \mathbb{R}$ ,

が成り立つ 16. この $\Phi$ を

$\Phi(x)=\sum_{n=0}^{\infty}\{:x^{\otimes n}:,$ $F_{n}\rangle$ $($ 2.4 $)$

とかき, $\Phi$ の Wiener-It\^o 展開と呼ぶ. 逆に, 任意の $\Phi\in(E)^{*}$ はこの形である. 但し, 級数
そのものは各点 $x\in E^{*}$ で意味を持たず, 適当なノルム $\Vert\cdot\Vert_{-p}$ 又は, $\phi\in(E)$ との標準双
線型形式を通しての収束として理解する.

2.4 ホワイトノイズ超関数としてのホワイトノイズ

\S 14においてホワイトノイズ $\Phi_{t}(x)=x(t)$ は確率超過程と理解されることは述べた. こ

こで改めて
$\Phi_{t}(x)=\{:x^{\otimes 1}:,$ $\delta_{t}\rangle=\{x, \delta_{t}\}$

を考えよう. 任意の $t\in \mathbb{R}$ に対して) $\delta_{t}\in S$
‘

$(\mathbb{R})=E^{*}$ なので, 前節の (2.4) の特別な場合
であるから, $\Phi_{t}$ はホワイトノイズ超関数である: $\Phi_{t}\in(E)^{*}$ . これは, 前に確率超過程と理
解したホワイトノイズと同じものである. 要は, Gauss 空間上の超関数空間 $(E)^{*}$ を準備す
ることによって, ホワイトノイズを $(E)^{*}$ の中に捉えたということである. さらに, $t\mapsto\Phi_{t}$

は $\mathbb{R}$ から $(E)^{*}$ への連続写像なので, ホワイトノイズは $(E)^{*}$ の中の連続な流れとなる.
やはり $\Phi$t(x) $=$ x(のと書くのが便利である.
同じように $t\mapsto$ 瓦も $(E)^{*}$ の中の流れである. 今, テスト関数 $\phi\in(E)$ をとり, その

Wiener-It\^o 展開をいつも通り

$\phi(x)=\sum_{n=0}^{\infty}\{:x^{\otimes n}:,$ $f_{n}\}$

とすれば, (2.3) から

$\langle\{B_{t}, \phi\}\}=\{1_{[0_{2}t]},$ $f_{1} \}=\int_{0}^{t}fi(s)ds$ .

$16_{\infty=\infty}$ も許す. 十分大きな $p$ に対しては有限値になる.
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$fi\in E_{\mathbb{C}}$ であるから, 両辺は微分できて,

$\frac{d}{dt}\langle\{B_{t}, \phi\rangle\}=\frac{d}{dt}\int_{0}^{t}f_{1}(s)ds=f_{1}(t)=\langle\delta_{t},$ $f_{1}\rangle$ .

一方, 再び $($ 2.3 $)$ から $\{\{\Phi_{t},$ $\phi\rangle\rangle=\{\delta_{t},$ $f1\rangle$ なので,

$\frac{d}{dt}\langle\{B_{t},$ $\phi\rangle\rangle=\langle\langle\Phi_{t},$ $\phi\rangle\rangle$ , $\phi\in(E)$ . (2.5)

これが, ホワイトノイズと Brown 運動との関係である. 形式的表示 (1.15) と比較せよ.

3 Fock 空間上の作用素の一般論

この章ではホワイトノイズ解析の枠組

$(E)\subset(L^{2})\cong\Gamma(H_{\mathbb{C}})\subset(E)^{*}$

に沿った形で, Fock 空間上の作用素論を紹介し (理論の詳細は [19]), 若干の補足をする.
我々の興味は (E) から $(E)^{*}$ 又は (E) からそれ自身への連続線型作用素にある. そのよう
な作用素の全体をそれぞれ乙$((E), (E)^{*}),$ $\mathcal{L}((E), (E))$ で表し, 有界収束位相を与える. 定
義セミノルム系は次のように与えられる:

$\Vert\Xi\Vert_{B_{1},B_{2}}$ $=$ $\sup$ $|\langle\langle\Xi\phi,$ $\psi\rangle\rangle|$ , $\Xi\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ ,
$\phi\in B_{1},\psi\in B_{2}$

$\Vert\Xi\Vert_{B,p}$ $=$ $\sup\Vert\Xi\phi\Vert_{p}$ , $\Xi\in \mathcal{L}((E), (E))$ . $\sim$

$\phi\in B$

但し, $B_{1}$ , B2, $B$ は (E) の有界部分集合全体を, $p$ は $\mathbb{R}$ を走る ($p\geq 0$ としても同じ). Fock
空間 $(L^{2})\cong\Gamma(H_{\mathbb{C}})$ 上の有界作用素は全て $\mathcal{L}((E), (E)^{*})$ に含まれることに注意しておく.

3.1 生成・消滅作用素

まず $y\in E^{*}$ 方向の微分作用素 $D_{y}$ を導入する:

$D_{y} \phi(x)=\lim_{\thetaarrow 0}\frac{\phi(x+\theta y)-\phi(x)}{\theta}$ , $x\in E^{*}$ , $\phi\in(E)$ . (3.6)

極限は常に存在し, $D_{y}$ は (E) 上の連続線型作用素, 即ち
$,$

$D_{y}\in \mathcal{L}((E), (E))$ となることが証
明される. さらに, $y\mapsto D_{y}$ は $E^{*}$ から $\mathcal{L}((E), (E))$ への連続線型写像となることもわかる.
したがって, Dy の共役作用素は $(E)^{*}$ 上の連続線型作用素となるから, $D_{y}^{*}\in.\mathcal{L}((E)^{*}, (E)^{*})$ .
さらに位相の定義から, $y\mapsto D_{y}^{*}$ は $E^{*}$ から乙$((E)*, (E)^{*})$ への連続線型写像となる.
これらの作用素を Fock 空間上で見ておこう. いま Fock 空間の典型的な元として

$(0, \cdots, 0, \xi^{\otimes n}, 0, \cdots)$ を考えると, 対応する $\phi\in(E)$ は

$\phi(x)=\{:x^{\otimes n}:,$ $\xi^{\otimes n}\}$ , $x\in E^{*}$ ,
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である 17. ここで $\xi\in E_{\mathbb{C}}$ としておこう. このとき, 直接計算して

$D_{y}\phi(x)$ $=$ $n\langle y,$ $\xi\rangle\{:x^{\otimes(n-1)}:,$ $\xi^{\otimes(n-1)}\rangle$ ,

$D_{y}^{*}\phi(x)$ $=$ $\{:x^{\otimes\langle n+1)}:,$ $y\otimes\xi^{\otimes n}\}=\{:x^{\otimes\langle n+1)}:,$ $y\wedge\otimes\xi^{\otimes n}\rangle$

がわかる. (1.8) と比較すれば, $D_{y},$ $D_{y}^{*}$ は $(L^{2})$ 上における消滅作用素・生成作用素に他な
らないことがわかる. さて, 各点 $t\in \mathbb{R}$ に対して, $\delta_{t}\in E^{*}=S’(\mathbb{R})$ を思い出して,

$\partial_{t}=D_{\delta_{t}}$ , $t\in \mathbb{R}$ ,

とおく. $\partial_{t}$ はしばしば飛田の微分作用素と呼ばれている. 明らかに, $\partial_{t},$ $\partial_{t}^{*}$ は場の量子論
における点 $t$ における消滅作用素 $a(t)$ , 生成作用素 $a^{*}(t)$ と同じものである (\S 13). ここ

で特に強調しておきたいことは, 通常の Fock 空間の理論ではそれら場の作用素は (非有
界 $)$ 作用素値超関数と理解されるのに対して, ホワイトノイズ解析では, $\partial_{t},$ $\partial_{t}^{*}$ それ自身で
連続作用素になっていることである. さらに, $\partial_{s}-\partial_{t}=D_{\delta_{l}-5_{t}}$ と $t\mapsto\delta_{t}\in E^{*}$ の連続性に
注意すれば,

補題 3.1 $t\}arrow\partial_{t}$ は $\mathbb{R}$ から乙$((E), (E))$ への, また $t\mapsto$ 酵は $\mathbb{R}$ から乙 $((E)*, (E)^{*})$ への

連続写像である. 特に, それらはともに $\mathbb{R}$ から $\mathcal{L}((E), (E)^{*})$ への連続写像である.

3.2 積分核作用素

$\partial_{t}$ , 酵が各点毎に定義されていることのさらなる利点を述べたい. まず $\phi,$ $\psi\in(E)$ に

対して $\mathbb{R}^{l+m}$ 上の関数を

$\eta_{\phi_{2}\psi}(s_{1}, \cdots, s_{l}, t_{1}, \cdots, t_{m})=\{\langle\partial_{s_{1}}^{*}\cdots\partial_{Sl}^{*}\partial_{t_{1}}\cdots\partial_{t_{m}}\phi,$ $\psi\rangle\}$

で定義すれば, $\eta_{\phi_{i}\psi}\in E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)}$ である. そうすると任意の $\kappa\in(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)})^{*}$ に対して,

$\langle\langle--(\kappa)\phi,$ $\psi\rangle\rangle=\{\kappa,$ $\eta_{\phi,\psi}\rangle$ , $\phi,$ $\psi\in(E)$

をみたす作用素該m $(\kappa$ $)\in \mathcal{L}$$((E), (E)^{*})$ が一意的に存在することがわかる. これを

該m $(\kappa$ $)= \int_{\mathbb{R}^{l+m}}\kappa(s_{1}, \cdots, s_{l},t_{1}, \cdots, t_{m})\partial_{s_{1}}^{*}\cdots\partial_{s_{l}}^{*}$ 例 1 $\partial_{t_{m}}ds_{1}\cdots ds_{l}dt_{1}\cdots dt_{m}$ (3.7)

のように形式的積分で表し, $\kappa$ を核超関数とする積分核作用素と呼ぶ 18. 各点毎の生成・消
滅作用素を作用素値超関数と捉える立場に立てば, $\kappa$ は滑らかな関数でなくてはならない.
我々の表示 (3.7) では, $\kappa$ の方こそ超関数にとるのである.

$17\xi\in E,$ $\xi\neq 0$ , であれば $H_{n}$ を $n$ 次 Hermite 多項式として

$\langle$ : $x^{\otimes n}:,$ $\xi^{\otimes n}\rangle=\frac{|\xi|^{n}}{2^{n/2}}H_{n}(\frac{\{x,\xi\rangle}{\sqrt{2}|\xi|})$ .

18類似の表現は様々な立場から議論されている. 場の量子論では $[$4$]$ 等; 数学では $[$ 13$]$ , $[$ 17$]$ 等.
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$\partial_{t}$ 同志, $\partial_{t}^{*}$ 同志は互いに可換であるから, $($ 3.7 $)$ における核超関数 $\kappa$ の一意性はいえない.
前の 1変数後ろの $m$ 変数についてそれぞれ対称になっている $\kappa$ の全体を $(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)})_{sym(l_{2}m)}^{*}$

とかく. 核超関数をこの空間に制限すれば一意的である. また, 積分核作用素の詳しいノ
ルム評価はわかっている $([$ 19$])$ . ここでは次のことだけ注意しておこう.

補題 32 $\kappa\mapsto-l_{2}m-$ は $(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)})^{*}$ から乙 $(($ E $)$ , $(E)^{*})$ の中への連続線型写像である.

\S 3.1の微分作用素 $D_{y},$ $y\in E^{*}$ , 及びその共役は積分核作用素の最も簡単な例を与える:

$D_{y^{=}-0,1}^{-}-(y)= \int_{\mathbb{R}}y(t)\partial_{t}dt$, $D_{y^{=}}^{*-}--1_{2}0(y)= \int_{\mathbb{R}}y(s)\partial_{s}^{*}ds$ .

特に, $t\in \mathbb{R}$ に対して $\partial_{t-0,1}^{-}=-(\delta_{t}),$ $\partial_{t}^{*}=--(\delta_{t})$ が成り立つ. \S 13で述べた生成・消滅作
用素 $a(\xi),$ $a^{*}(\xi)$ は定義域を (E) にとれば,

$a( \xi)=\int_{\mathbb{R}}\xi(t)\partial_{t}dt$ , $a^{*}( \xi)=\int_{\mathbb{R}}\xi(t)\partial_{t}^{*}dt$ , $\xi\in E$ .

したがって, 形式的表示 (1.9) はそのままの形で我々の積分核作用素となっている.

3.3 $(E)$ 上の積分核作用素

前節では乙$((E), (E)^{*})$ に属する積分核作用素を一般に論じた. この節では, その特別な
場合として乙$((E), (E))$ に属する場合について注意しておく. また, $\mathcal{L}((E), (E))$ は非有界
作用素を含む非可換作用素環の具体例としての興味もある.

定理 3.3 $\kappa\in(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)})^{*}$ とするとき, 島 2m $(\kappa$ $)\in \mathcal{L}$ $((E), (E))\Leftrightarrow\kappa\in(E_{\mathbb{C}}^{\otimes l})\otimes(E_{\mathbb{C}}^{\otimes m})^{*}$ .

証明は [10], [19] を見よ. ここで $\otimes$ は位相テンソル積 19 であるから $(E_{\mathbb{C}}^{\otimes l})\otimes(E_{\mathbb{C}}^{\otimes m})^{*}$ の

元 $\kappa$ は始めの $l$ 変数について滑らかで, 後の $m$ 変数について超関数といった具合に分
離されているとは限らない. 例えば (1.6) で定義した $\tau$ は対称な 2変数超関数であるが,
$E\otimes E^{*}$ に属する. よって

$\int_{\mathbb{R}^{2}}\tau(s, t)\partial_{s}^{*}\partial_{t}dsdt=\int_{\mathbb{R}}\partial_{t}^{*}\partial_{t}dt$

は (E) 上の連続作用素になる. これは, Fock 空間で基本的な個数作用素に一致する.

3.4 作用素のシンボル

指数ベクトルが Fock 空間の (Hilbert 空間の位相に関して) 稠密部分空間を張ることは,
良く知られている. $\xi\in$ Ec ならば, 指数ベクトル $\phi_{\xi}$ が (E) に属することが示される. さ

らに, そのような指数ベクトルの全体 $\{\phi_{\zeta};\xi\in Ec\}$ は (E) の稠密な部分空間を張るので

19詳しくは, 代数的テンソル積を $\pi$-位相に関して完備化したもの. これまでも $E^{\otimes n}$ などはこの意味で用
いてきた.
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ある. 従って, $\mathcal{L}((E), (E)^{*})$ に属する作用素は指数ベクトルに対する作用で一意的に定ま
り, よって, $\Xi\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ に対して定義される Ec $\cross E_{\mathbb{C}}$ 上の関数

$-(\xi,\eta)=\langle\{\Xi\phi_{\xi}, \phi_{\eta}\rangle\}\underline{\underline{\wedge}}$ , $\xi,\eta\in E_{\mathbb{C}}$ , (3.8)

は作用素を一意的に定める. Berezin [5], Kr\’ee-R\S czka [14] に習って, この関数を $\Xi$ のシ

ンボルと呼ぶことにする. 特に $—\wedge(0,0)=\{\{\Xi\phi_{0}$ , $\phi$o》は $\Xi$ の真空期待値と呼ばれ, しばし
ば重要である. 例えば, 積分核作用素に対しては,

$–l,m\wedge\{\kappa,$ $\eta^{\otimes l}\otimes\xi^{\otimes m}\}e^{\langle\zeta,\eta\rangle}$ , $\xi,$ $\eta\in E_{\mathbb{C}}$ , $\kappa\in(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)})^{*}$ . (3.9)

シンボルを Ec $\cross$ Ec 上の関数として特徴づけるために, いささか唐突であるが, 関数
$\Theta$ : $E_{\mathbb{C}}\cross E_{\mathbb{C}}arrow \mathbb{C}$ に対して次の性質を考えよう:
(01) (正則性) $\xi,$ $\xi_{1},$

$\eta,$ $\eta_{1}\in$ Ec を任意に固定するとき, 2変数複素関数

$z,w\mapsto\Theta(z\xi+\xi_{1},w\eta+\eta_{1})$ , $z,w\in \mathbb{C}-$ ,

は $\mathbb{C}\cross \mathbb{C}$ 上で正則である.
(02) (増大度) 定数 $C\geq 0,$ $K\geq 0,$ $p\in \mathbb{R}$ があって,

$|\Theta(\xi,\eta)|\leq C\exp K(|\xi|_{p}^{2}+|\eta|_{p}^{2})$ , $\xi,$ $\eta\in E_{\mathbb{C}}$ .

(O2‘) (増大度) 任意の $p\geq 0,$ $\epsilon>0$ に対して, 定数 $C\geq 0,$ $q\geq 0$ が存在して

$|\Theta(\xi,\eta)|\leq C\exp\epsilon(|\xi|_{p+q}^{2}+|\eta|_{-p}^{2})$ , $\xi,\eta\in E_{\mathbb{C}}$ .

明らかに, $(O2’)\Rightarrow(O2)$ である $2$ . 簡単な検証で, $\mathcal{L}((E), (E)^{*})$ 又は乙$((E), (E))$ に属す
る作用素 $\Xi$ のシンボル $\Theta=-\underline{\underline{\wedge}}$ は (01), (02) 又は (01), (O2‘) をみたす.
実は, 次の定理に述べる通り上の性質は作用素のシンボルを特徴づけるのである. (いく
つかの部分的議論を経て [19] で証明が完成した)

定理 34 $E_{\mathbb{C}}\cross E_{\mathbb{C}}$ 上の複素数値関数 $\Theta$ が性質 (01), (02) をみたしているとする. この
とき核超関数 $\kappa_{l_{l}m}\in(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)})_{sym(l_{2}m)}^{*}$ が一意的に存在して,

$\Theta(\xi, \eta)=\sum_{l,m=0}^{\infty}\{\langle--(\kappa_{l,m})\phi_{\zeta}, \phi_{\eta}\}\}$ , $\xi,$ $\eta\in E_{\mathbb{C}}$ . (3.10)

さらに, 級数

$\Xi\phi=\sum_{l_{J}m=0}^{\infty}-l,m-$ , $\phi\in(E)$ , (3.11)

は $(E)^{*}$ の中でその位相に関して収束し, (3.11) で定義される作用素 $\Xi$ は乙 $((E), (E)^{*})$ に

属し, $-=\Theta\underline{\underline{\wedge}}$ . さらに, $\Theta$ が (O2‘) をみたせば, 核超関数 $\kappa_{l_{2}m}$ は $((E_{\mathbb{C}}^{\otimes l})\otimes(E_{\mathbb{C}}^{\otimes m})^{*})_{sym(l,m)}=$

$(E_{\mathbb{C}}^{\otimes l})\wedge\otimes(E_{\mathbb{C}}^{\otimes m})_{sym}^{*}$ に属 1, 級数 (3.11) は (E) で収束し, $\Xi\in \mathcal{L}((E), (E))$ .
20 $\triangleright A$の定義から $P\in \mathbb{R},$ $q\geq 0larrowarrow$対 して $|\xi|_{p}\leq\rho^{q}|\xi|_{p+q}$ が成り立つ. 但し, $\rho=\Vert A^{-1}\Vert_{oP}=1/2$ .

84



指数ベクトルは一次独立であって, Fock 空間の稠密部分空間を張ることから, Fock 空間
上の作用素を考える時, しばしば指数ベクトル上の作用だけを扱っているく [12], [25] $)$ . 代
数的な議論はこれで十分なことも多いようであるが, 関数解析的取り扱いのためには, 考
えている作用素の定義域が指数ベクトルの張る代数的部分空間からどの程度拡張される
か? が基本的な問題となる. 上に述べたシンボルの特徴づけ定理は, この問いに対する一
つのアプローチになっている. 計算例は, [19], [21] 等を参照. また後で議論する一般化さ
れた積分核作用素や量子的 Hitsuda-Skorokhod 積分を定義するときにも用いている ([22],
[23] も参照).

3.5 Fock 展開

作用素 $\Xi\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ のシンボルは (01) と (02) をみたすので, 定理 34によって,
5が積分核作用素で再構成される. $\Xi\in \mathcal{L}((E), (E))$ についても同様であり, 次の定理が
成り立つ.

定理 3.5任意の」 $\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ に対して核超関数 $\kappa_{l_{\partial}m}\in(E_{\mathbb{C}}^{\otimes\langle l+m)})_{sym(l,m)}^{*}$ かー意的
に存在して,

$\Xi\phi=\sum_{l_{i}m=0}^{\infty}--l_{2}m$ ’
$\phi\in(E)$ , (3.12)

が成り立つ. ここで級数 (3.12) は $(E)^{*}$ の位相で収束する. もし $\Xi\in \mathcal{L}((E), (E))$ ならば,
$\kappa_{l_{2}m}\in((E_{\mathbb{C}}^{\otimes l})\otimes(E_{\mathbb{C}}^{\otimes m})^{*})_{sym(\text{い})}=(E_{\mathbb{C}}^{\otimes l})\wedge\otimes(E_{\mathbb{C}}^{\otimes m})$

sym であって, 級数は $(E)$ で収束する.

こうして $\langle\acute$3Bられた $\Xi\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ の積分核作用素による $k^{\backslash }\text{解_{}\backslash }(3.12)$ を Fock 展開と
呼ぶ. $\Xi$ の Fock 展開 (3.12) が与えられたとき, 両辺の $\sqrt[\backslash ]{}\sqrt[\backslash ]{}\backslash \backslash -$ボルを求めると,

$e^{-(\xi,\eta\rangle_{-}^{\underline{\underline{\wedge}}}}( \xi, \eta)=\sum_{l_{?}m=0}^{\infty}\{\kappa_{l_{2}m},$
$\eta^{\otimes l}\otimes\xi^{\otimes m}\}$ , $\xi,$ $\eta\in E_{\mathbb{C}}$ . (3.13)

従って, 与えられた作用素の Fock 展開を求めるためには, $e^{-\langle\zeta,\eta\rangle_{-}^{\wedge}}--(\xi, \eta)$ の Taylor 展開
を求めればよい. ついでながら, $(L^{2})$ 上の有界作用素は, その定義域を (E) に限れば
乙 $((E), (E)^{*})$ に属するので, Fock 展開可能である. しかしながら, スカラーではない $(L^{2})$

上の有界作用素の Fock 展開は常に無限級数である. これは, 積分核作用素が生成・消滅
演算子の合成であり, 非有界作用素になっていることの現れである.

3.6 積分核作用素の拡張

これまでの議論では, 積分核作用素

該m $(\kappa$ $)= \int_{\mathbb{R}^{l+m}}\kappa(s_{1}, \cdots, s_{l}, t_{1}, \cdots, t_{m})\partial_{s_{1}}^{*}\cdots\partial_{s_{l}}^{*}\partial_{t_{1}}\cdots\partial_{t_{m}}ds_{1}\cdots ds_{l}dt_{1}\cdots$ dオm’

が中心的な役割を果たしてきた. ここで核超関数 $\kappa$ はスカラー作用素とみなせることに
注意しよう. そうすれば, 自然な一般化として $\kappa$ を作用素値超関数にとることに思い当た
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る. ここでは,

$\int_{\mathbb{R}^{l+m}}\partial_{s_{1}}^{*}\cdots\partial_{s_{\iota}}^{*}L(s_{1}, \cdots, s_{l}, t_{1}, \cdots, t_{m})\partial_{t_{1}}\cdots\partial_{t_{m}}ds_{1}\cdots ds_{l}dt_{1}\cdots dt_{m}$ (3.14)

とかかれる作用素を導入する. ここで $L\in \mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)}, \mathcal{L}((E), (E)^{*}))$ であり, $\mathbb{R}^{l+m}$ 上の

乙 $((E), (E)^{*})$-値超関数というのが相応しい. 必要とする作用素値超関数の一般論は [20] で
展開された. ここでは, 核定理から導かれる (位相もこめた) 同型

$\mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)}, \mathcal{L}((E), (E)^{*}))$ $\cong$ $(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)})^{*}\otimes \mathcal{L}((E), (E)^{*})$

$\mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)}, \mathcal{L}((E), (E)))$ $\cong$ $(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)})^{*}\otimes \mathcal{L}((E),$ $(E))$

に注意しておこう 21. 実際には, (3.14) は

$\langle\langle\Xi\phi_{\zeta},$ $\phi_{\eta}\}\}=\{\{L(\eta^{\otimes l}\otimes\xi^{\otimes m})\phi_{\zeta},$ $\phi_{\eta}\}\}$ , $\xi,$ $\eta\in E_{\mathbb{C}}$ , (3.15)

をみたす連続作用素 $\Xi\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ として一意的に定義される. この定義が有効であ
ることは, シンボルの特徴づけ定理からわかる. この作用素を一般化された積分核作用素,
または単に積分核作用素と呼ぶ. 特に, $L$ がスカラー作用素値超関数であれば, 一般化さ
れた積分核作用素は従来の積分核作用素と一致する.

3.7 Fubini 型定理

一般化された積分核作用素は従来の積分核作用素に既に内包されているのである. その
ことを見るために, テンソル積の縮約と呼ばれる演算を思い出しておく. $l+m$ 変数の超
関数 $\kappa\in(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)})_{sym(l}^{*}$鋤と $l+n$ 変数のテスト関数 $g\in E_{\mathbb{C}}^{\otimes l+n}$ が与えられれば, $\kappa$ のは

じめの $l$ 変数と $g$ のはじめの 1変数に関して標準双線型形式を適用してスカラー化して,
残った変数を順に並べて $m+n$ 変数の超関数が得られる 22. これを $\kappa\otimes^{l}g$ とかいて左側
縮約と呼ぶ. 右側縮約 $\otimes_{l}$ も同様である.
整数 $0\leq\alpha\cdot\leq l,$ $0\leq\beta\leq m$ を固定する. 与えられた $\kappa\in(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)})_{sym(l,m)}^{*}$ に対して,

$L(\eta_{1}\otimes\cdots\otimes\eta_{\alpha}\otimes\xi_{1}\otimes\cdots\otimes\xi_{\beta})$

$=—l-\alpha_{2}m-\beta((\kappa\otimes_{\beta}(\xi_{1}\otimes\cdots\otimes\xi_{\beta}))\otimes^{\alpha}(\eta_{1}\otimes\cdots\otimes\eta_{\alpha}))$ (3.16)

をみたす $L\in \mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(\alpha+\beta)}, \mathcal{L}((E), (E)^{*}))$ が一意的に存在する. 証明は標準的な議論による.
この記号の下で, 次の Fubini 型定理が成り立つ $([$23$])$ .

21 $(E)$ を一般の可算 Hilbert 空間 $C$ におきかえたとき, 同様な同型が成り立つかどうかは定かではない.
$\mathcal{L}(\mathbb{C}, C^{*})$ が Fr\’echet 空間ならば (この条件は $C$ が Hilbert 空間であることと同値であるが) 同型が成り立
つ. [19, p.162] と [20, p.205] の説明文には, “同値になるのはこのときに限る “ という $–$ュアンスがあり不
適切であった. この場合のように, $C$ が核型空間ならば核定理が適用できて同型が証明される.

22もう少し正確に述べれば, $g\iota\in E_{\mathbb{C}}^{\otimes l}$ と $g_{n}\in E_{\mathbb{C}}^{\otimes n}$ に対して, $\kappa\otimes^{l}(g\iota\otimes g_{n})\in(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(m+n)})^{*}$ が,

$\langle\kappa\otimes^{l}(g\iota\otimes g_{n}),$ $\zeta\rangle=\{\kappa\otimes g_{n},$ $g\iota\otimes(\rangle,$ $(\in E_{\mathbb{C}}^{\otimes(m+n)}$ .

をみたす一意的な元として定まる. 一般の $g\in E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)}$ に対する $\kappa\otimes^{l}g$ は連続性を用いて定義される. 詳
細は $r_{\wedge}\iota^{-9]}$ を見よ.
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定理 36整数 $0\leq\alpha\leq l,$ $0\leq\beta\leq m$ を固定する. $\kappa\in(E_{\mathbb{C}}^{\otimes(l+m)})^{*}$ として, $L\in$

$\mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}^{\otimes\langle\alpha+\beta)},$ $\mathcal{L}((E),$ $(E)^{*}))$ は $($ 3.16 $)$ で定義されているものとする. このとき,

$— \iota_{m}(\kappa)=\int_{T^{\alpha+\beta}}\partial_{s_{1}}^{*}\cdots\partial_{s_{\alpha}}^{*}L(s_{1}, \cdots, s_{\alpha},t_{1}, \cdots,t_{\beta})\partial_{t_{1}}\cdots\partial_{t_{\beta}}ds_{1}\cdots ds_{\alpha}dt_{1}\cdots dt_{\beta}$ .

上の結果は積分核作用素に対して簡単な演算を保証している. つまり, $–l_{1}m$ の積分
表示は形式的なものであるが, あたかも可積分関数の積分であるかのようにみなして逐次
積分できるのである.

4 量子確率過程

4.1 定義

非常に一般的な立場では, 時間パラメーターをもつ確率変数の族を確率過程というよう
に, Fock 空間上の作用素の族で時間パラメーターをもつものを量子確率過程と呼ぶこと
もできよう. しかしながら, ホワイトノイズ解析を有効に適用するために, 考える量子確率
過程に少し制限を加える. 既に述べたように, ホワイトノイズ解析の特徴の一つは, ホワ
イトノイズ $\{x(t)\}$ を $(E)^{*}$ 中の連続な流れと捉えることである. 後から述べるが, $\{x(t)\}$

場
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ものであるが, 当面, 次の定義を採用してみる.

定義 41作用素の族 $\{--;t\in \mathbb{R}\}\subset \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ で $t\mapsto$ 亀が連続写像になっているも
のを量子確率過程 23 とよぶ. 連続線型写像 $\Xi\in \mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}, \mathcal{L}((E), (E)^{*}))$ を量子確率超過程と
いう. 量子確率超過程 $\Xi\in \mathcal{L}(Ec\mathcal{L}((E), (E)^{*}))$ が $E_{\mathbb{C}}^{*}$ から $\mathcal{L}((E), (E)^{*})$ への連続線型写
像に拡張できるとき正則であるという.

$\{-t-\in \mathbb{R}\}$ が量子確率過程ならば, $\{\Xi_{t}^{*};t\in \mathbb{R}\}$ も量子確率過程である. これを共役
という. 同様に, (正則な) 量子確率超過程の共役も定義され, (正則な) 量子確率超過程に
なる.

補題 4.2 $\Xi$ が正則な量子確率超過程ならば $\{--=\Xi(\delta_{t})\}$ は量子確率過程である.

証明 定義によって, $\Xi$ は $E_{\mathbb{C}}^{*}$ から $\mathcal{L}((E), (E)^{*})$ への連続線型作用素に拡張できるが,
その拡張も同じ記号で表す. 写像オ $\mapsto--t-\equiv\Xi(\delta_{t})$ は, 2つの連続写像 $t\mapsto\delta_{t},$ $y\mapsto\Xi(y)$

の合成であるから, 連続である. よって $\{--\}$ は量子確率過程である. 証明終

上の主張の逆は正しくない. 今後, 正則な量子確率超過程のことを正則な量子確率過程
ともいう.

23もちろん $t$ は $\mathbb{R}$ 全体を走る必要はないが, 簡単のためそうしておく. 以下同様

87



4.2 基本的な例

例 1. 補題 32で見たように

ノ $\mapsto--0,1\int_{\mathbb{R}}f(t)\partial_{\ell}dt\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ , $f\in E_{\mathbb{C}}^{*}$ ,

は連続であるから, $–0,1-\in \mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}^{*}, \mathcal{L}((E), (E)^{*}))$ . よって $\{\partial_{t-0,1}^{-}=-(\delta_{t})\}$ は正則な量子確率
過程である. $\{\partial_{t}^{*}\}$ は $\{\partial_{t}\}$ の共役である. なお, 補題 3.1から $t\mapsto\partial_{t}\in \mathcal{L}((E), (E))$ として

も連続である.

例 2. $\Phi\in(E)^{*}$ と $\phi\in(E)$ に対して, $\Phi\phi=\phi\Phi\in(E)^{*}$ が

$\langle\langle\Phi\phi,$ $\psi\rangle\rangle=\langle\langle\Phi,$ $\phi\psi\rangle\rangle$ , $\psi\in(E)$ ,

をみたす $(E)^{*}$ の元として定まり, $\phi\mapsto\Phi\phi$ は (E) から $(E)^{*}$ への連続線型作用素となる.
これを $\Phi\in(E)^{*}$ から引き起こされるかけ算作用素といい, 同じ記号で表す. このとき得ら
れる自然な写像 $(E)^{*}arrow \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ は連続である. なお $\Phi\in \mathcal{L}((E), (E))\Leftrightarrow\Phi\in(E)$

に注意しておこう. さて, $(E)^{*}$ の中の連続な流れ $t\mapsto\Phi_{t}\in(E)^{*}$ はかけ算作用素として量
子確率過程となる. これは古典的確率 (超) 過程を量子確率過程とみなす標準的な仕方で
ある.

例 3. 例 2の特別な場合であるが, ホワイトノイズ $\{x(t)\}$ は $(E)^{*}$ の中の連続な流れで
あったから, かけ算作用素とみなせば量子確率過程である. これを量子的ホワイトノイズ
という. -一方, ホワイトノイズはかけ算作用素として,

$x(t)=\partial_{\ell}+\partial_{\ell}^{*}$ , $t\in \mathbb{R}$ , (4.1)

であることが知られているから, 量子的ホワイトノイズは正則な量子確率過程である.

例 4. Hudson-Parthasarathy [12] などの量子確率過程の議論で中心的役割を担ってい
るのは,

$A_{t}= \int_{0}^{t}\partial_{s}ds$ , $A_{t}^{*}= \int_{0}^{t}\partial_{s}^{*}ds$ , $\Lambda_{t}=\int_{0}^{t}\partial_{s}^{*}\partial_{s}ds$, (4.2)

の 3つの量子確率過程である. これらは順に, 消滅過程, 生成過程, 個数 (ゲージ) 過程と
呼ばれている. これらが $t$ に関して連続になっていることは直接にも証明できるが, 次節
の定理 44を利用しても良い.

例 5. 量子的 Brown 運動とは,

$Q_{t}=A_{t}+A_{t}^{*}= \int_{0}^{t}(\partial_{s}+\partial_{s}^{*})ds$ $t\geq 0$ . (4.3)

で定義される量子確率過程のことである. $Q_{t}$ を真空ベクトルに作用させると, (古典的) 確
率過程を得るがそれは, Brown 運動に他ならない:

$Q_{t}\phi_{0}(x)=\{x,$ $1_{[0,t|}\rangle=B_{\ell}(x)$ , $x\in E^{*}$ , $t\geq 0$ .
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したがって量子的 Brown 運動 $Q_{t}$ は確かに Brown 運動 $B_{t}$ をかけ算作用素と見倣したも
のになっている.

例 6. $1\geq 0$ を定数とする.

$A=\Lambda_{t}+\sqrt{l}Q_{t}+lt=\int_{0}^{t}(\partial_{s}^{*}\partial_{s}+J_{l(\partial_{s}^{*}+\partial_{\text{。}})+l)}ds$ ,

で与えられる量子確率過程を量子的 Poisson 過程という. 名称の由来については [12], [25]
を参照のこと.

4.3 量子確率過程の積分

この節では, 量子確率過程 $\{L_{s}\}$ の $ds$ に関する積分を定義する. これは確率積分ではな
い. まず次から始める.

補題 4.3 $\{L_{t}\}$ を量子確率過程とする. 任意の $a,$
$b$ に対して

$\langle\langle\Xi_{a_{2}b}\phi,$ $\psi\rangle\rangle=\int_{a}^{b}\{\langle L_{s}\phi,$ $\psi\rangle\rangle ds$ , $\phi,$ $\psi\in(E)$ , (4.4)

をみたす $\Xi_{a_{2}b}\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ が一意的に存在する.

証明二広 $b$ は固定して考える. 写像 8 $\mapsto$ L。は連続であるから, この写像によって有界
閉区間 $[a, b]$ は乙 $((E), (E)^{*})$ のコンパクト集合 $K$ に写される. 特に $K$ は有界集合である
ことに注意同型乙 $((E), (E)^{*})\cong((E)\otimes(E))^{*}$ を用いて

$\langle\langle L_{\text{。}}\phi,$ $\psi\rangle\rangle=\langle\langle L_{s},$ $\phi\otimes\psi\}\rangle$ , $\phi,$ $\psi\in(E)$ ,

とかくことにする. $K$ は $((E)\otimes(E))^{*}$ の有界集合でもあるから, ある $p\geq 0$ が存在して

$C \equiv\sup_{a\leq s\leq b}\Vert L_{s}\Vert_{-p}<\infty$ .

よって $a\leq s\leq$ ゐなる限り,

$|\langle\langle L_{s}\phi,$ $\psi\}\}|=|\{\langle L_{s},$ $\phi\otimes\psi\rangle\rangle|\leq\Vert L_{s}\Vert_{-p}\Vert\phi\otimes\psi\Vert_{p}\leq C\Vert\phi\Vert_{p}\Vert\psi\Vert_{p}$ .

これを用いれば,

$\int_{a}^{b}\langle\{L_{s}\phi,$ $\psi\rangle\rangle ds\leq C|b-a|\Vert\phi\Vert_{p}\Vert\psi\Vert_{p}$ , $\phi,$ $\psi\in(E)$ .

したがって, (4.4) の右辺は $\phi$ , $\psi$ に関して (E) 上の連続な双線型形式となる. したがって,
(4.4) をみたす線型作用素 $\Xi_{a_{r}b}\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ が一意的に存在する. 証明終

上で構成した $\Xi_{a_{2}b}$ を

亀$b= \int_{a}^{b}L_{s}ds$

とかく.
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定理 4.4 $\{L_{t}\}$ を量子確率過程とする. 任意の $a\in \mathbb{R}$ に対して

島 $= \int_{a}^{t}L$
。

$ds$ , $t\in$ 凪

とおけば, $\{--\}$ は量子確率過程である.

証明 問題は $t\mapsto$ 島の連続性である. そのためには $a<b$ として $(a, b)\ni t\mapsto$ 島が連
続であることを示せば良い. 補題 43のように定数 $p\geq 0,$ $C\geq 0$ を選んでおく. 定義から

$\langle\langle(---)\phi,$ $\psi\rangle\rangle=\int_{t_{2}}^{t_{1}}\langle\langle L_{s}\phi,$ $\psi\rangle\rangle ds$ , $a<t_{1},t_{2}$〈猷

であるから,

$|\langle\langle(---)\phi,$ $\psi\rangle\rangle|\leq C|t_{1}-t_{2}|\Vert\phi\Vert_{p}\Vert\psi\Vert_{p}$ , $a<t_{1},$ $t_{2}<b$ , $\phi,$ $\psi\in(E)$ .

これは, $(a, b)\ni t\mapsto--\iota-\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ の連続性を示す. 証明終

系 4.5 $L\in \mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}^{*}, \mathcal{L}((E), (E)^{*}))$ を正則な量子確率超過程とする. このとき, $a\leq b$ に対
して

$L(1_{[a_{2}b]})= \int_{a}^{b}L_{s}ds$

が成り立つ.

証明 簡単のために右辺の作用素を $\Xi$ とおくと, 定義から

$\langle\langle\Xi\phi,$ $\psi)\rangle=\int_{a}^{b}\{\langle L_{s}\phi,$ $\psi\rangle\rangle ds=\int_{a}^{b}\langle\langle L(\delta_{s})\phi,$ $\psi\rangle\rangle ds$ , $\phi,$ $\psi\in(E)$ . (4.5)

さて $L$ : $E_{\mathbb{C}}^{*}arrow \mathcal{L}((E),$ $(E)^{*})\cong((E)\otimes(E))^{*}$ なので $L^{*}\in \mathcal{L}((E)\otimes(E),$ $E_{\mathbb{C}})$ である. これ

を用いると,

$\langle\langle L(\delta_{s})\phi,$ $\psi\rangle\}=\langle\langle L(\delta_{s}),$ $\phi\otimes\psi\rangle\}=\{\delta_{\text{。}},$ $L^{*}(\phi\otimes\psi)\rangle=L^{*}(\phi\otimes\psi)(s)$.

これを $($ 4.5 $)$ に代入して

$\langle\langle\Xi\phi,$ $\psi\rangle\}$ $=$ $\int_{a}^{b}L^{*}(\phi\otimes\psi)(s)ds=\{1_{[a_{2}b]},$ $L^{*}(\phi\otimes\psi)\}$

$=$ $\{\{L(1_{[a,b]}),$ $\phi\otimes\psi\}\rangle=\{\langle L(1_{[a_{2}b]})\phi,$ $\psi\rangle\rangle$ , $\phi,$ $\psi\in(E)$ .

よって $\Xi=L(1_{[a_{2}b]})$ となり, 題意が示された. 証明終

定理 4.62つの量子確率過程 $\{L_{t}\},$ $\{--\}$ が

島 $= \int_{a}^{t}L_{s}ds$ , $t\in$ 凪

をみたしているとき, 亀は乙 $(($ E $)$ , $(E)^{*})$ の位相に関して微分可能で,

$\frac{d}{dt}$ 亀 $=L_{t}$

が成り立つ.
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証明 $t\in \mathbb{R}$ を固定して $t$ における微分可能性を示す. そのためには $B_{1}$ , B2 $\in(E)$ を

有界集合として,
$\lim_{harrow 0}\Vert\frac{-t+h---t}{h}-L_{t}\Vert_{B_{1},B_{2}}=0$ (46)

を示せばよい. 定義から

$\langle\{$ $( \frac{--t+h^{--}---t}{h}-L_{t})\phi,$ $\psi\}\}=\frac{1}{h}\int_{t}^{t+h}\langle\langle(L_{s}-L_{t})\phi,$ $\psi\rangle\rangle ds$ , $\phi,$ $\psi\in(E)$ .

また $s\mapsto L_{s}$ は連続であるから, 任意の $\epsilon>0$ に対してある $\delta>0$ が存在して,

$\Vert L$
。 $-L_{t}\Vert_{B_{1},B_{2}}<\epsilon$, $|s-t|<\delta$ ,

が成り立つ. したが $\check\supset$ て, $0<|h|<\delta$ であれば,

$\Vert\frac{--t+h^{--t}-}{h}-L_{t}\Vert_{B_{1},B_{2}}$ $\leq$ $\sup_{\phi\in B_{1},\psi\in B_{2}}\frac{1}{h}\int^{t+\text{ん}}|\langle\langle(L$

。
$-L_{t})\phi,$ $\psi\rangle\}|ds$

$\leq$ $\frac{1}{h}\int^{t+h}\Vert L_{s}-L_{t}\Vert_{B_{1},B_{2}}ds$

$\leq$ $\epsilon$ .

これは (4碗示している. 証明終

系 4.7消滅過程 {At}, 生成過程 $\{A$註に対して

$\frac{d}{dt}A_{t}=\partial_{t}$ , $\frac{d}{dt}A_{t}^{*}=\partial_{t}^{*}$ ,

が乙 (E), $(E)^{*})$ の位相で成り立つ.

この事実は Hudson-Parthasarathy [12] で導入された $dA_{t},$ $dA_{t}^{*}$ に関する量子確率積分
を $\partial_{t}dt,$ $\partial_{t}^{*}$ 砒で置き換えて議論する可能性を示唆する. これについて次節で議論しよう.

4.4 量子確率積分

まず次の補題から始める.

補題 4.8 $\{L_{t}\}$ を量子確率過程とするとき, $\{L_{t}\partial_{t}\},$ $\{\partial_{t}^{*}L_{t}\}$ もそうである.

証明 問題は $t\mapsto L_{t}\partial_{t}\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ の連続性である. 任意の $t\in \mathbb{R}$ と任意の有界集
合 $B_{1},$ $B_{2}\subset(E)$ に対して

$\lim_{sarrow t}\Vert L_{\text{。}}\partial_{s}-L_{t}\partial_{t}\Vert_{B_{1},B_{2}}=0$ (4.7)

を示せば良い. まず,

$|\{\{(L_{s}\partial_{s}-L_{t}\partial_{t})\phi, \psi\}\rangle|\leq|\{\langle L_{s}(\partial_{s}-\partial_{t})\phi, \psi\}\}|+|\{\{(L$
。

$-L_{t})\partial_{t}\phi, \psi\}\}|$ (4.8)
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に注意しよう. $a<t<b$ となる $a,$ $b$ を固定して, 補題 43の証明を真似れば,

$|\{\langle L_{s}(\partial_{s}-\partial_{t})\phi, \psi\rangle\rangle| = |\langle\langle L_{s}, (\partial_{\text{。}}-\partial_{t})\phi\otimes\psi\rangle\}|$

$\leq$ $\Vert L_{s}\Vert_{-p}\Vert$ $(\partial$

。
$-\partial_{t})\phi\otimes\psi\Vert_{p}$

$\leq$ $C\Vert(\partial_{s}-\partial_{t})\phi\Vert_{p}\Vert\psi\Vert_{p}$ , $a<s<b$ ,

を得る. よって, $t\mapsto\partial_{t}\in \mathcal{L}((E), (E))$ の連続性を思い出せば

$\sup$ $|\langle\langle L_{s}(\partial_{s}-\partial_{t})\phi,$ $\psi\rangle\}|\leq$ $\sup$ $C\Vert(\partial_{s}-\partial_{t})\phi\Vert_{p}\Vert\psi\Vert_{p}arrow 0$, $sarrow t$ . (4.9)
$\phi\in B_{1},\psi\in B_{2}$ $\phi\in B_{1},\psi\in B_{2}$

$($ 4.8 $)$ の第 2項についても同様のアイデアで

$\sup_{\phi\in B_{1},\psi\in B_{2}}|\langle\langle(L_{s}-L_{\ell})\partial_{t}\phi,$ $\psi\rangle\}|\leq\sup_{\phi\in B_{1},\psi\in B_{2}}\Vert L_{s}-L_{t}\Vert_{-p}\Vert\partial_{t}\phi\Vert_{p}\Vert\psi\Vert_{p}arrow 0$ . (4.10)

よって $($ 4.7) は (4.9) と (4.10) からしたがう. 共役をとれば $t\mapsto\partial_{t}^{*}L_{\ell}$ の連続性は今や明ら
かである. 証明終

上の補題と定理 44によって次の定義が意味を持つ.

定義 49量子確率過程 $\{L_{t}\}$ に対して新しい量子確率過程

$\int_{a}^{t}L_{s}\partial_{s}ds$ , $\int_{a}^{t}\partial_{s}^{*}L$

。
$ds$

をそれぞれ為の消滅過程, 生成過程に関する確率積分という.

[22], [23] において, 正則な量子確率過程 $\{L_{t}\}$ に対して量子的 Hitsuda-Skorokhod 積分
$\Omega_{t}$ を導入した. それはシンボルの特徴づけ定理を用いて

$\langle\langle\Omega_{t}\phi_{\xi},$ $\phi_{\eta}\}\rangle=\langle\langle L(1_{[a,t]}\eta)\phi_{\xi},$ $\phi_{\eta}\}\}$ , $\xi,$ $\eta\in E_{\mathbb{C}}$ , (4.11)

のように定義される. 実は, この鋳は上記の生成過程に関する確率積分の特別な場合で

$\Omega_{t}=\int_{a}^{t}\partial_{\text{。}}^{*}L_{s}ds$

が成り立つ 24. したがって, この論文の定義の方が一般的であるが, 我々の生成過程に関す
る確率積分もまた量子的 Hitsuda-Skorokhod 積分と呼ぶことにする.

24なお, 正則な量子確率過程 $\{L_{t}\}$ に対しては, シンボルの特徴づけ定理を用いて

$\int_{-\infty}^{t}\partial_{8}^{*}L_{s}ds$

のような無限区間上の積分も定義される.
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もともと 1970年代前半に It\^o 積分の拡張として, ホワイトノイズ解析とは独立に導入
された Hitsuda-Skorokhod 積分はホワイトノイズ解析の枠組で定式化されている (例えば
[9] $)$ . その定義を思い出そう. $t\mapsto\Phi_{t}\in(E)^{*}$ が連続であれば,

$\{\langle\Psi_{t}, \phi\}\}=\int_{a}^{t}\langle\{\partial_{S}^{*}\Phi_{S}, \phi\}\}ds$ , $\phi\in(E)$ ,

をみたす $\Phi_{t}\in(E)^{*}$ が一意的に存在する. これを

遡 $= \int_{a}^{t}\partial_{S}^{*}\Phi_{S}ds$ , (4.12)

とかいて Hitsuda-Skorokhod 積分 25 と呼ぶ.
一方, かけ算作用素と見倣すことによる連続な埋め込み $(E)^{*}\subset \mathcal{L}((E)$ , (E)りを思いだ

そう (\S 42). 与えられた連続写像 $t\mapsto\Phi_{t}$ に対して, 区別をはっきりさせるために, $\tilde{\Phi}_{\ell}$ で対
応するかけ算作用素を表す. 上の議論から我々は 2通りの確率積分を持つ. 1つは, 量子的
Hitsuda-Skorokhod 積分

$\Omega_{t}=\int_{a}^{t}\partial_{s}^{*}\tilde{\Phi}_{s}ds$ (4.13)

であり, もう 1つは (4.12) で定義される元々の Hitsuda-Skorokhod 積分軌である. 改め
て注意しておくと $\Omega_{t}$ は作用素であり, 軌はホワイトノイズ超関数である.

定理 4.10任意の $\Phi\in \mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}^{*}, (E)^{*})$ に対して量子的 Hitsuda-Skorokhod 積分 $\Omega_{\ell}$ と

Hitsuda-Skorokhod 積分遡を考える. このとき $\phi_{0}$ を真空ベクトルとして,

$\Psi_{t}=\Omega_{t}\phi_{0}$ , $t\geq 0$ ,

が成り立つ. したがって $\Psi_{t}$ をかけ算作用素と見倣せば $\Omega_{t}$ と一致する.

こうして, 我々の量子的 Hitsuda-Skorokhod 積分と古典的 Hitsuda-Skorokhod積分との
関連がついた. さらに適合過程の概念を導入して, 我々の確率積分が Hudson-Parthasarathy
[12] で導入された伊藤型量子確率積分の一般化になっていることがわかるのだが, これに
ついては別の機会に議論しよう. 一言だけ注意しておくと, 彼らが基本的作用素として位
置づけた個数過程

$\Lambda_{t}=\int_{0}^{t}\partial_{s}^{*}\partial_{S}ds$

は, 我々の立場では消滅過程に関する確率積分であるから特別扱いしないで良い. 言い替
えると, 我々は, 生成過程・消滅過程の 2つこそが基本的な量子確率過程であり,

$\acute$

他のもの
はこれらの確率積分で構成するという立場をとるのである. 次節の内容はこの関連から興
味ある.

$25\Psi_{\ell}\in(E)^{*}$ を定義するだけならば, $t\mapsto\Phi_{t}$ の連続性の仮定は弱められる. また, ここで定義した
Hitsuda-Skorokhod 積分は, 確かに It\^o 積分の拡張になっているのだが詳細は省略する. [9] などを見よ.
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4.5 作用素の量子確率積分表示

任意の $\Xi\in \mathcal{L}((E), (E)^{*})$ の Fock 展開を

$\Xi=\sum_{l,m=0}^{\infty}--l_{2}m$

として, 3つの部分に分けよう:

$\Xi^{\langle 1)}=\sum_{l\geq 0,m\geq 1}--l,m$ ’
$\Xi^{(2)}=\sum_{l=1}^{\infty}---\iota_{2}o(\kappa_{l_{2}0})$ , $\Xi^{\langle 3)}=---0_{2}o(\kappa_{0_{2}0})$ .

$\Xi^{(3)}$ はスカラー作用素であり, $\Xi$ の真空期待値を $c$ とすれば,

$\Xi=--0_{2}o(\kappa_{0,0})=cI$ .

さて, $\Xi^{\{1)}$ を考えよう. そこに現れる積分核作用素は少なくとも 1つの消滅作用素 $\partial_{t}$ を

含むことに注意して, Fubini の定理 (定理 3.6) を適用すると, その積分核作用素は

該$m$ ( $\kappa l$ ,$m$ ) $= \int_{\mathbb{R}}L_{l,m}(t)\partial_{t}dt$, $L_{l_{2}m}\in \mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}, \mathcal{L}((E), (E)^{*}))$ ,

の形に書き換えられる. ここで,

$L= \sum_{l\geq 0,m\geq 1}L_{l,m}$

が乙 $(Ec, \mathcal{L}((E), (E)^{*}))$ で収束し,

$\Xi^{(1)}=\sum_{l\geq 0,m\geq 1}--l_{2}m$

となることがわかる. $\Xi^{(2)}$ についても同様であり, 次の結果に到達する.

定理 4.11 任意の $\Xi\in \mathcal{L}((E),$ $(E)^{*})$ に対して

$L\in \mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}, \mathcal{L}((E), (E)^{*}))$ , $M\in \mathcal{L}(E_{\mathbb{C}}, \mathcal{L}((E), (E)))$ , $c\in \mathbb{C}$

が存在して,
$\Xi=\int_{R}L(t)\partial_{\ell}dt+\int_{\mathbb{R}}\partial_{t}^{*}M^{*}(t)dt+cI$ (414)

のように表現できる.

(4.14) の右辺第 2項は $\Xi^{(2)}$ に対応するので, $M^{*}(t)$ は生成作用素しか含まない. よって
任意の $\xi\in E_{C}$ と $t\in \mathbb{R}$ に対して $[M(\xi), \partial_{t}]=0$ となっている. したがって, (4.14) は

$\Xi=\int_{\mathbb{R}}L(t)\partial_{t}dt+\int_{\mathbb{R}}M^{*}(s)\partial_{t}^{*}dt+cI$

とかいてもよい. 積分区間は全区間 $\mathbb{R}$ でとっているが, 第 1項は消滅過程 $\partial_{t}dt=dA_{t}$ に

関する積分, 第 2項は生成過程 $\partial_{t}^{*}dt=d$璽に関する積分と見倣しうる.
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