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0. 導入
$G$ を連結半単純 Lie 群、 $G=KAN$ をその岩沢分解、 $\eta:Narrow \mathbb{C}^{x}$ を $N$ のユニ

タリ指標とする。

$C^{\infty}(G/N;\eta):=\{\phi:G^{C^{\infty}}arrow \mathbb{C}$ ; $\phi(gn)=\eta(n)^{-1}\phi(g)$ $(g\in G, n\in N)\}$

という関数空間は左移動により $G$ の表現空間となる。 $(\pi, W)$ を $G$ の表現としたと
き、 $(\pi, W)$ の $C^{\infty}(G/N;\eta)$ における実現を $(\pi, W)$ の Whittaker model という。

Whittaker model を決定する -と $th$
、

$(\pi, W)\delta^{a1_{2}^{\wedge}}C^{\infty}(G/N;\eta)$ への intertwining
operator $\iota$ を決定することと同値である。
今回の講演では $G$ が $Sp(1,1),$ $SU(3,1),SU(4,1)$ で、 $(\pi,W)$ がそれらの離散系列

表現であるときに、具体的な計算を通じて $W$ の minimal $K$-type ベクトルの $\iota$ によ
る像 (minimal K-type Whittaker 関数と呼ぶ) の explicit な表示を求めたことにつ
いて話した。 ここでは $Gl^{a^{\theta}}Sp(1,1)$ &SU(n, 1) の場合の離散系列表現の minimal
$K$-type Whittaker 関数の explicit な表示について述べさせて頂くことにする。

1. 記号
まず本稿で使う記号をまとめて記述しておく。

$G$ : 連結半単純 Lie 群、 中心有限で離散系列表現を持つものとする。

$g:G$ の Lie 環。 $9\mathbb{C}$ : $g$ の複素化。 $g^{*}:g$ の双対空間。以下、他の群などについ
ても同様の記法を用いる。

$B($ , $)$ : $9\mathbb{C}$ 上の Killing $\pi^{J},/:r\pi$
。

$G=KAN,g=t+a+\mathfrak{n}$ : 岩沢分解。 $M=Z_{K}(a)$ 。

$\theta$ : $g$ の Cartan involution 。 $9\mathbb{C}$ 上に複素共役線形に拡張しておく。

$g=t+\mathfrak{p}$ : 対応する Cartan 分解。
$\{\subset e$ : コンパクト Cartan 部分環。
$\triangle=\Sigma$ $($妃 $, 9\mathbb{C})$ : ルートの集合。

$g_{\mathbb{C}}^{\alpha}$ : $\alpha\in\triangle$ に対応するルート空間。
$\triangle_{C}=\{\alpha\in\triangle;g_{\mathbb{C}}^{\alpha}\subset e_{\mathbb{C}}\}$ : コンパクトルートの集合。
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$\triangle_{n}=\triangle-\triangle_{C}$ : ノンコンパクトルートの集合。
$\triangle_{\text{。}}^{+}\subset\triangle^{+}$ : それぞれ $\triangle_{C},$

$\triangle$ の positive systems 。

$\rho=\frac{1}{2}\sum_{\alpha\in\Delta+}\alpha,$
$\rho$。

$= \frac{1}{2}\sum_{\alpha\in\Delta_{c}^{+}}\alpha$

$($ , $)$ :Killing 形式より定まる叱,燈上の内積。
$<,$ $>$ : ベクトル空間とその双対空間との coupling 。

$E$り: $(i,j)$-成分が 1で他の成分は $0$ である正方行列。

2 . Whittaker model の実現方法
まず離散系列表現の基礎知識の復習をしてお $\langle$

。

$\Lambda\in$ 免で
(1) $(\Lambda, \alpha)\neq 0$ for any $\alpha\in\triangle$

(2) $\Lambda+\rho\}h$ K-integral
を満たすものの集合を三 c で表すと、 $\triangle$。の Weyl 群を W。として三。/W。によって $G$

の離散系列表現は parametrize される。これを $G$ の離散系列表現の Hairish-Chandra
パラメーターといい、対応する離散系列表現を $\pi_{\Lambda}$ で表す。別の言い方をすれば、 $\triangle_{i}^{+}$

$(i=1, \ldots, l)$ を $\triangle_{\text{。}}^{+}$ を $<st_{\grave{J}}\triangle$ の positive systems として

$\Xi_{i}=\{\Lambda\in\Xi_{c};(\Lambda,$ $\alpha)>0$ for any $\alpha\in\triangle_{i}^{+}\}$

と置いたとき、 $\Xi$。上の 1つの $W_{c}$-orbit の中で K-dominant なものを代表元としてと

6& $\grave$

$\Xi_{c}/W_{c}=\bigcup_{i=1}^{l}$島であるので、 $\bigcup_{i=1}^{l}$島が $G$ の離散系列表現の Harish-Chandra

パラメーターの集合となっている。
このとき $\Lambda\in$ 亀に対して

$\lambda=\Lambda+\rho i-2\rho_{C}$

$($但し $\rho i=\frac{1}{2}\alpha\sum_{:}\alpha)$ とする & $\grave$

$\lambda$ } $h\pi_{\Lambda}$ の minimal K-type の highest weight に

なっている。 この $\lambda$ を $\pi_{\Lambda}$ の Blattner パラメーターという。
$\eta$ を $N$ のユニタリ指標としたとき、一般に $K$ の有限次元連続表現 $(\tau, V)$ に対

して

$\backslash C_{\tau}^{\infty}(K\backslash G/N;\eta)$

$=\{f$ : $G^{c_{-}^{\infty}}\mathbb{C};f(kgn)=\eta(n)^{-1}\tau(k)f(g)(k\in K, g\in G, n\in N)\}$

という関数空間を考える。
$K$ の $\mathfrak{p}_{\mathbb{C}}$ 上の随伴作用は $K$ の表現となるので、 これを $(Ad, \mathfrak{p}_{\mathbb{C}})$ と表す。 $\{X_{i}\}$

を $\mathfrak{p}$ の Killing 形式についての正規直交基底として、

$\nabla_{\tau,\eta}\phi(g)=\sum_{i}L_{X_{i}}\phi(g)\otimes X_{i}$
$(\phi\in C_{\tau}^{\infty}(K\backslash G/N;\eta))$
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$($但し $Lx_{1} \phi(g)=\frac{d}{dt}\phi(\exp(-tX_{i})g)|_{t=}o(g\in G))$ という微分作用素を考えると、 $arrow$

れは $C_{\tau}^{\infty}(K\backslash G/N;\eta)$ から $C_{r\otimes Ad}^{\infty}(K\backslash G/N;\eta)$ への写像で・左からの $K$ の作用と可
換なものになっている。

$(\tau_{\mu}, V_{\mu})$ で highest weight が $\mu$ である $K$ の既約有限次元表現を表す。 $\lambda$ を $G$ の

離散系列表現の Blattner パラメーターで $\Lambda\in\Xi_{i}$ に対応するものとすると、

$(\tau_{\lambda}, V_{\lambda})\otimes(Ad, \mathfrak{p}_{\mathbb{C}})\simeq(\tau_{\lambda}^{+}, V_{\lambda}^{+})\oplus(\tau_{\lambda}^{-}, V_{\lambda}^{-})$

という分解が得られる。但し

$( \tau_{\lambda}^{\pm}, V_{\lambda}^{\pm},)=\bigoplus_{\alpha\in\Delta \text{オ_{}n}}m(\alpha)(\tau_{\lambda\pm\alpha}, V_{\lambda\pm\alpha})$

$(m(\alpha)=0,1)$

とした。
この分解に即して

$P:(\tau_{\lambda}, V_{\lambda})\otimes(Ad, \mathfrak{p}_{\mathbb{C}})arrow(\tau_{\lambda}^{-}, V_{\lambda}^{-})$

という $(\tau_{\lambda}^{-}, V_{\lambda}^{-})$ への projection operator $P$ を定め、

$\mathcal{D}_{\tau_{\lambda},\eta}=P\circ\nabla_{r_{\lambda},\eta}$ : $C_{r_{\lambda}}^{\infty}(K\backslash G/N;\eta)arrow C_{r_{\lambda}^{-}}^{\infty}(K\backslash G/N;\eta)$

で作用素 $\mathcal{D}_{r_{\lambda},\eta}$ を定義する。

Yl Theorem 2.4] $)$

$\pi_{A}^{*}$ で $\pi_{\Lambda}$ の反傾表現を表す。 $\lambda$ が「壁から遠い」とき、つまり任意の $Q\subset\triangle_{i,n}^{+}$

に対して
$\lambda-\sum_{\beta\in Q}\beta$

が $\Delta_{c}^{+}$ -dominant であるとき、

$Hom_{(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}},K)}(\pi_{\Lambda}^{*}, C^{\infty}(G/N;\eta))\simeq Ker\mathcal{D}_{\tau_{\lambda},\eta}$

という同型が存在する。
更にこの対応

$Hom_{(\mathfrak{g}c,K)}(\pi_{\Lambda}^{*}, C^{\infty}(G/N;\eta))\ni\iota\Leftrightarrow F^{\iota}\in Ker\mathcal{D}_{r_{\lambda},\eta}$

は $\pi_{\Lambda}^{*}$ の a minimal K-type vector $v^{*}$ に対して

$\iota(v^{*})(g)=<v^{*},$ $F^{\iota}(g)>$ $(g\in G)$

で与えられる。

この方法を用いて、$G=Sp(1,1)$ $\ G=SU(n, 1)$ の minimal K-type Whittakei
関数を求める。

以下 $\mathbb{R}$-rank 1の群を扱うので、 $\vee$の場合の計算が少し簡素化されることを説明
しておく。

69



$G$ が $\mathbb{R}$-rank 1の群の時、 $a^{*}$ の基底として適当な $f\in a^{*}$ を定めておくと、 $\Sigma^{+}=$

$\Sigma^{+}(\mathfrak{a}, g)=\{f\}$ または $\{f, 2f\}$ と表される。 nc には
$(X, Y)=-B(X, \theta Y)$ $(X, Y\in \mathfrak{n}_{\mathbb{C}})$

により内積が入る。 これにより耽と唾を同一視する。また $N$ のユニタリ指標の
集合 $\hat{N}$ と〉/-lg $f*$ は

$\eta(\exp X)=\exp(<\sqrt{-1}\xi, X>)$ $(X\in \mathfrak{n}, \eta\in\hat{N}, \xi\in g_{f}^{*})$

により同一視されるので、この同一視により $\hat{N}$ に内積 $($ , $)$ を入れることができる。
$M$ の $\hat{N}$ への作用 $\eta\mapsto\eta^{m}(m\in M)$ を$\eta^{m}(n)=\eta(m^{-1}nm)(n\in N)$ で定義すると、

$\ovalbox{\tt\small REJECT} F$

$\mathbb{R}$-rank $G=1$ で $G$ は $SL(2, \mathbb{R})$ と同型ではないとき、 $M$ は $S(\hat{N})=\{\eta\in$

$\hat{N};(\eta, \eta)=1\}$ に推移的に作用する。

これより次が得られる。

系
(1) 任意の $\eta_{1},$

$\eta_{2}\in S(\hat{N})$ に対して $\eta$ lm $=\eta_{2}$ を満たす $m\in M$ が存在する。
(2)

$C^{\infty}(G/N;\eta)\ni\phi(x)\mapsto\phi^{m}(x)=\phi(xm)\in C^{\infty}(G/N;\eta^{m})$

は任意の $m\in M$ に対して G-modules の同型である。
(3)

$Hom_{(\mathfrak{g}c,K)}(\pi_{\Lambda}^{*},C^{\infty}(G/N;\eta))\simeq Ker\mathcal{D}_{r_{\lambda},\eta}\ni\phi(x)$

$\mapsto\phi^{m}(x)=\phi(xm)\in Ker\mathcal{D}_{r_{\lambda},\eta^{m}}\simeq Hom_{(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}},K)}(\pi_{\Lambda}^{*}, C^{\infty}(G/N;\eta^{m}))$

は同型である。

よって $Ker\mathcal{D}_{r_{\lambda},\eta}$ を求めるには「計算し易い」 $\eta$ の場合について計算すれば十分
であることが分かる。

3. $G=Sp(1,1)$ の場合

ま $TSp(1,1)$ と $\epsilon \mathfrak{p}(1,1)$ の構造について復習する。

$J_{2}=(\begin{array}{ll}0 1_{2}-1_{2} 0\end{array}),$ $K_{11}=(\begin{array}{llll}-1 00 00 01 00 0-1 00 0 0 l\end{array})$ として、

$G=Sp(1,1)=\{g\in SL(4, \mathbb{C});tgJ_{2}g=J_{2}, tgK_{11}\overline{g}=K_{11}\}$

で $Sp(1,1)$ は定義される。するとそのリー環と極大コンパクト部分群は
$\epsilon \mathfrak{p}(1,1)=\{X\in\epsilon 1(4, \mathbb{C});^{t}XJ_{2}+J_{2}X=0^{\ell}XK_{11}+K_{11}\overline{X}=0\}$

$K=\{(\begin{array}{llll}a_{1} 0 b_{1} 00 a_{2} 0 b_{2}-\overline{b}_{1} 0 \overline{a}_{1} 00 -\overline{b}_{2} 0 \overline{a}_{2}\end{array});a,$ $b\in \mathbb{C},$ $|a_{i}|^{2}+|b_{i}|^{2}=1\}$

$\simeq SU(2)\cross SU(2)=\{((a\frac{1}{b}$ $\frac{b}{a}11$ , $(a \frac{2}{b}$ $\frac{b}{a}22$
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で表される。以下 $K$ と $SU(2)\cross SU(2)$ とを同一視する。
コンパクト Cartan 部分環 $t$ を

$t=\{\sqrt{-1}diag(x, y, -x, -y);x, y\in \mathbb{R}\}$

とし、 $\{c$ の基底を $T_{1}=E_{11}-E_{33},$ $T_{2}=E_{22}-E_{44}$ で、蜷の基底 $\{e_{1}, e_{2}\}$ を
$e_{i}(T_{j})=\delta_{ij}$ でそれぞれ定義すると

$\triangle=\{\pm 2e_{1}, \pm 2e_{2}, \pm e_{1}\pm e_{2}\}$

$\Delta$

。
$=\{\pm 2e_{1}, \pm 2e_{2}\}$

となる。 $\triangle^{+}$

。
$=\{2e_{1},2e_{2}\}$ とすると、 これを含む $\triangle$ の positive systems は

$\triangle_{1}=\{2e_{1},2e_{2}, e_{1}+e_{2}, e_{1}-e_{2}\}$

$\triangle_{2}=\{2e_{1},2e_{2}, e_{1}+e_{2}, e_{2}-e_{1}\}$

の 2つがあるので、

亘 1 $=\{\Lambda=\Lambda_{1}e_{1}+\Lambda_{2}e_{2};\Lambda_{1}>\Lambda_{2}>0, \Lambda_{i}\in \mathbb{Z}\}$

亘 2 $=\{\Lambda=\Lambda_{1}e_{1}+\Lambda_{2}e_{2};\Lambda_{2}>\Lambda_{1}>0, \Lambda_{i}\in \mathbb{Z}\}$

とおくと、 $\Xi_{1}\cup\Xi_{2}$ が Harish-Chandra パラメーターの集合となり、

$\lambda=\lambda_{1}e_{1}+\lambda_{2}e_{2}=\Lambda-e_{2}$ $(\Lambda\in\Xi_{1})$

$\lambda=\lambda_{1}e_{1}+\lambda_{2}e_{2}=\Lambda-e_{1}$ $(\Lambda\in\Xi_{2})$

が対応する Blattner パラメーターである。

$-X\mathfrak{p}=\{$ $( \frac{0z0\frac}{w}$
$0 \frac{z0}{w}$

$-\overline{z}w00$ $\frac{w0}{0}\overline{z});z,$ $w\in \mathbb{C}\}$ て$*$あるのて、

$(Ad, \mathfrak{p}_{\mathbb{C}})\simeq(\tau_{e_{1}+\text{。_{}2}}, V_{e_{1}+e_{2}})$

となり、 $\lambda=\lambda_{1}e_{1}+\lambda_{2}e_{2}$ に対して

$(\tau_{\lambda}, V_{\lambda})\otimes(Ad, \mathfrak{p}_{\mathbb{C}})$

想 $(\tau_{\lambda+\text{。_{}1}+e_{2}}, V_{\lambda+}$

。$1+$。
$2)\oplus(\tau_{\lambda-}$

。$1+$。
$2’ V_{\lambda-\text{。_{}1}+}$

。
$2)$

$\oplus(\tau_{\lambda+e_{1}-e_{2}}, V_{\lambda+}$
。

$\iota-e_{2})\oplus(\tau_{\lambda-e_{1}-}$
。

$2’ V_{\lambda-e_{1}-\text{。_{}2}})$

が成り立っ。また $\mathfrak{p}$ の正規直交基底として

$\frac{E_{12}-E_{43}+E_{21}-E_{34}}{2\sqrt{6}},$ $\sqrt{-1}\frac{E_{12}-E_{43}-E_{21}+E_{34}}{2\sqrt{6}}$ ,

$\frac{E_{14}+E_{23}+E_{32}+E_{41}}{2\sqrt{6}},$ $\sqrt{-1}\frac{E_{14}+E_{23}-E_{32}-E_{41}}{2\sqrt{6}}$
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が取れるので、 $\nabla_{r_{\lambda},\eta}$ の計算にはこれを用いることにする。
$H=E_{14}+E_{23}+E_{32}+E_{41}$ とすると、 $a=\mathbb{R}H$ は $\mathfrak{p}$ の極大可換部分空間にな

り、対応するルート系は $\Sigma(a,g)=\{\pm 2f\}$ である。但し $f\in \mathfrak{a}^{*}$ を $f(H)=1$ で定

$bf_{0}’\Sigma^{+}(\alpha,g)=\{2f\}$ とする と $\mathfrak{n}=g_{2f}$ の基 $\Gamma$を $Y_{1}=\sqrt{-1}(\begin{array}{lll}1 -1 1-1 1 1-1 -1\end{array})$ ,

$Y_{2}=(\begin{array}{lll} 1-1 1 -11 1-1 -1\end{array}),$ $Y_{3}=\sqrt{-1}(\begin{array}{lll} 1-1 -1 1-1 1-1 1\end{array})$ と $\Re$る $arrow$-と $p_{\grave{\grave{a}}}$てき、「計

算しやすい」 $\eta\in\hat{N}$ として

$(*)$ $\eta(\exp(x_{1}Y_{1}+x_{2}Y_{2}+x_{3}Y_{3}))=e^{\sqrt{-1}x_{1}\xi}$ $(x_{i}\in \mathbb{R}, \xi\in \mathbb{R}>0)$

を採用する。更に
$\mathbb{R}>0\ni a\mapsto\exp((\log a)H)\in A$

で且に座標系をいれる。よく知られているように、highest weight が $m\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ で

ある $SU(2)$ $($または $SL(2,$ $\mathbb{C}))$ の既約有限次元表現の基底として $\{v_{k}^{m}\}_{0\leq k\leq m}$ で

$hv_{k}^{m}=(2k-m)v_{k}^{m}$

$xv_{k}^{m}=(m-k)v_{k+1}^{m}$

$\overline{x}v_{k}^{m}=kv_{k-1}^{m}$

を満たすものが取れる。但しん, $x,\overline{x}$ は $5[(2,C)$ の基底で

ゐ $=(01$ $-10$ $x=(00$ $01$ $\overline{x}=(\begin{array}{ll}0 01 0\end{array})$

とした。
$K\simeq SU(2)\cross SU(2)$ だから、highest weight が $\lambda=\lambda_{1}e_{1}+\lambda_{2}e_{2}$ である $K$

の既約有限次元表現の基底として $\{v_{k}^{\lambda_{1}}$ 図 $v^{\lambda_{2}}\iota_{0\underline{<}l^{\frac{<}{\leq}}\lambda_{2}}\}_{0\underline{<}k\lambda_{1}}$, が取れる。 これを利用して

$\phi\in C_{r_{\lambda}}^{\infty}(K\backslash G/N;\eta)$ を

$\phi(g)=\sum\sum^{\lambda_{1}}ckl(g)v_{k}^{\lambda_{1}}\otimes v_{l}^{\lambda_{2}}\lambda_{2}$

$k=0l=0$

と表す。この係数関数 $c_{k}i(g)$ を explicit に求めるのが本節の目的である。
$\phi$ は左からの $K$ の作用と右からの $N$ の作用が決まっているので、$G=KAN$ より

$A$ への制限で完全に決まる。ゆえに $\phi\in Ker\mathcal{D}_{\tau_{\lambda},\eta}$ を求めるには、 $\mathcal{D}_{r_{\lambda},\eta}$ の A-radial
parもを $R(\mathcal{D}_{\tau_{\lambda},\eta})$ として、 $\phi|_{A}\in KerR(\mathcal{D}_{r_{\lambda},\eta})$ を求めれば十分である。
以上の準備のもとで $R(\mathcal{D}_{\tau_{\lambda},\eta})\phi(a)=0$ は次のように表される。
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$2n<ae$

(1) $\Lambda\in\Xi_{1}$ のとき

$KerR(\mathcal{D}_{\tau_{\lambda},\eta})\phi(a)=0$

$\Leftrightarrow(\lambda_{1}-k)(a\frac{d}{da}-\frac{\xi}{a^{2}}+2-2l+\lambda_{1}+\lambda_{2})c_{kl}(a)$

-2$($ ゐ $+1)(l+1)c_{k+1,l+1}(a)=0$

$($ゐ十 1 $)$ $(a \frac{d}{da}+\frac{\xi}{a^{2}}+2+2l+\lambda_{1}-\lambda_{2})c_{k+1,l}(a)$

$-2(\lambda_{1}-k)(\lambda_{2}+1-l)c_{k,l-1}(a)=0$

$(0\leq k\leq\lambda_{1}-1,0\leq l\leq\lambda_{2})$

但し $c_{k,\lambda_{2}+1}(a)=ck,-1(a)=0$ とした。
(2) $\Lambda\in\Xi_{2}$ のとき

$KerR(\mathcal{D}_{r_{\lambda},\eta})\phi(a)=0$

$\Leftrightarrow(\lambda_{2}-l)(a\frac{d}{da}-\frac{\xi}{a^{2}}+2-2k+\lambda_{1}+\lambda_{2})c_{kl}(a)$

-2(ゐ十 $1$ ) $(l+1)c_{k+1,l+1}(a)=0$

$(l+1)(a \frac{d}{da}+\frac{\xi}{a^{2}}+2+2k+\lambda_{2}-\lambda_{1})c_{k,l+1}(a)$

$-2$( $\lambda_{1}$ 一ゐ十 $1$ ) $(\lambda_{2}-l)c_{k-1,l}(a)=0$

$(0\leq$ ゐ $\leq\lambda_{1},0\leq l\leq\lambda_{2}-1)$

この方程式系を解くと次の結果を得る。

但し $c_{\lambda_{1}+1,l}(a)=c_{-1,l}(a)=0$ とした。

(1) $N$ の任意の非退化指標 $\zeta$ と $\Lambda\in\Xi_{1}$ に対し、

$\dim H_{om_{(9c,K)}}(\pi_{\Lambda}^{*}, C^{\infty}(G/N;\zeta))=2(\lambda_{2}+1)=2\Lambda_{2}$

(2) $N$ の指標 $\eta$ を $(*)$ のように定めると、 $\phi(g)=\sum_{k=0}^{\lambda_{1}}\sum_{l=0}^{\lambda_{2}}c$績 $g)v_{k}^{\lambda_{1}}\otimes v_{l}^{\lambda_{2}}$ は

$c_{k0}(a)(\lambda_{1}-\lambda_{2}\leq k\leq\lambda_{1})$ と $c_{k\lambda_{2}}(a)(0\leq k\leq\lambda_{2})$ で完全に決定される。
(3) (2) と同じ条件の下で、

$c_{k0}(a)=c_{1}a^{\lambda_{2}-\lambda_{1}-2}e^{--*}2a$ $(\lambda_{1}-\lambda_{2}\leq$ ゐ $\leq\lambda_{1})$

$c_{k\lambda_{2}}(a)=c_{1}a^{\lambda_{2}-\lambda_{1}-2}e^{*}2a$ $(0\leq$ ゐ $\leq\lambda_{2})$

と表される o 但し $c_{1},c_{2}$ は任意定数。
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}\overline{\underline{\overline{arrow}}}8$の $X\backslash$

先ず前の命題の式より $c_{k,\lambda_{2}}(a)(0\leq$ ゐ $\leq\lambda_{1}-1)$ と $c_{k,0}(a)(1\leq$ ゐ $\leq\lambda_{1})$ はすぐ
に計算できる。次に、命題の式は $c_{k,l}(a)$ から $c_{k+1,l+1}(a)$ を、または逆に $c_{k+1,l+1}(a)$

から $c_{k,l}(a)$ をそれぞれ与える式であるから、 この $c_{k,\lambda_{2}}(a)$ と $c_{k_{2}0}(a)$ を用いれば全
ての $c_{k,l}(a)$ を決定することができる。 ところがこのようにして $ck_{2}l(a)$ を決めてい
くとき、 $c_{k,0}(a)(0\leq k\leq\lambda_{1}-\lambda_{2}-1)$ から決まる $c_{k+\lambda_{2},\lambda_{2}}(a)$ は $c_{k+\lambda_{2},\lambda_{2}}(a)$ 自身
が満たすべき式を満たさないので、結局 $c_{k,0}(a)=0(0\leq$ ゐ $\leq\lambda_{1}-\lambda_{2}-1)$ である
ことがわかる。以上により定理が示される。
同様にして $\Lambda\in\Xi_{2}$ に対しても次の結果が得られる。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(1) $N$ の任意の非退化指標 $\zeta$ & $\Lambda\in\Xi$2に対し、

$\dim Hom_{(\mathfrak{g}c,K)}(\pi_{\Lambda}^{*}, C^{\infty}(G/N;\zeta))=2(\lambda_{1}+1)=2\Lambda_{1}$

(2) $N$ の指標 $\eta$ を $(*)$ のように定めると、 $\phi(g)=\sum_{k=0}^{\lambda_{1}}\sum_{l=0}^{\lambda_{2}}c_{kl}(g)v_{k^{1}}^{\lambda}$ 図 $v_{l}^{\lambda_{2}}$ は

$c_{0}i(a)(\lambda_{2}-\lambda_{1}\leq k\leq\lambda_{2})$ と $c_{\lambda_{1},l}(a)(0\leq l\leq\lambda_{1})$ で完全に決定される。
(3) (2) と同じ条件の下で、

$c_{01}(a)=c_{1}a^{\lambda_{1}-\lambda_{2}-2-\lrcorner}e2a^{F}$ $(\lambda_{2}-\lambda_{1}\leq l\leq\lambda_{2})$

$c_{\lambda_{1},l}(a)=c_{1}a^{\lambda_{1}-\lambda_{2}-2}e^{*}2a$ $(0\leq l\leq\lambda_{1})$

と表される。但し $c_{1},c_{2}$ は任意定数。

4. $G=SU(n, 1)$ の場合

$Sp(1,1)$ のときと同様に、まず $SU(n, 1)$ の構造を復習する。

$I_{n,1}=(\begin{array}{ll}1_{n} 00 -1\end{array})$ として

$G=SU(n, 1)=\{g\in SL(n+1,\mathbb{C});{}^{t}\overline{g}I_{n,1}g=I_{n1)}\}$

で $SU(n, 1)$ は定義される。 このとき $g$ と $K$ は

$g=5U(n, 1)=\{X\in s\downarrow(n+1,\mathbb{C});$ リヒ$I_{n,1}+I_{n,1}X=0\}$

$;k\in U(n)$ $\simeq U(n)$$K=G\cap U(n+1)=\{(0k$ $(\det^{0}$

ゐ $)^{-1}$

で表される。以下 $K$ と $U(n)$ を同一視する。
$g$ のコンパクト Cartan 部分環 $t$ を

$t=\{\sqrt{-1}diag(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n}, a_{n+1});a_{i}\in \mathbb{R},\sum_{i=1}^{n+1}a_{i}=0\}$
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で定める。 $ei$ を
$e_{i}(\sqrt{-1}diag(a_{1}, \ldots, a_{n+1}))=\sqrt{-1}a_{i}$

で定義すると、

$\triangle=\{e_{i}-e_{j};1\leq i\neq j\leq n+1\}$

$\Delta_{c}=\{e_{i}-e_{j};1\leq i\neq j\leq n\}$

であるので、
$\Delta_{c}^{+}=\{e_{i}-e_{j};1\leq i<j\leq n\}$

とすると、これを含む $\Delta$ の positive systems は $n+1$ 個あって、それらをその simpie
roots で表すと

$\Delta_{1}^{+}\Leftrightarrow\Pi_{1}=\{e_{n+1}-e_{1}, e_{1}-e_{2}\ldots, e_{n-1}-e_{n}\}$

$\Delta_{2}^{+}\Leftrightarrow\Pi_{2}=\{e_{1}-e_{n+1}, e_{n+1}-e_{2,\ldots n-1}e_{I}-e_{n}\}$

$\triangle_{k}^{+}\Leftrightarrow\Pi_{k}=\{e_{1}-e_{2}, \ldots, e_{k-1}-e_{n+1}, e_{n+1}-e_{k}, \ldots, e_{n-1}-e_{n}\}$

$\triangle_{n+1}^{+}\Leftrightarrow\Pi_{n+1}=\{e_{1}-e_{2}, \ldots, e_{n-1}-e_{n}, e_{n}-e_{n+1}\}$

と表される。
ここで $K$ のルート系と $U(n)$ のルート系を以下のようにして同一視する。$u(n)$ の

Cartan 部分環りはり $=\text{〉^{⊂}}$丁 $\sum_{i=1}^{n}$
$\mathbb{R}$理で表される $(E_{ij}^{\vee}=(\delta_{ki}\delta_{ij})_{kl}\in u(n)\otimes_{\mathbb{R}}\mathbb{C}=$

$\mathfrak{g}\mathfrak{l}(n,\mathbb{C}))$

。
$f_{i}\in$ 礎をゐ (E労) $=\delta_{ij}$ で定めると、 $K$ と $U(n)$ の同一視でゐに対応

する儲の元は

$e_{i}’=e_{i}- \frac{1}{n+1}\sum_{j=1}^{n+1}e$
、

となる。 これを用いると

$\Xi_{k}=\{\Lambda=\sum_{i=1}^{n}\Lambda_{i}e_{i}’;\Lambda_{1}>\cdots>\Lambda_{k-1}>0>\Lambda_{k}>\cdots>\Lambda_{n}(\Lambda_{i}\in \mathbb{Z})\}$

とおいたとき、
$n$キ 1
臥は Harish-Chandra パラメーターの集合となり、対応する

$k=1$

Blattner パラメーターは

$\Xi_{k}=\{$ $\lambda=\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}e_{i}’=\sum_{i=1}^{k-1}(\Lambda_{i}+k+i-n-1)e_{i}’+\sum_{i=k}^{n}(\Lambda_{i}+$ ゐ $+i-n-2)e_{i}’$

; $\lambda_{1}\geq\cdots\geq\lambda_{k-1}\geq 2$ゐ $-n-1,2k-n-3\geq\lambda_{k}\geq\cdots\geq\lambda_{n}(\lambda_{i}\in \mathbb{Z})\}$

と書ける。
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$-X$、 $\mathfrak{p}=\{\sum_{i=1}^{n}(z_{i}E_{i,n+1}+\overline{z}_{i}E_{n+1,i});z_{i}\in \mathbb{C}\}$ であるから・

$(Ad,\mathfrak{p}_{\mathbb{C}})\simeq(\tau_{2e_{1}’+e_{2}’+\cdots+V_{2e_{1}’+e_{2}’+\cdots+e_{n}’})\oplus(\tau_{-e_{1}’-e_{n- 1}’-2e_{n}’},V_{-e_{1}’-\cdots-e_{n-1}’-2e_{n}’})}e_{n}’$
’

が成り立っ。よって $K$ の highest weight $\lambda=\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}e_{i}’$ に対して

$(\tau_{\lambda}, V_{\lambda})\otimes(Ad, \mathfrak{p}_{\mathbb{C}})\simeq\oplus^{n}(\tau_{k}^{+}, V_{k}^{+})\oplus\oplus^{n}(\tau_{k}^{-}, V_{k}^{-})$

$i=1$ $i=1$

と既約分解される。但し、

$(\tau_{k}^{\pm}, V_{k}^{\pm})=(\tau_{\lambda\pm e_{1}\pm\cdots\pm}$
。$k-1\pm 2$。

$k\pm\cdots\pm e_{n}’ V\lambda\pm e_{1}\pm\cdots\pm$
。$k-1\pm 2$。

$k\pm\cdots\pm e_{n})$

とした。
一方・ $\frac{E_{1,n+1}+E_{n+1,:}}{2\sqrt{n+1}},$ $\sqrt{-1}\frac{E_{i.n+1}-E_{n+1,:}}{2\sqrt{n+1}}$ $(1\leq i\leq n)$ を $\mathfrak{p}$ の正規直交基底として

採用することができるので、これを $\nabla_{\tau x,\eta}$ の計算に用いる。
$H=E_{n,n+1}+E_{n+1,n}$ とすると、 $\mathbb{R}H=a$ は $\mathfrak{p}$ の極大可換部分空間で、 $f\in a^{*}$

を $f(H)=1$ で定義すると、 $\Sigma(\alpha,g)=\{\pm f, \pm 2f\}$ であるので、 $\Sigma^{+}(a,g)=\{f, 2f\}$

ととると、 $g_{f}$ の基底として

$X_{i}=E_{in}-E_{i,n+1}-E_{ni}-E_{n+1,i}$ $(1\leq i\leq n-1)$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\sqrt{-1}(E_{in}-E_{i,n+1}+E_{ni}$ 十 $E_{n+1,i})(1\leq i\leq n-1)$

が、また $g_{2f}$ の基底として

$W=\sqrt{-1}(E_{nn}-E_{n,n+1}+E_{n+1,n}-E_{n+1,n+1})$

が、それぞれとれる。
ここで「計算しやすい」 $\eta\in\hat{N}$ として

$(**)$ $\eta(\exp(i$ $(xi,yi,w\in \mathbb{R}, \xi\in \mathbb{R}>0)$

となるものをとり、且の座標として

$\mathbb{R}>0\ni a\mapsto\exp((\log a)H)\in A$

を採用する。
$K\simeq U(n)$ だから highest weight が $\mu=\ovalbox{\tt\small REJECT}\mu ie_{i}’(\mu i\in \mathbb{Z}, \mu i\geq\mu i+1)$ である $K$

$i=1$

の既約有限次元表現 $(\tau_{\mu}, V_{\mu})$ の基底として Gel’fand-Zetlin 基底 $GZ(\mu)=\{Q\}$ を用
いる。

ここで $u(n)$ の、 よって $g1(n, \mathbb{C})$ の Gel’fand-Zetlin 基底の説明をしておく。
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highest weight が $\mu=\ovalbox{\tt\small REJECT}\mu ie_{i}’$ である $K$ の既約有限次元表現 $V_{\mu}$ に対して、
$i=1$

$Q=(qij)=(q1,nq2,nq_{1,n-1}q_{2,n-.1}..\cdot.\cdot.\cdot q_{n-1,n-1}q_{1,2}..q_{2,2}q_{1,1}q_{n-1,n}q_{n,n})$

という形の図形で

$\{\begin{array}{l}q \text{ち} J^{-qi,j-1}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}qi,j-1^{-}qi+1,l^{\in Z_{\geq 0}}qi,n=\mu i(1\leq i\leq n)\end{array}$

をみたすも $\emptyset$の集合を $GZ(\mu)$ で表すと、これは $V_{\mu}$ の基底をなす。 $g\downarrow(n,\mathbb{C})$ の元 $E$り
の作用は、

$E_{j,j+1}Q= \sum_{i=1}^{j}a_{i,j}(Q)\sigma_{i,j}Q$

$E_{j+1,j}Q= \sum_{i=1}^{j}b_{i,j}(Q)\tau_{i,j}Q$

馬 $Q=( \sum_{i=1}^{j}qi,j-\sum_{i=1}^{j-1}qi,j-1)Q$

で与えられる。但し

$\sigma_{ij}$ : $Q$ の $qi,j$ を $q$痘 $+1$ にしたもの

$\tau_{ij}$ : $Q$ の $qi,j$ を $q$吻一 1にし $f$. もの
とした。一般の $E_{k,l}$ の作用は、 $E_{k,l}$ が $E_{i,i+1}$ または $E_{i+1,i}$ たちの括弧積で表され
ることを使えば計算することができる。
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これを用いて $\phi\in C_{r_{\lambda}}^{\infty}(K\backslash G/N;\eta)$ を

$\phi(g)=\sum_{Q\in GZ(\lambda)}c(Q;g)Q$

と表す。 $Sp(1,1)$ のときと同様にして $\phi(g)\in Ker\mathcal{D}_{r_{\lambda},\eta}$ を決定するには $\phi|_{A}\in$

$KerR(\mathcal{D}_{r_{\lambda},\eta})$ を求めれば十分である。

砥 $\otimes$ Ad から $V_{k}^{\pm}$ への射影作用素を $P_{k}^{\pm}$ で表し、 $V_{\lambda}$ を $U(n+1)$ の、 highest

weight が $\tilde{\lambda}=(\lambda_{1}+1)e_{1}+\sum_{i=2}^{n+1}\lambda_{i}ei-1$ (resp. $\hat{\lambda}=\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}e_{i}+(\lambda_{n}-1)e_{n+1)}$ である既

約有限次元表現に

$GZ(\lambda)\ni Q\mapsto\tilde{Q}=(\lambda_{1}+1\lambda_{1}Q^{\cdot}$

. .
$\lambda_{n})\in GZ(\tilde{\lambda})$

$(resp$ . $GZ(\lambda)\ni Q\mapsto\hat{Q}=(\lambda_{1}$

. . .
$\lambda_{n}Q\lambda_{n}-1$ $\in GZ(\hat{\lambda})$

となるように埋め込んでおく。
このとき参考文献 [Kr] の方法を用いて計算をすると、
$ffi<g$

$P_{k}^{+}(\nabla_{r_{\lambda},\eta}\phi(a))=0\Leftrightarrow$

$\sum_{Q\in GZ(\lambda)}a_{k,n}(\tilde{Q})\{(a\frac{d}{da}+\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}-2\lambda_{k}-\sum_{i=1}^{n-1}qi,n-1+2$ゐ $-2)c(Q;a)\sigma_{kn}Q$

$- \frac{\xi}{a}c(Q;a)\sum_{j=1}^{n-1}\frac{a_{j,n-1}(\sigma_{kn}Q)}{\lambda_{k}-qj,n-1^{-k+j+1}}\sigma_{j,n-}i\sigma_{kn}Q$ $=0$

$P_{k}^{-}(\nabla_{r_{\lambda},\eta}\phi(a))=0\Leftrightarrow$

$\sum$ $b_{k,n}( \hat{Q})\{(a\frac{d}{da}-\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}+2\lambda_{k}+\sum_{i=1}^{n-1}qi,n-1^{-2}$ ゐ $+2n)c(Q;a)\tau_{kn}Q$

$Q\in GZ(\lambda)$

$+ \frac{\xi}{a}c(Q;a)\sum_{j=1}^{n-1}\frac{b_{j,n-1}(\tau_{kn}Q)}{\lambda_{k}-qj,n-1-k+j}\tau_{j,n-1}\tau_{kn}Q$ $=0$

となる。

すると $\lambda\in\Xi_{k}$ のとき、 $\mathcal{D}_{\lambda,\eta}\phi(g)=0$ は

$P_{1}^{-}(\nabla_{r_{\lambda},\eta}\phi(g))=\cdots=P_{k-1}^{-}(\nabla_{\tau_{\lambda},\eta}\phi(g))$

$=P_{k}^{+}(\nabla_{r_{\lambda},\eta}\phi(g))=\cdots=P_{n}^{+}(\nabla_{r_{\lambda},\eta}\phi(g))=0$

と同値であるから、この命題を使って方程式系をたてて、それを解くと、以下のよう
な結果を得る。
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(1) $N$ の任意の非退化指標 $\zeta$ に対し、 $\Lambda\in\Xi_{1}$ または $\Lambda\in\Xi_{n+1}$ のとき、
$Hom_{(\mathfrak{g}c,K)}(\pi_{\Lambda}^{*}, C^{\infty}(G/N;\zeta))=\{0\}$

。

(2) $N$ の任意の非退化指標 $\zeta$ に対し、 $\Lambda\in\Xi_{k}(k=2,3, \ldots,n)$ のとき、

dimHom$(9c,K)(\pi_{\Lambda}^{*}, C^{\infty}(G/N;\zeta))$

$=2 \sum_{\underline{>}x_{kk-1}^{\lambda_{1\frac{>}{\mu}\mu_{1}\underline{>}\lambda_{2}\geq\cdot\cdot\geq\geq x_{k-1}}}\underline{>}\underline{>}\lambda_{k+1^{\underline{\frac{>}{>}}\lambda_{k-2}}}\cdots\underline{>}\lambda_{n-1\mu_{n-2}}\underline{>}x_{n}}\dim V_{n-2}(\mu_{1}, \ldots, \mu_{n-2})\mu_{k-2}$

が成り立つ。但し瑞 $\underline$ 2 $(\mu$1, $\mu_{n-2})$ は highest weight が $(\mu_{1}, \ldots, \mu_{n-2})$

である $U(n-2)$ の既約有限次元表現である。
(3) $N$ の指標 $\eta$ を $(**)$ のように定めると、 $\Lambda\in\Xi_{k}(2\leq k\leq n)$ のとき、

$\phi\in Ker\mathcal{D}_{r_{\lambda},\eta}$ は

$q_{1,n-1}=q1,n-2,$ $\ldots,$ $qk-2,n-1=qk-2,n-2$
$qk-1,n-1=\lambda_{k-1}$

$q=$
となる $Q$ に対する $c(Q;a)(a\in A)$ を決めればすべて決定される。

(4) (3) の条件をみたす $Q$ に対し、 $c(Q;a)$ は

$c(Q;a)=a^{-\sum_{q=1}^{k-1}\lambda_{q}+\sum_{q=k}^{n}\lambda_{q}+\sum_{q=1}^{k-2}q_{q,n-1}-\sum_{q=k}^{n-1}q_{q,n-1}-n+\frac{1}{2}}$

$\cross\{c_{1}(Q)W_{0,\lambda_{k-1}+n-2k+2}(\frac{2\xi}{a})+c_{2}(Q)M_{0,\lambda_{k-1}+n-2k+2}(\frac{2\xi}{a})\}$

と表される。但し $c_{1}(Q),$ $c_{2}(Q)$ は任意定数、 $W_{\alpha},\rho(t),$ $M_{\alpha,\beta}$ (のはWhittaker
の合流型超幾何関数である。

$\pi\wedge\overline{-}$ Bflの $X\backslash \backslash$チ
まず (3) の $qi,j$ の条件の必要性と (1) は以下のようにして分かる。
前の命題の式を注意深く見てやれば、 $l(\leq n-1)$ に対して君$+$ ( $\nabla$r$\lambda$ , $\eta\phi$(a)) $=0$

なら、 $ql_{2}n-1=$
$\lambda$」となる $Q$ に対して $c(Q;a)=0$ となることが分かる。 $\vee$ れよ

り再び命題の式を繰り返して用いることにより、 $q\iota-1,n-2>$
$\lambda$」となる $Q$ に対して

$c(Q;a)=0$ であることが分かる。 同様にして、 $l(\geq 2)$ に対して君-( $\nabla\tau\lambda$ , $\eta\phi$(a)) $=0$

なら、 $q\iota-1,n-2<\lambda_{l}$ となる $Q$ に対して $c(Q;a)=0$ であることが分かる。よって
$\Lambda\in\Xi_{k}$ のとき、

$P_{1}^{-}(\nabla_{\tau_{\lambda},\eta}\phi(g))=\cdots=P_{k-1}^{-}(\nabla_{r_{\lambda},\eta}\phi(g))$

$=P_{k}^{+}(\nabla_{r_{\lambda},\eta}\phi(g))=\cdots=P_{n}^{+}(\nabla_{r_{\lambda},\eta}\phi(g))=0$

であるから、まず (1) が示された。更に命題の式には、 $Q$ の $qk,n-i$ についての差分
があるので、 $-\vee$れを使えば (3) の必要性が分かる。

(4) は前の命題の式で、 $qi,j$ が (3) の条件を満たすような $Q$ に対する $\sigma_{kn}Q$ と
$\tau_{kn}Q$ の係数より得られる方程式系を解くことによって得られる。

(3) の十分性と (2) は松本久義氏による Whittaker model の次元と Bernstein
degree の関係式 (参考文献 [M] 参照) と、 Chang の計算による $\mathbb{R}$-rank 1のリー群
の離散系列表現の Berinstein degree の公式 ([C] 参照) を使えば得られる。
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