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 INTRODUCTION

           La théorie générale des espaces vectoriels préhomogènes, du moins 

en ce qui concerne ses applications à l'analyse, est due à  M.  Sato. Mis à part 

des résumés figurant dans des articles consacrés aux fonctions zêta  assqciées 

 ([12] , [14] , [16]) , le premier exposé en langue occidentale est l'article 

de  M. Sato et  T. Kimura  ([1])  . Dans cet article, outre des résultats 

généraux qui vont être rappelés ci-dessous,figure la classification des 

espaces vectoriels préhomogènes irréductibles, réduits et  réguliers.

           Le travail qui suit aborde l'étude de certains espaces vectoriels 

préhomogènes qui interviennent de manière naturelle dans la structure des 

algèbres de Lie semi-simples complexes, il contient notamment les démonstra-

tions des résultats annoncés dans la note [2] qui avaient été exposés lors 

d'une conférence au Colloque franco-japonais en octobre 1979 à  Strasbourg.

Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe et soit

 Bi (i E  M) une  T.,- graduation de g , c'est-à-dire une suite de sous-

espaces vectoriels tels que  [g.  ,g  lc g.+j . Soit  Go le sous-groupe du groupe 

                                               i adjoint G de g correspondant à  go  . L'action naturelle de  Go sur g1 

(une telle représentation  s'interprète toujours en  termes de sous-groupes 

paraboliques, comme nous le ferons dans la suite) est préhomogène,  c'est-à-dire 

qu'il existe une  Go-orbite dans  g1 qui est un ouvert de  Zariski. Ce premier 

résultat figurant dans [2] est en fait  da à E.B. Vinberg ([3]) ainsi que 

 j'ai pu le déterminer  grâce au travail de  K.  Pommerening ([4], [5])  •
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Par une demonstration  differente de la mienne E.B. Vinberg  demontre  un 

 resultat bien plus  précis  :  gl se decompose en un nombre  fini de 00-orbites.

Le plan de  ce travail  est le suivant 

 Dans le paragraphe I ,  nous rappelons  les principaux  resultats

concernant  les  espaces  prehomogenes dont nous  aurons besoin.  Les demonstrations 

se trouvent  dans [1]  .

 Dans le paragraphe II , nous  etudions  les  espaces  prehomogenes 

 decrits  ci-dessus. En particulier, nous  demontrcns  l'equivalence,  dans le cas

 irreductible, de la notion de  regularite et l'existence de certains s22-tri-

plets. On y trouvera  aussi la classification des espaces  prehomogenes  et. 

 reguliers de ce type. Un grand nombre de  resultats  de_ce paragraphe ont  ete 

 demontres  independamment et  a peu  pres  simultanement par  V.G. Kac ([17])  • 

 Certains  resultats de ce paragraphe ont  egalement  ete  demontres  independamment 

par K. Pommerening ([4]) que je remercie de m'avoir  communique une premiere 

version de son travail. (voir aussi [5])  .

 Dans le paragraphe III , nous  demontrons  que  dans le cas particulier 

 oU.  [g1,g1] = 0 la  fonction zeta locale  associee  a l'espace  prehomogene

 s'interprete  come une  integrale d'entrelacement d'une  serie principale 

 degeneree de representations du groupe  G  . On  demontre  egalement que  dans ce 

cas, la grosse orbite de  gi  est un  espacesymetrique,  c'esta-dire que la

 sous-algebre d'isotropie d'un point de la  grosse orbite  est l'ensemble  des 

points fixes d'un automorphisme involutif de  go  .

 L'etude des formes  reelles des espaces  prehomogenes  etudies  dans ce 

travail et des liens entre  fonctions zeta locales et  integrales d'entrelacement 

 dans un cadre plus  general  que celui du paragraphe III fera l'objet d'un

 ravail  ulterieur.

     Je  tiens  a remercier Gerard Schiffmann, qui a  dirige ce travail, pour

 les  nombreuses  discussions concernant ce sujet et pour  ses encouragements 

constants.
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I. PROPRIETES GENERALES DES ESPACES PREHOMOGENES.

           Les démonstrations des résultats figurant dans ce paragraphe se 

trouvent dans  [1]  .

            Soit H un groupe linéaire algébrique complexe et connexe. Soit 

p une représentation linéaire rationnelle de H dans un espace vectoriel V 

de dimension finie sur C 

DEFINITION  I.1. (Sato)  . 

Le triplet  (11,p,v) est un espace vectoriel préhomogène (en abrégé P.H.) 

s'il existe une orbite Zariski-ouverte  c:  V  . Les éléments de  Q sont 

appelés les éléments réguliers du P.H. 

Remarque  1.2.

a) Il est équivalent, dans la définition ci-dessus, d'exiger qu'il existe

une orbite dense pour la topologie de Zariski.

   b) On peut aussi montrer que la notion  d'espace préhomogène est en fait 

une notion infinitésimale : si H désigne l'algèbre de Lie de H et si dp 

désigne la représentation de  19 dérivée de p , alors dire que  (H,p,v) est 

préhomogène est équivalent à dire qu'il existe  v E V tel que l'application 

X dp(X).v de  4 dans V soit surjective.

   c) Par la suite, lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur la représentation 

p , nous désignerons l'espace préhomogène par  (H,V) et p(g).v par  g.v.

 DEFINITION  1.3. 

Une fonction rationnelle f définie sur  0  est un invariant relatif s'il 

existe un caractère rationnel  % de H tel que

 f(P(g)•x)  =  x(g)f(x) Vx E  0 , E H 

 Il est facile de voir que les invariants relatifs des P.H. sont définis à 

 une constante multiplicative près par leur caractère et des exemples simples 

montrent qu'il existe des  P.H. ne possédant pas d'invariant relatif non 

 trivial.
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           Soit  dx le caractère de  I1 dérivé de x . Soit x E  n ; si  f 

est un invariant relatif de caractère  x on désigne par  Tf(x) l'élément 

  du dual de V(df(x) est la différentielle de f en  x ).On a alors la  f( x)

PROPOSITION  1.4.

 <  cpf(x),dp(A)  x  >  =  dx  (A)  V  A  E  H  V  x  E  Û.

 DEF'INITION  1.5.

Un P.H.  (H,V) est dit régulier s'il possède un invariant relatif f tel

que l'application  cp2 :  Û  V soit dominante.

PROPOSITION  1.6. 

Supposons de plus que H soit réductif. Les conditions suivantes sont alors 

équivalentes  : 

  i)  (H,V) est régulier.

 ii) Le sous-groupe d'isotropie  Hx  d'Un  élément x E  Û est  réductif. 

iii)  V-S-2 est une hypersurface.

 II. 

 II.1

ESPACES PREHOMOGENES DE TYPE PARABOLIQUE.

 . Notations. Sous-algèbres et 

       Soit g une algèbre de

algèbre de 

 a E R nous

 Ha l'unique  l'élén 

 + R  i-espectivement 

négatives) par  rapp

 cesignerons par  ‹ 

 /'éléments de  0

sous-groupes paraboliques.

Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe,  Lj une sous-

Cartan de  g et R le système de racines de la paire  (g,) .  Si

désignerons par  ga l'espace radiciel correspondant à  a et par 

 l'élément de  [g-ce,ga] tel que  a(Ha) = 2  . Nous désignerons par 

 ivement  R)  l'ensemble des racines positives (respectivement

par  rapport à une base  $ . Si  0 est une partie de , nous 

 par  0  > l'ensemble des racines qui sont combinaison linéaire

  De plus on posera  : 

 <e>+=  Tif  n  <G> et  <8  n  <e  >.
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 Soit  40  l' orthogonal de  e :  4e =  [x E  4,  a(X) =  0 

Le centralisateur  fte de  4e dans g est

V  a E  el .

   0-,                       -0CD (  E C.Ha+ E ga) .  aE  e ŒE  <G> 

 L'algèbre Leest réductive de centre 40et [/0,1e] =E C.H_+ E ga 
 aE e aE  <0  >

est une algèbre de Lie semi-simple dont E  C.Ha est une sous-algèbre de 
 aE  G

Cartan et  0 est une base du système  de. racine de  [29,20] par rapport à

cette  sous-algèbre.

          On remarquera également que  4 =  40 + E  C.Ha , que  !po et  [ee,/e] 
 aE  e 

sont orthogonaux pour la forme de Killing B de g et que la restriction de 

B à  io est non  dégénérée. On définit  1!_élément  Ho de  4e par les

équations

 a(Hô)  =0  VaE0 

 a(Heo) = 2  V  a  E  -e

Pour p E ZI, on pose  d  (0) =  fx Eg,,0=  2p)0 . On a alors 

 do(e) = Le et [di(0),di(0)] cdi+j(e) i,j E  zz

Les sous-espaces  d  (0) définissent donc une  Z!,-graduation de g  . On  définit 

les algèbres nilpotentes  n+ et n0par

 n+  - E        +gae+=d.(e) 

 e 

 aE R-<e> i>1

 a 
 no  . E  g = E d.(e) 

                                                          1 

                           aER---<0> i� -1 

                      + L'algèbre4=  Le+ no est une sous-algèbre parabolique (standard) de  g  . 

 :-)us désignerons par G le groupe des automorphismes de  g (le groupe-adjoint) 

                            /+,/. et par Le lecentralisateur de 40 dans G .  Soit Ne= exmne)etIre=exPln). 

Le groupe  Pe =  Lo.N.(13- est un sous-groupe parabolique (standard) de G  . On 

posera aussi  P8 =  L0.1\e  .
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LEMME  II.1.1.

Soit Ckn+Gle keme idéal de la suite centrale descendante de n+ °Cn a

Ckn+e-Z d(0) V k E* 
 p2kp

Démonstration  :

Posons Dk = E  d  (0) ..On a D =  n+ = C1 n+, et E D.e'Dm1c:D pour. e et 
            p�k  P'- 1  0 0.e+m  * 

 m  E 71\1* .  On  en  déduit que Ckn+GC:Dk pour  tout  k  E  INT . 

Démontrons l'inclusion réciproque par récurrence sur k . Supposons que  Di 

 Cln9+krtillk+1+rk+'01+1 = Cpouri�OnveuontrerclueDi c+1=C-1-Cn0Cnjqui                   no- 

est égal d'après l'hypothèse de récurrence à [Dk'D1].Il reste donc à montrer 

que Dk+1C [Dk'D1] . 

                          ... 

Soit a une racine positive. Posons  q0(a) = 1 aUl0.hq0yx)est la somme des 

                     o

coefficients des éléments de lorsqu'on écrit  a dans la base  4 . Soit 

 x  e D__
k+1

 X  =  E  Za  Za  E  ga 
 q  (a)

 Ecrivoils chaque  a sous forme  a  ..,.  a2.1„..„1_  a
r où chaque  ce.  interve-  .

 n

nant dans la somme est une racine simple et où chaque somme partielle E  a. 
 i=11

est une racine (cela est possible, [6] VI § 1 n° 6 prop. 19)  . On en déduit que
 1-1

     +  a
r où  y  =  E  ai et où  a  est  la racine de 11-0  d'indice  i  

=  1

maximal intervenant dans la somme. Alors 

 a.

 Za  = [...[[Z,z],Z]... Za] où  ZaE g.          Ycei r 

OrZyEDk,Z aED1 etZa.Edo(0) pouri>k. Donc

 Z E [...[Dk'D1']d o(0)...dok',(0)] C[)D]d'où  X E  [Dk'D1]

C.Q.F.D.
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II. 2. Etude des espaces préhomogènes de type  parabolique.

           Le fait que les  d  (0) forment une  M-graduation de  g implique 

qu'ils sont stables par l'action adjointe de  Le  . 

 THEOREME  11.2.1. (E.B. Vinberg  [3]) 

 d1(0)  se décompose en un nombre fini d'orbites sous l'action de  Le  .  En 

particulier (L,d1(e)) est un espace préhomogène.

DEFINITION  11.2.2.

Dans la suite les espaces préhomogènes de la forme (L0'd1(0)) seront appelés

espaces  préhomogènes de type  parabolique. 

Remarque  11.2.3. 

Soit j  E  IN  , soit  î = E d(0) . On voit facilement que ?:est une 
                    pE j.P 

algèbre de Lie réductive graduée par dk  =  dkj(0)  , le théorème de Vinberg dit 

alors que  (L0,-d-'1) =  (Le,dj(0)) est un espace  préhomogène. Ceci permet de se

restreindre à l'espace  d'indice 1  .

Commençons par déterminer à quelle condition la représentation

(L0'd1(0)) est irréductible.

PROPOSITION  11.2.4.

La représentation  (L,d1(0)) est irréductible si et seulement si P9est 

maximal (c'est-à-dire  Card(IV-0) =  1)  . 

Démonstration  :  L0 étant connexe, il suffit de démontrer que la maximalité de 

P0est équivalente à l'irréductibilité de la représentation dérivée 

(20'd1(0))  . Supposons d'abord que P8soit  non maximal ; on sait alors que 

 11P-8 contient au moins deux  racines  distinctes  $1 et 52. Soient

 A1 =  [ce E  R+,  a = 51modulo  <e>) 

2= [ceE  R+,ci .  52 modulo  <8  >) et soient
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 V, = E ga et V,  = E ga 

 aE  L1  aE  L2

Les sous-espaces V1 et V2 sont des sous-espaces non triviaux et Le- stables 

de  d1(0) , donc  (20,d1(0)) n'est pas irréductible. Inversement, supposons 

 p maximal. Soit  15 l'unique élément de  *-0 et soitxeun élément non 

nul de  g . Si  a E  <  0  > , [Xa'Xp] 0 ;  x5 est donc un élément primitif du 

/0-module  d1(0) (relativement à une sous-algèbre de Borel "opposée" de celle 

que l'on considère habituellement) . Soit  A= [ce E e, a =  p modulo <  0 >  j  . 

On remarquera que  d1(0) =  P  e . Si  a E  à ,  a=  a1+  a2  +...+a  +5+a
p+1+...+a  aE 

où les  a. E  G et où chaque somme partielle est une racine. Soit 

 Y = a14-a2a Donc  a =A-y+a,p+1+...+ a ,chaque somme partielle 

étant une racine. On en déduit que X= EX 
a2EX1...]               aEX                "Y'Xe 

                                                   ai où les  Xa.sont des éléments non nuls de g . On en déduit que  /  -module
 1

d1(0) est engendré par le vecteur primitif  X5  . Il est donc irréductible 

(voir par exemple  [7])
 C.Q.F.D.

Nous allons à présent décomposer les représentations (L0'd1(9)) . Nous iden- 

tifierons toute partie de  tif à un sous-graphe du graphe de Dynkin de  . 

Il est alors possible de parler des composantes connexes d'une telle  partie. 

Si  a E  \HO , on notera  4 la composante connexe de  0  U  [a] contenant  a  .
 a

Soit e  fa] . soit4= E C.H+ EgY  .  a
''E,./E  <0 >

Soient a  a

                                                     Y  -éYg 
  m9 =EE                                 .g;ne= 

              cryE < 14>+._<ea>'a'y E <t4a>-- <  e  >— 
 a a 

On pose d1(13
a) = d1(e) n néetet on définit l'élément Ha0                                               E E C.H,                                                   vE1i

ce' 
 _,/, les équations  :  a(0e)  = 2 , y (H

cee) =  0 si y E ect,  . 

 .,L est évident que  d1(0 a)  =  tx  E  n+[He,x] = 2X3  . 

                         

'  a
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PROPOSITION  11.2.5.

a)  g(a) = ne+e+  ne  est une algèbre de Lie simple de  graphe de Dynkin 
aa  a

 Sa • 

  b)  P(a) = 2e +n40- est une sous-algèbre parabolique maximale de  g(a)  .
 a  -a

c) Soit  g =  gle  gn  ladécompcition de  g en idéaux simples

et soit R =  R10  R20...0  R la décomposition correspondante de R . Soit I 

l'ensemble des indices i tels que  Ri n =  0  . On a alors 

 Le =  E  gi+  E  îo  (la  somme  des  Le  n'est  pas  directe)  . 
 iEI  aE  a  a

 d) d1(0) =Ed1(0a) (somme directe) et chaque d1(0) est 2e-stable 
 aElt-G 

et irréductible sous l'action de  î (donc a fortiori irréductible sous

l'action de 2e  )

 e) Les élémentsH,ceE  11-0) forment une base de  40

Démonstration

a)aest connexe, donc la sous-algèbre associée àaest simple. 

b)  p(a) est la sous-algèbre parabolique de  g(a) obtenue en  notant"

 l'unique racine  a , elle est donc maximale.

c) l'inclusion E  g.+ E îlE)îc,étant évidente, il suffit de  montre^ 
               iEI  1céE 44-0a"

l'inclusion  inverse. Comme on a  :  4  e E  g. + Le, cette dernière 
                                           iEIoeEgi-Oa 

résulte du fait que  e =  E  R.  U(  U  e  ). 
 iEI  1  aE  11r-G  ce

d) d1(0) = E gY où y est de la forme y = E  m.f3.+  a avec  a E 1J-0  . 
 1  1 

                                        0.E e

L'ensemble des racines simples invervenant dans la décomposition de y étant

connexe ([6] chap. VI § 1 n° 6 corollaire 3) , on en déduit que y E  eu  . 
Donc d1(0) = E d(0).Il est clair que d1(O0() est i0-stable. 

            C'est un /-module irréductible d'après la proposition  11.2.4.                      O
e

   e) Remarquons d'abord queHaG E  (ci E  : il  faut montrer que 

 13(H) =  0 pour tout  5 E  0-8a  . Vu la définition de  11  , deux racines 

 5 E 0-0aet y E11/a n'appartiennent pas à la même composante connexe de
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 OU[aj  , on en déduit que P(H
Y)  =O. Comme He  = E cYH  on  a  bien 

  y 

 YE 
Ha Œ4e.

           D'autre part, on a dim  ije =  Card(11r-0) . Pour démontrer e) il 

suffit donc de démontrer que les éléments  H sont linéairement indépendants.

 SoitRalesYstèmederacineserigendrépar4Ice.Les', y E  111a forment 
 V 

                                                                                 / 
une base de système de racines inverse  R

a . Puisque yole)  2  o pour tout 

y  Ea , on en déduit que H9 appartient à l'adhérence de la chambre de

 V  V
Weyl  Ca de Radéfinie  para . On sait  ([6], chap. VI § 1  n° 6  , 

page 156) qu'une chambre est composée d'éléments positifs par rapport à la

base. D'où  .

0 H
a  = E c,Havec c ›  0  V  y  Ea    yEllY

D'autre part  : 2 = a(H0)=ce(H) et a(H) 0 si y  a , on en         a 
yEyYY 

déduit que  ca >  0  . Supposons à présent qu'il existe une combinaison linéaire

des H0 qui soit nulle  :
 a

 E  pH=0=E  gcH mod.(E C.H„) 
'yE* -ecyE "œ  yE

d'où  gaca  =  0 V  a E et enfin ga=  0 car  ca >  0  .

C.Q.F.D.

Remarque 11.2.6.

Soit  L le sous-groupe de  L9 correspondant à L9  . La proposition  précé-
                                                or

dente montre que l'espace préhomogène (L0,d1(0)) se décompose en"sous-espaces 

préhomogènes" irréductibles (L0,d1(0))  . Soient  ù  eta les orbites 

                                a

Zariski-ouvertes associées. Il est facile de voir que D_est la projection de

 Û sur d(e)) suivant la décomposition en somme  directe d1(0) = E d1(0a). 
                                                              aE ,t—e)

Des exemples simples montrent qu'en général  Û n'est pas la somme directe  des

 . Il se peut de plus qu'aucune des espaces (L0,d1(0))ane soit  régulier 

 a 

 ,Lors que (L0'd(e)) l'est. Par contre, si chaque espace préhomogène

(L9,d1(0 a,)) est régulier,(LO'd1(e)) l'est également etSZ= Eâ. 
 a  0/ES-0 

Cela résultera de ce qui  suit,

 —  198  —



                                                                                                 , Soit F1'r2,...,r
pune partition de1,-0 . Soit D1(G) = E d1(0a) . Soit                                                               aE r . 

 ei = E  Let soit  Lile sous-groupe de Lecorrespondarit à  0 00. 
 ŒE F.ea p 

On aéviAlmnentlasolmiledirecte:di(0)=EDiM.Soitn.la grosse 

                                                                                 i                        

'  i=  1 

                                 ,ii, orbite de l'espace préhomogène(Le,De) et  0 celle de  (Le,d1(0))  .

PROPOSITION  11.2.7.

Supposons que pour tout i =  1,...,p,(12i,D39-) soit un espace préhomogène
 p

régulier. Alors (L,d(0)) est régulier et Û= Û. 

                                                                                                                                  . 

   e 
=1 1 

Démonstration  : Il est facile de voir que la grosse orbite de (Li,Di) est 
                                                      00 

la  même que celle de  (Le,Di(0))  . La proposition résulte alors immédiatement du

 LEMPE  11.2.8,

Soit G un groupe algébrique réductif connexe et soit  (G,V)  un  espace  pré-

homogène, Supposons que V =  .VŒ? V2e...e)V  où chaque  Viest un sous-espace 

 G-invarianttelque(G,V.)soit un espace préhomogène  régulier, Soient 

 Q  et  Û.  les grosses orbites de  (G,V) et  (G,Vi) respectivement. Alors
 n

 (G,V) est régulier et  Û  E  Û. . De plus, tout  invariant relatif de  (G,V)
 i=1

est un produit  d'invariants relatifs des espaces (G,V

Dèrnonstrationdulemme:Soientf.(i  =  1,...,n) des invariants relatifs 

 polynâmes de  (G  ,Vi) tels que  epi =  dfi/fi soit une application  dominante.
 n

Soit f l'invariant  relatif  de  (G,V) défini par f(x1"xn) =n f.(x  )
1=1

 On a =  =  epri(xt)  .  Puisque 

 mi  yi(xi) est dominante de  0. dans  Vi ,  y est dominante de  0.1e.-..* 

dans  Vi  e  v2  = V , donc  (G,V) est régulier. D'autre part, 

 det  dep(x1,x n) =  r det  d(x) et d'après  [1] (p. 63) on a, si 
                    i =1 

                                                            ,k  tésigne le Hessien de f Hf(x) = c.det dcp(x).f(x)  (k = dim  V) . Il ressort 

d'autre part de la démonstration du Corollaire 23 p. 70 de  [1]  (où  On a 

corrigé une petite erreur) que  0 =  [x  I  Hf(x).f(x)  Oj .  On en déduit que 

 01e...00
n  C  0 , l'inclusion inverse est  évidente. D'après la proposition  1.6.
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 . Ce qui précède

implique alors que l'équation de  V-0 est

 P(x1"*"xn) = P1(x1)P2(x2)  •••  Pn(xn)  •

La dernière assertion du  lemme résulte alors du fait que les invariants relatifs 

 de(G,V) sont des produits de puissances des composantes irréductibles de P 

(voir  [1]) C.Q.F.D. 

Rappelons qu'un  s22- triplet dans  g est un triplet  (yo,h0,x0)  / (0,0,0) 

d'éléments de  g tels que  [ho,xo] =  2x0,[ho,y0] = - 2y0 et  [yo,xc] =  ho  . 

Pour les résultats généraux concernant les s22-triplets, on pourra voir 

[8],[9] et  [11]  . Pour p E  z on pose  g =  {xE  g , [ho,x] =  pX) . On  a donc 
  hh 

 xo E  g2 et  yo E g -2  . Soit G°le centralisateur de  ho dans G. G ° est

un groupe linéaire algébrique connexe et réductif qui stabilise chacun des

A

espaces gP . Soit  g2 l'ensemble des x E  g2 tels qu'il existe un s22- 

triplet de la forme (y  ,ho,x) . B. Kostant a démontré dans [8] que  g2
 h  h

est une G  °-orbite Zariski-ouverte dans  g2  ' c'est-à-dire que (G  o,g2) est

un espace préhomogène.

PROPOSITION  11.2.9.
h

(G °,g2) est un espace préhomogène régulier.

h

Démonstration : G  ° étant un groupe réductif, il suffit d'après la proposition

1.6 de démontrer que le sous-groupe d'isotropie d'un point de la grosse orbite
                    h

o xox 
est réductif. Il nous faut donc démontrerque G  n G (où  G désigne le 

centralisateur de  xo dans G ) est réductif. Démontrons d'abord que la sous-
     hhoxo 

algèbre d'isotropie g° n g° (où get g désignent respectivement les 

centralisateurs de  ho et de  xo dans  g ) est réductive dans  g  . Soit 

 a  Z, s2(2,C) la sous-algèbre engendrée par le  522-triplet  (yo,h0,x0)  . Soit 

 r  la représentation de SL(2,C) dans  Aut(g) compatible avec la structure de 

 21-module de  g  ([9], chap VIII § 1 n° 4 Th. 2) . On a  :
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h

 XEg°ng°  [21,x]  =0*>  r(g)X  =X  VgESL(2,C)  . 

On utilise alors le lemme suivant  : 

 LEMME  11.2.10.  ([9] , chap. 7 § 1 n° 5  Prop. 14) 

Soit  r un groupe,  n une représentation semi-simple de  r dans Aut(g)  . 

Alors la sous-algèbre  M =  [X,r(r)X =  X} est réductive dans g  .

   h oxoxoho On en déduit que gn gest réductive dans g . Le fait que G n G 

soit inclus dans  u(s) implique alors par des techniques classiques
h

 ([10] exposé 20 ) que G °n G °est  réductif.
 C.Q.F.D. 

COROLLAIRE  11.2.11.

Soit  (yo,h0,x0) un  s2,2-triplet dans g . Soient g2 et  /g2  définis comme

précédemment. Alors  g2-gA                              2 est une  hypersurface. 

Démonstration :  C'est une conséquence immédiate de la proposition 1.6.

                                                                            C.Q.F.D. 

Remarque  11.2.12. On peut expliciter un invariant relatif de l'espace préhomo- 
hA 

gène (G°/            ,G2)  .  On définit ._2  de  la  même manière que g2 . Soit y l'iso- 

                          A morphisme  algébrique entre -g2 etgA                                     _2 défini par le fait que  (y(x),h0,x) 

soit un  s.2-triplet  (y est  un isomorphisme car un  sL2-triplet est entièrement 

déterminé par les deux premiers ou les deux derniers éléments du triplet)  .
h

Soit g E  G ° , on a  [gy(x),gx] =  g[y(x),x] =  g.ho =  ho ; on en déduit que 

 y(gx) =  gy(x) . En prenant la différentielle des deux membres, on obtient 

 gdy(x) =  dy(gx).g . D'où
                        -2

                 det  dcp(gn) = det(gi) det dcp(x) 
                                    It%2 

(det désigne le  déterminant).  ,det  dcp(x) est donc un invariant relatif de 

 aractère  det(1  )2  . L'existence d'un invariant relatif ayant ce caractère 
 Ig2 

 tait connue  ([1])  .
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On sait ([8], [9],  [11]) que si (y,h,x) est un  si
2-triplet dans  g , il 

existe un  s22-triplet (yo'ho'x o) conjugué du premier par un élément de  G 

tel que  ho E  1 et tel que  a(h0) = 0,1 ou 2 pour toute racine appartenant 

à . Considérons l'ensemble des  s/2-triplets (y,h,x) tels que a(h ) =  0 

ou 2  (a E  1)  . On peut montrer que de tels  s/0-triplets sont caractérisés

par le fait que dim gh =  dim gx  .

DEFINITION  11.2.13.

Un  si2-triplet tel que dim gh = dim gx sera appelé quasi-principal. 

 (Kostant appelle principaux les se2-triplets vérifiant dim gh = dim gx= 

dim  1) = dimension minimale des centralisateurs)  . 

Soit  (y0,110,x0)  un  s22-triplet quasi-principal tel que  ho E et 

 a(h o) =  0 ou 2  pour'tout  a  E . Soit  0 =  [a  E  \1^9  a(ho) =  0.3 . Alors il

est facile de voir que L8o= Ghoet H0= ho . Nous dirons que dans ce cas 

l'espace préhomogène de type parabolique  (Le,d1(8)) est associé au 

 s22-triplet (yo,ho,xo) . Un tel espace préhomogène est régulier d'après la

proposition  11.2.9. Il est faux en général que tout espace  préhomogène

régulier de type parabolique soit associé à un  s22-triplet quasi-principal.

Ce résultat est néanmoins vrai dans le cas irréductible, ce sera une conséquence

du théorème suivant. Soit  8 une partie quelconque de  $ . Il est évident 

que la restriction de la forme de Killing  B de  g à d-1(0)x d1(8) est non 

dégénérée. Cela permet d'identifier le dual de d1(8) à d-1(0) . Soit  Û la 

grosse orbite de d1(8) . Si f est un invariant relatif de (L0'd(9)) 

alors la différentielle df(x) de f en x E  Û sera considérée comme un 

élément de  d_1(0) . Soit alors  cpf(x) = df(x)/f(x) E  d_1(e)  .

THEOREME  11.2.14.

Supposons que l'espace préhomogène (1,0,d1(e)) soit  irréductible et admette 

 (c,H0)e, un invariant relatif f de  degré n 0 . Alors(-  2H)                                                          n cl9f(x)'Ho'x) 

    un  s/2-triplet dans  g pour tout x E  Û  .

- 202 -



Démonstration  : L'irréductibilité est équivalente au fait que  pe soit maximale 

 (Prop.  11.2.4) et implique donc que le centre  40 de Le est de dimension  

1  :fje = C.Ho0. Par définition de Ho0                                         on a  [Ho,x] = 2x et 

 [Ho,epf(x)]=  -2(pf(x). Ilsuffit donc de démontrer que
 _ 

                   , 0 0,                     B0-1
o,H) 
                     2no cpf(x),x3 = He V x E fl .    [ 

Soit  x le caractère de f, on a d'après la proposition  1.4  :

 B(cpp(x),[A,x]  = dx(A)  V A E  2e  v x E  0  .

Par invariance de B on obtient

 -BUT
2(x),x1,A) =  dx(A)-. 

Comme la restriction de B  à  L® est non dégénérée et comme dx(EL0']) =  O 

(une algèbre  semi-simple  n'a pas de caractères non triviaux)  , on en déduit 

que  :pf(x),x1 est un vecteur fixe orthogonal  à  [L  ,Le]  © Donc 

 [cPf(x),x] =  c.He (c E  C)  . On a  : 

      -B(Ecp(x),x1,He)dx(He)cs (H,H= B(cp(x),[1.1e,x]) 

      0

       =  2B(cpf(x),x) = 2n (la  de,-  re égalité résultant de l'identité 

d'Euler pour les fonctions homogèn--.  de degré n ) . D'où c  =2n                                                                  /0G,                                                                               BO-T,,)                                                                          oHo
 C.Q.F.D.

 COROLLAIRE  11.2.15. 

Supposons que  (Le,d1(0)) soit  irréductible. Alors les conditions suivantes

sont équivalentes. 

   i) Il existe un invariant relatif non trivial.

ii)  (L0'd1(8))  est  régulier. 

iii)  Ho est l'élément semi-simple d'un  sL2-triplet.

 Démonstration  :

 i) iii) : c'est le théorème précédent

iii)  = ii)  : c'est la proposition  11.2.9.
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ii)  u  i)  : toujours vrai, par définition de la régularité (voir §  1)  .
 C.Q.F.D.

La proposition suivante caractérise en termes d'invariant relatif les espaces 

préhomogènes de type parabolique associés aux  si2-triplets quasi-principaux.

 PROPOSITION  11.2.16.

L'espace préhomogène (LG'd1(0)) est associé à un  si2-triplet quasi-principal 

si et seulement si pour tout p  k 1 le caractère  X  (g) det(Adgla(e))2

est le caractère  d'un invariant relatif.

Démonstration : Soit (yo,ho,xo) un si,2-triplet tel que  a(ho) 0 ou 2 

pour tout  a E . Soit  0 =  E  4,  a(ho) = 0 . On construit la sous-algèbre 

parabolique associée à  0 , ainsi que les espaces  d  (0) . D'après [9] 

                                                                 . (chap.8 § 1 n° 2) , l'application (adxo)2p : d P(0)d(0) est un isomor- 

phisme. D'autre part ad(g.xo)2P = g ad(xo)2Pg-1 lorsque g E  L0  . Les deux

assertions ci-dessus sont encore  vrais lorsque x est un élément régulier

de d1(e) puisque d'après Kostant  ([8]) les éléments réguliers sont exactement 

ceux qui entrent  dans la composition d'un  s22-triplet  (y,h 0,x) On en  déduit 

que si x est régulier x)2pld                                       (e)) est non nul et vérifie 
                                               -P

                                                                                            ,      det((ad(gx\j2P                  !d_p^),e,)  = det(glaP(e) )2 det((adx)2p                                            Id-P(e))  ' 
i donc det((adx)2Pld(8,) est un invariant relatif de caractère X

P.                     1_p^/ 

Inversement, soit  (Le,d1(0)) un espace préhomogène de type parabolique 

tel que pour tout p  › 1 ,  X soit le caractère d'un invariant relatif. Il
 p

en est donc de même pour X =  11  e. Soit f l'invariant relatif de 
 p21 

caracrère  x  . Comme précédemment, on désigne par  Tr(x)  l'élément 

df(x)/f(x) de  d-1(e) . Comme dans la démonstration du théorème  11.2.14 

on démontre que  [epe(x),x] =  hf est un vecteur  ixe de  40 . D'autre  part, 

pour  A  E  /  on  a  :
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dX(A)  = lim
 t->0

     , 

y2expt A)-1

 x(expt  A) -1
 P  1

 o

 im 1

TT
12p    XP(expt A) -1

= E  lim 

 p�1  t-'o

 t

= E  2p lim 

 p21  t-'o

 t

 det2(exp(tad  A)  I  d
 p(e))  -1

 t  t

= 

 p>1
(e)

4p  Tr(ad  Ad 

 p

 p� 1 

=2ETr(ad HoE)  adA,) 
                 pE3)

2 Tr(ad  He adA 4-)       Ine
= Tr(ad He ad A/

n-+)              !e+

Tr(ad  He ad A)

       B(100  , A) 

Donc dX(A) = -  D(h,,A)

(-(Pf(x)› H0            ,x) est  alors

(car Tr(ad Ho0  ad Ai)  =  0  ) 

                 e

 B(H9,A)  ,  d'où h, - H0  . 
    f un  s.e,2-triplet.

C.Q.F.D.

PROPOSITION  11.2.17.

Les notations sont celles de la proposition  11.2.5. Soit  (Le,d1(0)) un 

espace  préhomogène de type parabolique tel que pour tout  a E  $-0, (Le  'd1(0 a))

soit  régulier. Alors  (Le,d1(0)) est associé à un  si2-triplet quasi-principal. 

Démonstration : Les espaces  (L
8'd1(8a)) sont irréductibles réguliers.D'après le

théorème  11.2.14 ils sont associés à des  sk2-triplets quasi-principaux 

   0 
(Ya,Ha,Xa)de g(a) . D'après la proposition  11.2.5 e) il existe des 

 nombres complexes aa tels que Hô=EaHG. Soit  alors  X  = E bXa 
                     crElr—e"cxElf-8a 

 ,t Y = E c
CiYCe, les nombres ba et  ca étant choisis de sorte que  E  $ -G
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bacaa apour tout a E  $-0 . On a [H(3,X] = 2X,EHeo,Y1 = -2Y et  EY,X1 = 

[EcY,EbX]EbcH= H 
 aE $-e"aE  $-0"aE $-0"o 

Donc  (Y,  Ho , X ) est un  se2-triplet.

                                                                          C.Q.F.D. 

 11.3. Classification des espaces préhomogènes de type parabolique irréductibles

et réguliers. 

     Nous avons vu  qu'un tel espace préhomogène est irréductible si et

seulement si  Card(S-0) = 1  . Dans ce cas, nous appellerons racine isolée 

l'unique racine de  $-0 . Il est d'autre part évident que  (Le,d1(9)) est 

régulier si et seulement si  (Le,d _1(0)) est régulier (l'un est le dual de 

l'autre). Le poids dominant de (L0'd -1(0)) est  -ao , où ao est la racine 

isolée et où  ao désigne la restriction de  ao à  E C.HYqui est une 
 yE  0. 

sous-algèbre de Cartan de  lee,L91 . Le calcul de ce poids dominant comme

combinaison linéaire de poids fondamentaux est aisé à partir du graphe de

Dynkin de  g  . On procède comme suit. Soient  w  (a E  0) les poids  fondamen-

taux de [iG' 0eI : ce sont les éléments de la base duale des Ha(aE 0) 

Soient  ai  (i =  1,2 ou 3) les racines de  0 reliées à  ao  , c'est-à-dire 

telles qu'il existe une arête entre  ao et  ai  . On a  -a o = E  cc 1),y.
1  1

et  ca . = -ao(Ha) . Rappelons comment on calcule ao(Ha) à partir du 

graphe de  Dynkin  : 

            .si.aoeta.1sont reliées par au moins une arête et si

 o I' 'lm on  a oo(H,.)  - -1  ,
1

          .siaeta.sont reliées par j arêtes  (0  s j s 3) et si 

  yy >  l'ail' on a  oro(Hce) -j

Le nombre de composantes connexes de  0 est égal au nombre des  a. . Soit 

 eilacomposanteconnexedeOcontenanta.et soit  L0 un groupe complexe
 1

 impie  dont  le  système  de  racines  est  de  type  Oi  et  tel  que la représentation
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de poids dominant  -ao(Hajwa se remonte sur L9. Alors  Le est localement

isomorphe à GL(1,C)  X  77 L8.et l'action adjointe de L0sur d-1(0) est
isomorphe à la représentation  ^  0  (0-a  (H  )w  ) où  ^ désigne l'action de 

 o  a.  a.

 GL(1,C) sur C (homothéties)  .

La table suivante donne la liste complète des espaces  préhomogènes

(L0,d1(G)) réguliers et irréductibles. Dans la première colonne de cette 

table figure le graphe de Dynkin de  g , la racine isolée y est entourée d'un 

cercle. Dans la deuxième colonne figure le groupe  Le à isomorphisme local

près ainsi que son graphe de Dynkin.  Dans la troisième colonne figure la 

représentation en termes de poids fondamentaux ainsi  qu'entre  parenthèses, le 

numéro qui lui correspond  dans la classification de Sato-Kimura  ([1], § 7 

table I  p. 144)  . Il se peut que ces auteurs aient classifié la représentation 

contragrédiente. Cette table a été obtenue de la manière  suivante. D'après 

le corollaire  11.2.15. il suffit de classifier les  sL,-triplets dont

 l'élément simple h vérifie  a(h)  =  0  V a 4 ao et  ao(h) = 2 pour une racine 

 aodei.Touts1,2-tripletétantconjuguéàuns,Z8-triplet dont l'élément 

 semi-simple appartient à  4 et vérifie a(h) = 0,1 ou 2 pour tout  a  E  ‘1L

la classe de conjugaison d'un  s2,-triplet p-eut donc être représentée par un

 "graphe de Dynkin à poids" où chaque  sommet  a est muni du poids a(h) = 0,1 

ou 2  .  N'importe quel graphe de  Dynkin à poids ne correspond évidemment pas

à un s,22-triplet. Les espaces préhomogènes de type parabolique réguliers et

irréductibles sont donc classifiés par les graphes de Dynkin à poids qui

correspondent à un  sft2-triplet et dont les poids sont tous nuls, sauf un qui 

vaut 2  . Si g est une algèbre de Lie simple de type exceptionnel, on trouve 

dans le travail de Dynkin  ([11] tables 16, 17, 18,  19, 20) une table donnant 

tous les graphes de Dynkin à poids qui correspondent à des  s.22-triplets. 

On en déduit immédiatement la classification des espaces préhomogènes qui 

nous intéressent dans le cas où g est de type exceptionnel. Si g est de 

type classique, une telle table n'existe pas dans  [11]  . Dans ces cas, étant 

donné la racine isolée  a o on  cannait l'algèbre  e (son graphe de Dinkin
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est celui de  g où on a  enlevéo et les arêtes qui y menaient) , ainsi que

la représentation correspondante. En  "fouillant" dans l'article de  Sato-

Kimura (qui examinent toutes les représentations des algèbres de Lie  réductives), 

on en déduit la liste des espaces qui nous intéressent.

Table 1  .

 1)  A2n+1  1

 1  n+1  ct2n+1

GL(n,C) X SL(n,C)

 aI  an en

wtun1

 C  (1)

 2)  Bn  :  n  �  2  ;  3k  s  2n+1  GL(k,C)  x  SO(2(n-k)  +1,C)
 3k  �  2n+1

 0--te  -f#:»
otk -1 cel an-k

 wk -  w1

(15)
cr1akn

 3)  Cn  n  2  3  ;  6k  �  2n  GL(2k,C)  x  Sp(n-2k,C)  6k  s  2n

81=4:»
Ciln - 2kal2k-1

 w2k
-1*  w1

(13)
 a2k  an

 4) Cn : n 2 3  GL(n,C)  2w
n-1

(2)
ancv Of1an -1

 5)  Dn  :  n  2  4  ;  3k  �  2n

a 1k

 GL(k,C)  x  SO(2(n-k))  3k  s  2n

 an -k-1

 a1  crk  -  1  al  an -k

 w1

 (15)

6) D•°m 2 2
2m

 2m-1
 ou

1 2m

 GL(2m,C)

Ot12m-1

 w2
m-1

(3)

 7) E6  SL(3,C)  X SL(3,C)  x  GL(2,C)

CiCiCeCi12121

u)cv2181

(12)
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Table 1 (suite)

 8)  E6  :

 • Goes

 GL(6,C)

 a1  a5

 •  •  e  e  •

w3

(5)

 9)  E7

o 

 GL(1,C)  X  Spin  (12)
 a5

 al  or4  0/
6

 w6(î  Spin)

(23)

 10) E7  : GL(2,C) x SL(6,C)

 • 0.--•-•-•,-•

 e1  a1  015

 w1  w2

(9)

 11)  E7  SL(3,C)  x  SL(2,C)  x  GL(4,C)  w2>w1•I•w1

(non réduit)*
 t *

 •-----• •  e-----o-----e

a, ,u2 u132

 12)  E7  GL(7,C)

1a6

w3

(6)

 13)  E7  : SL(5,C) X GL(3,C)

- _

 w3  :•  w1 

(  1  0)
  4

u4 a1a2

 14) E7  :

dp--. 1  •0  ^

 Spin  (10)  X GL(2,C)

 4:27"--e-s<°/5deal

 w4(21  Spin).  •:•  wl

(20)

•

 15)  E7  :

te d,  o  •

 E6  X GL(1,C)  • 

1  5
6

w5 0

(27)

   L'espace  préhomogène n° 1  1  ne figure pas  dans la liste de Sato et  Iimura

parce qu'il est "non réduit" (voir  ES-Y] , § 2, définition 10, p. 39)  .
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 Table 1 (suite)

16) E8 :  Spin  (14)  X GL(1,  C)

 6

 •  •  • •
 al

l<la7
 w6("fspin)li:

(24)

17) E8 :

 •  •  a  •

 GL(8,0 w3

(7) •  •  •  ^
 •  •  •  _  •  •  •  •

 Cil  ct7

 18)  E8  :

 •-- e t e --®s-•-- •

 •

 SL(5,C)  X GL(4,C)

otat41ot3

w3 w1

 (11)

 19)  E8  :  Spin  (10)  X GL(3,C)

ct4

•—•
a1 

5 Ce2

w(Spin)8w
41

(21)

,

20)En :

 •  o  • •—e----•

E6X GL(2,C)
6(v5 8 w1

 •  (2E

Mt5 al1 ab

 8)

21) E8 : E7 0 GL(1,C)  w6  D

(29) •  •  o-  • e

•

 6
 ct7

 22)  F4  Sp(3,C)  X GL(1,C)

 •—•=e•
 Cr1  Cr2  "Ce3

 w3  e  D

(14)

 23)  F4•:

•---egrzeo—•

SL(3,C) x GL(2,C)

 s S •
 al  0'2  al

 2wi  O w1

(8)
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Table 1 (suite)

 24)  F4  :  Spin  (7)  X GL(1,C)

011 «2 0:3

 w3(Spin)  ® ^

(16)

 25)  G2  :

MEEIPme

 GL(2,C)

 al

3 w1

(4)

 Remarque  11.321. 

 L'espace préhomogène  n 25 de la table précédente est l'exemple des formes 

cubiques à deux variables étudié par Shintani  ([123) 

III. Le cas où n+ est  commutative.               8

            Soit  P8 un sous-groupe parabolique  standard quelconque de G  . 

 Nous dirons (comme Borel et Tits dans  [131) que  P0 est auto-opposé si 

P8et  Psont conjugués.Soit alors  wo  l'élément de plus grande longueur 

du groupe de Weyl de  (g,4) et soit  wo un représentant de  wo dans G  , 
            ---1 - 

on a alorsw
oPOwo= P On en déduit que  g                              -w

otu)

 Pe auto-opposé  R g E  G,g.n49. =  nî  wo0 = -  9  ge  wo.n«O' =  .

PROPOSITION  111.1.

Soit (y,h,x) un  s/2-triplet dans g tel que h E  4 et  a(h) = 0,1 ou 2 

pour tout  a E  $ . Soit  ID =  (a E  Ca(h) =  01 . Le sous-groupe parabolique 

 Pe associé à  0 est auto-opposé. 

                                                   „idy Démonstration:Soit  g =E g,[11,X] =  pXjet soit  yeadxeadx                                                                                    éa--E G. 

On a  no = E g ,  no = E g et  te =  go  . 

 p�1 P  pe-1 

D'après  [9] (chap. VIII  n° 5 prop. 6) y est un isomorphisme de  g  -p 

sur  gp (donc de  n sur  ri«e. ) et de  te sur lui-même  .
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P0est donc  auto-opposé. C.Q.F.D. 

Ce qui précède montre que si l'espace préhomogène irréductible (L8,d1(9)) 

est régulier, alors P0est auto-opposé. Cette condition n'est en général pas

suffisante, elle le sera dans le cas où n+0est commutative comme on le

verra ci-dessous.

Nous supposerons  dorénavant que n-(13- soit commutative. Cette  hypothèse est 

équivalente au  fait que d1(0) =né(ou d-1(0)= n0 ) . Soit R = 
R1e R2 e...e  Rla décomposition du système de racines de g en  compoSantes 

irréductibles (chaque  Ri correspond à un idéal simple de  g ) . Soit  yi 

la plus grande racine de  Ri par rapport à la base  It  n  Ri  . On a  :

la

                          Idecompostion de  yi en racines simples est  1  . 

Onpeut doncsupposergsimple et dans ce cas,la commutativité de n-10- 

implique que  pe soit maximal.

THEOREME 111.2.

Supposons que P00soit maximal,auto-opposé et que n+soit commutative. 

Alors pour tout caractère algébrique x de  Lo  ,x2 est le caractère 

invariant relatif  f2de l'espace  préhomogène (L8,n8)  . 

                 X Démonstration  : Soit  wo l'élément de plus grande longueur du groupe de 

Weyl de  (g,1?) et soit  wo un représentant de  wo dans G (inclus dans le 
                                  — - normalisateur de[)) . On sait que N0P0et wo-1N0P0sont des ouverts de 

 Zariski non vides de G , donc N0P0 n wo-1N0P0•4O. Il existe donc y et  y' 
dans0et p et p' dans P0tels que vp =  w

o  -1v1p1 , c'est-à-dire 
                        - — - 

w
o-.... v'p'p-1 .  On  .en déduit que N0-1nwoN0P0-est un ouvert de                                                          -0 

Zariski non vide de N0nest stable par L0; pour le prouver  îl suffit de 

  ° 

                                                                         -- 

démontrer que w0N0P0est stable par L01Soit g E  Le etwonp un 

élément de wNP(n E N-p E P). 
    o0000

n+commutativen 0

 ) Card((gj-0)  n  Ri

 0/ E  (-o) n  Ri  ,

 décompostion de

  1 V.=  1,...,n, et si

le coefficient de  O dans

Yien racines simples est
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On a gwo-1 npg-1 = wo -1 (7o-g7-1)onpg-1 Peétant auto-opposé L0est 

stable par la conjugaison par  wo , donc  wog  wo  -1 = g' E Le et 

;I- -1 (74-g77,--1 )  npg1 =77-1  „„np  g1 =,,ng,-1g,pg-1 ooooo 

Comme g'n  g'-1 E N.-0et  g'pg-1E P8  ,on a démontré que  0 est L0-stable . 

Soient  y et  p les applications définies sur ?"") par  wov  =  y(v)p(v) 

 (y E  f2 , E  1\18  ,  p(v) E  Pe)  . On remarquera, puisque  wo2 appartient au 

tore d'algèbre de Lie  4 , que  "y(v) E  S2. Soit g E  Le , on a 

wo gvg1.;og7o717;ovg1=`‘7(gvg1)73(gvg1) ,  d'où

wov = (;70g1  7;j1 ) S',(gvg1)(Zog 7;(71 ) (70g1 .17;1 rp(gv g1)g 

     =  \7(v)  73(v)

On en déduit que

 1:,(9v  g  -1) ` o', o) r\;;(v)(w-o',-17oj-1\                                            et       '"

 (1)  p(g,  g-1) = (,7ogo)  ?(v)g1 

Puisque  N0 est  unipotent, l'exponentielle est un isomorphisme algébrique 

entre r- etN9. Soit  Û =  exp-1(?2) .  Soit  X un caractère algébrique            -0 

de  L8 considéré comme caractère de P8en le prenant trivial sur N® 

 Soit  E -2l'application définie sur  Û par f  -2(n) =  x(p(expn))
 X  X

 D'après  l'équation  (1) ci-dessus on a , si g E  Le

f  _2(gn) =  x((exp  g  n.))  =  X(7D(  g(  exp  n  )g1))
X

           1, = X(w
og wo).›Ug.-1) f  -2(n) =  x-2(g)f  -2(n)

 X  X

(car x(7.,og7/o=1) x71(g),puisque wogwo= g-1anlorsque g est dans le 

centre de L8).).Ceci  montre que fest un invariant relatif de caractère 

                            X x72.  Comme  la représentation  (L0'n0) est irréductible, le complémentaire

de la grosse  _orbite est une hypersurface irréductible définie par un  polynôme

   et tous les invariants relatifs sont des puissances entières de f (voir 

 1])  . On en déduit facilement que  Û est la grosse orbite de  (Le,ne)

C.Q.F.D.
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Remarque 111.3.                       D
ans ce qui  précède, la  commutativité de n0 +ne sert 

qu'à rendre préhomogène la représentation (L0'n0) . En fait, on a démontré 

le résultat plus général suivant : soit  P un sous-groupe parabolique en

position standard quelconque de G , astreint à la seule condition d'être

auto-opposé. Dans ce cas, il existe sur  n40- , pour tout caractère algébrique 

 x de Lun invariant relatif de la représentation (Ln) de caractère  9 ,0'0 

                           u--^  x .X1 où  xv                   est défini par X (g) =',0,/ og wo1). 

    -

 o ww 
  owo

Le théorème précédent ainsi que des tables de racines telles que celles que 

l'on peut trouver à la fin de  [6] permettent de dresser une liste des espaces 

préhomogènes (L0'n0) irréductibles réguliers tels que n0soit  commutative.

Cette liste constitue la table 2 ci-dessous, les conventions étant celles de 

la table 1, le numéro suivant le graphe étant celui de l'espace  préhomogène 

de la table 1  .

Table 2.

 A2n+1

 œ2n+1

 1

 a2  a
n+1

 B
n  el•-•

2

 al
 s

 a
n

 C n
 s—

a,

0—

CY
2,

e=e0
4

 or-    •

n

D  n-1

n

5

al

 0  —0  •

 D2n

 al
O—
u2

• — --- •

 a, 2n -1

ou

 2n

6
 q0-0

 E7
 15

^^^

- 214 -



On définit la fonction zêta locale d'un espace préhomogène irréductible et 

régulier  (G,V) par

 Z(co,^) =  cp(x)If(x)ls d*x
V

 *

où d x désigne la mesure G-invariante sur la grosse  orbite de V , s est 

un nombre complexe , cp une fonction de Schwartz sur V et f  l'invariant 

relatif  fondamental. De telles fonctions zêta ont été étudiées par Sato et 

Shintani  ([12], [14],[16]) qui ont établi une équation fonctionnelle liant 

             A 7,(cp,.) et2.(cp,.) où cp est la transformée de Fourier de  cp  . Nous allons 

montrer que lorsque  ri:(1- est  commutative la fonction zêta locale de 

 (L9'ne)  s'interprète  comme une intégrale  d'entrelacement  d'une série princi-

pale de représentations de G induites à partir de  P8 

Soit  y un caractère algébrique de  Le , on le considère comme un  caractère de 

                   /+.  P
8 en posant X(N0)= 1  . Soit  5 la fonction module sur  P8 définie par

'  CP  P')5(P')dP =
Pe-CP)dP 

 0

où dp est une mesure de Haar à gauche fixée sur  P8  ,  l'égalité ayant lieu 

pour toute fonction  intégrable  b  . Soit s E  C et soit  u la représentation 

de G induites le caractère l de  P8  .  L'espace de  rs est  l'ensemble

 Ds =  [yE  Cm(G),  (P(g = 6(P)71X(P)l-scP(g),gEG,pEP] 

                                                     0 

 (e(G) désigne les fonctions infiniment différentiables sur G ) La repré-

sentation  u consiste à faire opérer le groupe par translations à gauche

dans  D
s  . On remarquera que les fonctions de  Ds sont définies par leur

restriction à N8et que les fonctions  c à support compact dans N8                                                          8 

sont des restrictions d'éléments de  Ds  . En effet si  y E .&(1\0 ,)la fonction 

sur G , encore notée  cp ,définie par

 cio(vP)  IX(P)I-s  cp(v) 

cp(g) =  0 si  g  ft  Nepe

appartient à  D
s  . 
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Supposons  P  auto-opposé et maximal. Pour  y E  Ds on pose

A(- -   s,wo)epg) = f cKg wov)dv  où dv est une mesure de Haar sur N0 . 
             N-             0

Il est bien connu que  l'opérateur  y  A(s,17,i0)y entrelace, du moins  formelle-

ment, les représentations (r ,D ) et (r ,D ) . 
              s s -s-s

THEOREME 111.4.

Supposons que  P, soit maximal,  auto-opposé et que  n, soit commutative. 

Si  y est une fonction  C à support compact sur 1\i0on a

A(s,Zro)y(expn' ) = fcp(exp (n+11'))1f_2(n)Isd*n 
   ÛX

où d n est la mesure  L  -invariante portée par  n  .

Démonstration  : On a

 As,wo)cRexp  n' ) =  f  cp(exp  n'  .wo.v)dv 
 N-                 E)

=  J  y(exprI.Wo.v)dv =  J  ne  ..,(v):ip(v))dv 
C2  Û

=  f  cP(exP  n°  .1(v))1X(7)(v))1-s81(7)(v))dv
 Û

 LEMME  111.5. 

L'image de la mesure dv sur  ?2 par  l'application  Y est la mesure 

 8(p(v))dv  .

La démonstration de ce lemme est identique à celle faite par G. Schiffmann 

en rang un  ([15] prop. 2.2) . Donc

 A(s,W0)cp(exp  ne  ) =  y(expn'  .v)lx(7)-1  (v)))1-s847)(Çi-1  (v)))8(P(v))dv
 Û

Or il est facile de voir que  1:^(-1  (v)) = —p(v)-117 2 . On en déduit que 

 A(  s  ,7/)cp(exp = ix(7.7/00i-5871(.7.q2) cp(exp n' .v)Ix(P(v) )(p(v))dv
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Soit  y  expn et désignons par  dn la mesure sur nequi est l'image de 

dv par l'application  exp-1 . On a alors

 A(  s  ,  7,To)cp(  exp  n'  ) = lx(i72.)1-s54;720)Scp(exp(n° +n) ) IXCI;( exP n)) I s 8-(1)(exp n))  dn 

 û

=  lx(^;,2°)  83(7,02),f,  cp(exp(n...))  ifx2 (n)  r  83(7.(exp  n  )) dn

 LEMME  111.6.

     d *  n =  82(-p(expn)) dn est une mesure sur  0 invariante par l'action de 

 L (Une telle mesure est unique à une constante près).

Démonstration du lemme   : Il suffit de montrer quee5(v))dv est une mesure 

sur  ?2 invariante par Le .Remarquons que si g E L@,6(g)S(g) iDet Ad(g-1)1n+I 
=  1Det  Adgi  _I  . On a alors 

 e

 1_  f(gvg1)8(3(v))dv =  s,  f(v)62mg1vg))  d(g-1vg)

        /\171"-1—,        fv),52Ew ogwp(v)gjdu•lvg) (d'après la relation  (1)cidessus)

                                                                   \ =f(v)g5
I(v))8(g)1Det Adg-11Idv =1_ f(v)8por))dv                                           ne,

ce qui démontre le  lemme. On a donc

 A(s,Wo)cp(expn') =  kers  61(7.7D  S  cp(exp(nv+n))1f _2(n)Is d*n 

 X

et ceci démontre le théorème à condition de prouver le résultat suivant. 

 LEMME  111.7.

                                            - 

                      1X(17/20)1= 8(wo2                                         ) = 1  • 

Démonstration du lemme  : Puisque P0est maximal et que dans ce cas le 

groupe des caractères de L0est engendré par un seul élément, il suffit de 

démontrer que 18(17)1 = 1  . On sait ([9], chap. VIII § 5 exercice  10) 

               0 qu'on peut choisir un représentant  ;I de  wo de sorte que 17.0(Xa) = ±  Xw (a) 

                               o (les  Xa  (a E R) formant un système de  Cheyalley) . Soit T le tore
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d'algèbre de Lie  4 et soit h E T tel que  Wo =  wô.h  . On obtient alors 

facilement que WX a.ce(h)wo(a)(h)Xa (les racines étant considérées comme 
        o des caractères de T ) . On a alors  &(w2) = 1Det(Ad(W2)1n+)1-1 

                                                   0 

                                -rrl
a (h) I iwoW(h)1)-1 

                                               aE R+-<0 >+ 

et puisque  PO est auto-opposé, ceci vaut                                       (1,(h)lmh)r)-1 = 1 
                                                      E R'--<0 >+

                                                                              C.Q.F.D. 

Remarque  111.8. La démonstration ci-dessus  n'utilise pas vraiment la commuta-

tivité de n+0.En fait  on démontre ainsi que si le groupe P0est auto- 

opposé la "fonction zêta locale" de l'invariant relatif f (voir Remarque-2

111.3) s'interprète comme intégrale d'entrelacement. 

Nous allons à présent montrer que, si  P est maximal, auto-opposé et si 

 n+ est commutative, la grosse orbite possède une structure  d'espace  symétrique

c'est-à-dire que le stabilisateur d'un point de la grosse orbite a pour algèbre

de Lie l'ensemble des points fixes d'un automorphisme involutif de  Le  .

Rappelons qu'avec les hypothèses faites, d'après les théorèmes  11.2.14 et

 111.2 , l'espace préhomogène  (Le,np est associé  à  un  se2-triplet quasi-

principal. 

 THEOREME 111.9.

Soit P00un sous-groupe parabolique maximal auto-opposé tel que N+soit 

 commutatif. Soient y E n00et x E n-/-tels que (y,He,x) soit un s22- 

triplet. Soit  y =  eadxeadyeadx                                  . La restriction de  y à 10est d'ordre 2

et l'ensemble des points fixes de  y est la sous-algèbre  d'isotropie de x  .

Démonstration  : Soit 21 la sous-algèbre isomorphe à  se(2,C) engendrée par

(0'x) et  considérons g comme un 21-module. Soit gx le centralisateur 

    o de x dans  g . Le centralisateur de H0 dans  g est  ie . Il est facile de 

voir qu'un élément de  g qui commute à x et à H
o0  commute à y  . On en 

déduit que la sous-algèbre d'isotropie  gx  n  ie est égale à  [ZEg,[LZ]=0), 

autrement dit c'est la composante isotypique du module trivial dans  g  .
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Il est bien connu  ([9], chap. VIII § 1  n° 5) que y est un automorphisme de 

L0et  que y2est l'identité sur les sous-modules de dimension impaire. 

Les vecteurs de n0sont des vecteurs dominants de poids 2, ils engendrent donc 

des sous-modules de dimension 3  . On en déduit que  g est somme de sous-

modules de dimension 3 et de dimension 1 .  y2 est donc l'identité sur  g  . 

Le fait que les éléments de  gx  n  Le commutent à x et y  implique facilement 

que y = 1 sur  gx  n 2e  . Il existe un supplémentaire de  gx n  20 dans  Le 

formé de vecteurs de poids  0 de sous-modules irréductibles de dimension 3  . 

Il ressort de  [9]  (chap. VIII § 1  n° 5) que y opère par -1 sur ces

 vecteurs.

 C.Q.F.D.
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