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INTRODUCTION :

La théorie générale des espaces vectoriels préhomogénes, du moins
en ce qui concerne ses applications & l%analyse, est due a M. Sato. Mis & part
des résumés Figurant dans des articles consacrés aux fonctions z&ta assqciées
([12] , [14] , [16]) , le premier exposé en langue occidentale est lfarticle
de M, Sato et T, Kimura ([1]) . Dans cet article, outre des résultats
généraux qui vont &tre rappelés ci-dessous,figure la classification des
espaces vectoriels préhomogénes irréductibles, réduits et réguliers.

Le travail qui suit aborde 1l'étude de certains espaces vectoriels
préhomogénes qui interviennent de maniére naturelle dans la structure des
algébres de Lie semi-simples complexes, il contient notamment les démonstra-
tions des résultats annoncés dans la note [2] qui avaient été exposés lors
d'une conférence au Colloque franco-japonais en octobre 1979 & Strasbourge

Soit g une algébre de Lie semi-simple complexe et soit
95 (i € Zz) une Z- graduation de g , c’est-d-dire une suite de sous-
espaces vectoriels tels que [gi,gj]c gi+j . Soit Go le sous-~groupe du groupe
adjoint G de g correspondant a 8, - Lfaction naturelle de G0 sur g,
{une telle représentation s'interpréte toujours en termes de sous-groupes
paraboliques, comme nous le ferons dans la suite) est préhomogéne, c'est-a-dire
qu'il existe une Go—orbité dans 8, qui est un ouvert de Zariski. Ce premier
résultat figurant dans [2] est en fait dd & E.B. Vinberg ([3]) ainsi que

j%ai pu le déterminer grfce au travail de X. Pommerening ([4], [5]) .
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Par une démonstration différente de la mienne E.B. Vinberg démontre un
résultat bien plus précis : g1 se décompose en un nombre fini de GO—Orbites.

Le plan de ce travail est le suivant :

Dans le paragraphe I ; nous rappelons les principaux résultats
concernant les espaces préhomogénes dont nous aurons besoin., Les démonstrations
se trouvent dans [1] -

Dans le paragraphe II , nous étudions les espaces préhomogénes
décrits ci-dessus. En particulier, nous démontrcns 1l'équivalence, dans le cas
irréductible, de la notion de régularité et l'existence de certains s£2~tri-
plets. On y trouvera aussi la classification des espaces préhomogénes et
réguliers de ce type. Un grand nombre de résultats de.ce paragraphe ont été
démontrés indépendamment et & peu prés simultanément par V.G. Xac ([17]) .
Certains résultats de ce paragraphe ont également été démontrés indépendamment
par K. Pommerening ([4]) que je remercie de m'avoir communiqué une premiére
version de son travail. (voir aussi [5]) .

Dans le paragraphe IIT , nous démontrons que dans le cas particulier
ot [31,31] = 0 la fonction z&ta locale associée a l'espace préhomogéne
s'interpréte comme une intégrale d'entrelacement d'une série principale
dégénérée de représentations du groupe G ., On démontre également que dans ce
cas, la grosse orbite de g1 est un espace symétrique, ctesta-dire que la
sous—algébre d'isotropie d'un point de la grosse orbite est 1'ensemble des
points fixes d'un automorphisme involutif de 8y *

L'étude des formes réelles des espaces préhomogénes étudiés dans ce
travail et des liens entre fonctions.zéta locales et intégrales d'entrelacement
dans un cadre plus général que celuil du paragraphe IITI fera 1l'objet d'un
‘ravall ultérieur.

Je tiens & remercier Gérard Schiffmann, qui a dirigé ce travail, pour
les nombreuses discussions concernant ce sujet et pour ses encouragements

constants,

— 190 —



I. PROPRIETES GENERALES DES ESPACES PREHOMOGENES.

Les démonstrations des résultats figurant dans ce paragraphe se
trouvent dans [1]‘.

gsoit H wun groupe linédaire algébrique complexe et connexe. SOit
p une représentation linéaire ratiomnelle de H dans un espace vectoriel V

de dimension finie sur C .

DEFINITION I.T1. (Sato) .
Le triplet (H,p,V) est un espace vectoriel préhomogéne (en abrégé P.H.)
s?il existe une orbite Zariski-ouverte Q CV . Les éléments de () sont

appelés‘les éléments réguliers du P.H. o

Remarque T.2.

a) 11 est équivalent, dans la définition ci-dessus, d'exiger qu'il existe
une orbite dense pour la topologie de Zariski.

b) On peut aussi montrer que la notion d°espace préhomogéne est en fait
une notion infinitésimale : si H désigne 1%algébre de Lie de H et si dp
désigne la représentation de B dérivée de p , alors dire que (H,p,V) est
préhomogéne est équivalent & dire qutil existe v € V tel que 1l'application
X - dp(X)ev de § dans V soit surjective.

c) Par la suite, lorsqu'il n'y.aura pas d%ambiguité sur la représentation

p , nous désignerons l'espace préhomogéne par (H,V) et p(g).v par g.v.

DEFINITION I.3.
Une fonction rationnelle f définie sur § ‘est un invariant relatif s'il

existe un caractére rationnel  de H tel que

£(p(g)x) = x(g)e(x) ¥x €0, Vg €4

I1 est facile de voir que les invariants relatifs des P,H. sont définis a
une constante multiplicative prés par leur caractére et des exemples simples
montrent qu®il existe des P.H. ne possédant pas d'invariant relatif non

trivial,.
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Soit dx 1le caractére de § dérivé de ¥ . Soit x € Q; si f
est un invariant relatif de caractére ¥ on désigne par wf(x) 1*élément

?f&j du dual de V(df(x) est la différentielle de f en x ) . On a alors la

PROPOSITION I.4.

<cpf(x),dp(A) x>=dx(A) VAEH Yx€Q.

DEFINITION TI.5.
Un P.H. (H,V) est dit régulier s'il posséde un invariant relatif £ tel

* . .
que l'application P, Q =V soit dominante.

PROPOSITION I.6.
Supposons de plus que H soit réductif. Les conditions suivantes sont alors
équivalentes :

i) (H,V) est régulier.

ii) Le sous-groupe d'isotropie Hx d'un élément x € Q0 est réductif.

iii) V-Q est une hypersurface.

IT. ESPACES PREHOMOGENES DE TYPE PARABOLIQUE.

II.17. Notations. Sous-algébres et sous—groupes paraboliques.

Soit g wune algébre de Lie semi-simple complexe, b wune sous-
algébre de Cartan de g et R le systeme de racines de la paire (g,b) . Si
o € R nous désignerons par ga l'espace radiciel correspondant & « et par
Ha 1'unique 1'élément de [g"a,ga] tel que &(HQ) = 2 , Nous désignerons par
R+ (respectivement R ) 1'ensemble des racines positives (respectivement
négatives) par rapport & une base ¢ . Si 0 est une partie de { , nous
¢ésignerons par <8> 1'ensemble des racines qui sont combinaison linéaire

2

“'éléments de 6 . De plus on posera :

<e>t = rPN<e> et <0 =R N <p>.
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Soit bg 1' orthogonal de & : b = {xey ox) =0 Vao€o}.

Le centralisateur .%e de be dans g ‘est

L. =5 @ ( T C.H_ + z gd) .
® % hes ¥ ge<o>
L*algébre .@e est réductive de centre l;e et [le,i«e] = I C"Hcy + z ga
a€ B o€ <>
est une algébre de Lie semi-simple dont z €C.H est une sous-algébre de

a€8
Cartan et 6 est une base du systéme de racine de E.Ze,-@e] par rapport a

cette sous-algébre,
On remarquera également que § = be + T C.Ha , que be et [29,1«9]

o€ 8
sont orthogonaux pour la forme de Killing B de g et que la restriction de

B a JLe est non dégénérée. On définit 1'élément H: de 199 par les

équations

Vo€ 8

1]
o

o (1)

o (1)

2 Vo€ -0
Pour p € Z, on pose dp(e) = {x € g, [Hi,x] = 2pX} . On a alors

do(e) = by et [di(e),dj(e)] Cdi+j(6) i,j €= .

Les sous-espaces dp(e) définissent donc une Z -graduation de g . On définit

les algébres nilpotentes ng et nz) par

ng= Z . += .k d;(8)
o€ R -<6> iz

ng = % _ ¢ - =t a,(e)
a€ R -<6> i<

L'algebre Pg = £e+ n'  est une sous~-algébre parabolique (standard) de g .

]

“mus désignerons par G le groupe des automorphismes de g (1e groupe-adjoint)

) 4 + = axn(n"
st par Ly le centralisateur de Yy dans G . Soit Ng= eXP(l’le) et NQZP‘XP(HS)°
Le groupe Py = LG'N; est un sous-groupe parabolique (standard) de G . On
posera aussil Pe = LG'NS °
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LEMME II.T.7.

Soit Ckng le e idéal de la suite centrale descendante de ng « Ca a
*
Ckng= T a(e) VkENW
p2k P
Démonstration :
Posons D, = £ d (8) . Ona D, = ot = ¢t et{D,,D]CD pour. & et
k p=k P ’ R 0 © L4 m Lm
L3 *
m€ N . On en déduit que Ckng c Dk pour tout k € W .
Démontrons l'inclusion réciproque par récurrence sur k . Supposons que Di
i+ . k+1_ + k + 1+ .
= ES - = =
C'ng pour 1=k . On veut montrer que D, . =C ng [c ng,C ne] qui

N

est égal d'aprés l'hypothése de récurrence a EDk,D1] . I1 reste donc a montrer
e .
que Dy, < [D,D,]

Soit o une racine positive. Posons q.(a) = % o He),q (o) est la somme des
£} 2 o 5]

coefficients des éléments de ¢-6 1lorsqu'on écrit o dans la base ¢ . Soit

X € Dk+1
X= T Zy z, € g”
qe(a)zk-l‘-‘l
Ecrivons chaque «o sous la forme o = a1+ a2+...+ o, ol chaque o interve~ .
n
nant dans la somme est une racine simple et ou chaque somme partielle = o,
i=1 7
est une racine (cela est possible, [6] vI § 1 n° 6 prop. 19) . On en dé&duit que
-1
=Y+ Upheeat O o Y= I o, et ol @, est-la racine de Y-8 d'indice
i=1
maximal intervenant dans la somme. AlOrs
. | o
z =leeellz,2 1,2 Jeeez ] o 2 €g° .
o Y o, az+1 o, o,

i >
Or ZYEDk , z%e D, et Z“ie do(e) pour i > £ . Donc

z, € [.;.[Dk,D1],do(6),...,do(e)] C[Dk,D,I] , dtou X € [Dk,D1]

CeQeFoDe
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II. 2. Etude des espaces préhomogénes de type parabolique,

Le fait que les dp(e) forment une Z -graduation de g implique

qu'ils sont stables par lfaction adjointe de Le .

THEOREME II.2.7. (E.B. Vinberg [3])
d1(9) se décompose en un nombre fini d%Yorbites sous ltaction de Le . En

particulier (Le,d1(9)) est un espace préhomogéne,

DEFINITION IIe2e2e
Dans la suite les espaces préhomogénes de la forme (Le,d1(9)) seront appelés

espaces préhomogénes de type parabolique,

Remarque II.2.3.

* ~ ~ ’
Soit jE&€ W , soit ¢ = z d_(6) . On voit facilement que g est une
€ s P
pEi.Z N
algébre de Lie réductive graduée par dk = dkj(e> , le théoreéme de Vinberg dit
alors que (LG,E1) = (La,dj(e)) est un espace préhomogéne., Ceci permet de se

restreindre & l'espace diindice 1 .
Commengons par déterminer a quelle condition la représentation

(Le,d1(9)) est irréductible.

PROPOSITION IT.2.4.
La représentation (Le,d1(e)) est irréductible si et seulement si Pe est

maximal (c'est-a-dire Card(¢-8) = 1) .

Démonstration : Le étant connexe, il suffit de démontrer que la maximalité de
Pe est équivalente a 1l'irréductibilité de la représentation dérivée

(ze,d1(e)) . Supposons d'abord que P, soit non maximal ;. on sait alors que

8

¥-8 contient au moins deux racines distinctes 51 et 62 . Soient

A {« € &Y, @« B, modulo <@ >}

1

A {0 € Y, «

5 82 modulo <6>1} et soient
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Les sous-espaces V1 et V2 sont des sous-espaces non triviaux et 39— stables

de dT(G) , donc (ze,d1(9)) n'est pas irréductible. Inversement, supposons

P, maximal. Soit B 1'unique élément de -8 et soit XB un élément non

8
nul de gB .81 o€ <0> , [XU’XB] =0 ; XB est donc un élément primitif du

2e—module d1(9) (relativement & une sous-algébre de Borel "opposée" de celle

que 1l'on considére habituellement) . Soit A = {o € R

, @ = Bmodulo <9 > 1} .

o )
On remarquera que d1(e) = Q/EAAQ .81 w€4h, ¥=a +a, +...+<.1/p+5+ozp+1

ou les o, € 8 et ol chaque somme partielle est une racine., Soit

+oco‘l’d£

Y = o+ O Feset ap « Donic @ = B+Y+

1 5 p+1+...+ az , chaque somme partielle

étant une racine. On en déduit que X, = [XCY ,[XQ yeeelX ,[Xy,X J.ee.]
. p
. o
ou les Xa sont des éléments non nuls de gl « On en déduit que ze—module
i

d1(e) est engendré par le vecteur primitif XB . I1 est donc irréductible

(voir par exemple [7]) . CeQeF.D.

Nous allons & présent décomposer les représentations (Le,d1(9)) « Nous iden-
tifierons toute partie de { & un sous-graphe du graphe de Dynkin de ¢ .
I1 est alors possible de parler des composantes connexes d'une telle partie.

si o € Y-8 , on notera wa la composante comnexe de 6 U {o} contenant o .
soit 6 =4 - {0} . soit &4 = T CH_+ T g’ .

o o ea YE Y vYE<B >
Soient o @

Y

+ Y a

m. = T g'; n, = z :
8 + + ' e — -
o ye<¢a>_<ea> o y€<¢a>_<ea>

+

o et on définit 1'élément He € ¢ C.H

o ¢ Y€,
, . G} 5] .
»ar les équations @ a(Ha) =2, Y(Ha) =0 si yE& ea .

On pose d1(ea) = d1(9) Nn y

i est évident que 4, (8 ) = {X € n} , [He,X] = 2X} .
T o Gd o
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PROPOSITION IIe2.5.

a) g(a) = ng + Ze + n; est une algébre de Lie simple de graphe de Dynkin
o o o
v, . '

o

b) Pw)

,ee + ng est une sous-algébre parabolique maximale de g(o) .

o o

c) soit g = 31@ 32@..,9 8, la‘décomp05ition de g en idéaux simples
et soit R = R1@ R2€B...€B Rn la décomposition correspondante de R . Soit I

l'ensemble des indices 1 tels que Ry N(y-6) = ¢ - On a alors

Ly = T g+ T 2 (1a somme des Ze n'est pas directe) .

6 i€1 o€ -8 ery o
a) a.(e) = T a.(8) (somme directe) et chaque d_ (8 ) est 4.,-stable
1 o€ §-6 1w 1Y o S
et irréductible sous l'action de 26 (donc a fortiori irréductible sous
o

ltaction de ze ) .

e) Les éléments Hg (o € $~8) forment une base de be .

Démonstration :
a) tba est connexe, donc la sous-algébre associée a \ha est simple.
b) p(a) est la sous-algébre parabolique de g (¢) obtenue en "otant™"
1%'unique racine ¢« , elle est donc maximale.

¢) 1tinclusion Z g.+ T A, €4 étant évidente, il suffit de montrer

SET T wEy-8 %q ©°

1*inclusion inverse. Comme on a : b < Zg.+ T 4 , cette derniére
’ . i 5]
i€1 v€ V-8 o
résulte du fait que 6 = T R, u U Ba) .
i€1 o€ V-6
d) a.(8) =% gY ol Y est de la forme Yy = T m.B.+ o avec o € {-8 .
1 B.E® i"1
i

L'ensemble des racines simples invervenant dans la décomposition de Yy étant
connexe ([6] chap., VI § 1 n® 6 corollaire 3) , on en déduit que Y € 8, -
Donc d1(9) =z d1(9a) o I1 est clair que d1(e°() est Jg-stable.
Clest un Ee—module irréductible d%aprés la proposition II.2.4.
o
e) Remarquons d*abord que Hg € l;e (¢ € ¥~8) : i1 faut montrer que

B(Hg) = 0 pour tout B € e-ea « Vu la définition de \ha , deux racines

8 € e—ea et v € ‘J;a n'appartiennent pas & la méme composante connexe de
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8 U {a} , on en déduit que PB(H ) = 0 . Comme He = T C H on a bien
Y o Yy
vey
5 oy
o e °

D'autre part, on a dim be = Card(¢-8) . Pour démontrer e) il
suffit donc de démontrer que les éléments Hz sont linéairement indépendants.
Soit Ra le systéme de racines engendré par Wa . Les HY , Y € wa forment

\
une base de systéme de racines inverse R . Puisque y(Hg) > 0 pour tout
vy € Wd , on en déduit que Hg appartient & l'adhérence de la chambre de
Vv \Y

Weyl C, de R, définie par Wu « On sait ([6], chap. VI § 1 n° 6 ,
page 156) qu'lune chambre est composée d'éléments positifs par rapport a la

base. D'ou ,

He =

0’_-62 cy.Hyavec cyzO VYE\VQ/
YEY,

Dfautre part : 2 = a(He) = = ¢ o(H) et o(H,)=<0 si y£Za, onen
@ € 4 he Yoo Y
Y& Yy
déduit que Cy > 0 . Supposons & présent qu*il existe une combinaison linéaire

des Hg qui soit nulle :

o1 = - i = >0
dtou oSy 0 Va€ -6 et enfin By, 0 car c, 0

CsQaFeDo
Remarque II.2.6.
soit Le le sous-~groupe de LE cofrespondant a Le « La proposition précé-
o o

dente montre que l'espace préhomogéne (Le,d1(9)) se décompose en"sous-espaces

préhomogénes" irréductibles (Le ,d (Ga)) . Soient Q et Ca les orbites
o

1
Zariski-ouvertes agsociées., Il est facile de voir que QN est la projection de
Q sur d1(ea) suivant la décomposition en somme directe d1(9) = X d1(9a),

o€ §-9
Des exemples simples montrent qu'en général (1 n'est pas la somme directe des

, o Il se peut de plus qu'aucune des espaces (Le,d1(%)) ne soit régulier

¢ » o

;Lors que (Le,d1(e)) l'est, Par contre, si chaque espace préhomogéne

(Le ,d1(ea)) est régulier, (Le,d1(9)) l'est également et Q= z Q.
d .

o , w€y-6 %
Cela résultera de ce qui suit.
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soit T, T,,...,T une partition de -0 . Soit p'(8) = = a,(e,) . soit

. . o€, .
= % 3 et soit L. 1le sous-groupe de L corresponda%t ER
) e 0 [¢] (%]
o€ I“i o p 5
On a évidémment la somme directe : d1(9) = T D(8) . soit £, la grosse

. 1=1
orbite de 1l'espace préhomogéne (L;,Dg) et Q celle de (Le,d1(6)) .

PROPOSITION ITIe2.7
Supposons que pour tout i = 1,...,p,(L;,D;) soit un espace préhomogéne

. P
régulier. Alors (Le,d1(9)) est régulier et Q= I o, .
i=1

. . . i i
Démonstration ¢ Il est facile de voir que la grosse orbite de (Lg,De) est

la méme que celle de (Le,Dl(e)) » La proposition résulte alors immédiatement du

LEMME II.2.8.

Soit G wun groupe algébrique réductif connexe et soit (G;V) un espace pré-
homogéne. Supposons que V = V, & V2$..o@ V, ou chaque V; est un sous-espace
G-invariant tel que (G,Vi) soit un espace préhomogéne régulier., Soient

0 et Qi les grosses orbites de (G,V) et (G,Vi) respectivement. Alors
(G,v) est régulier et Q= % Qi . De plus, tout invariant relatif de (G,V)

i=1
est un produit d'invariants relatifs des espaces (Gyvj3 N

Démonstration du lemme : Soient fi (i = 1,200,1) des invariants relatifs

polynbémes de (G 7Vi) tels que @, = dfi/fi soit une application dominante,

n

Soit £ 1l'invariant relatif de (G,V) défini par ,f(x1,..u,xn) = T fi(xi) N
i=1

On a ¢(x150e.,xn) = df(x1,.ss,xn)/f(x1,osa,xn) = $1(x1)@$so@ mn(xn) . Puisque

*
x. = ©.(x.) est dominante de (., dans V., , ¢ est dominante de (L &...0
i YivTi i i 1 n
*

d v
lans /4

* %
ev, €..ev =V, donc (@,V) est régulier. D'autre part,
n
det d@(x1,...,xn) = u det dmi(xi) et dlaprés [1] (p. 63) on a, si H
i=1
iégsigne le Hessien de £ : Hf(x) = c.det dcp(x).f(x)k (k = dim V) . Il ressort

£

d'autre part de la démonstration du Corollaire 23 p. 70 de (1] (oﬁ on a
corrigé une petite erreur) que Q= {x | Hf(x)gf(x) # 0} .. On en dédvit que

(%@9..@ Qn < 0, 1lf'inclusion inverse est évidente. D'aprés la proposition I.6.
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Vi- (% est une hypersurface définie par une équation P, = 0 . Ce qui précede

implique alors que 1l'équation de V-0 est
P(x1,...,xn) = P1(x1)P2(32) ves Pn(xn) =0 .
La derniére assertion du lemme résulte alors du fait que les invariants relatifs

de(G,V) sont des produits de puissances des composantes irréductibles de P

(voir [11) C.Q.F.D.

Rappelons qu'un 522— triplet dans g est un triplet (yo,ho,xo) # (0,0,0)

1214 . __'_ = R
d'éléments de g tels que [ho,xO] = 2xo,[ho,yO] = -2y et [yo,xo] hy
Pour les résultats généraux concernant les szg—triplets, on pourra voir

[8],[9] et [11] « Pour p € Z on pose 8, = {x€q, [hO,X] = pX} . On a donc

h h
. o . (@)
X5 € 32 et Yo € g_2 . Soit G le centralisateur de ho dans G. G est

un groupe linéaire algébrique connexe et réductif qui stabilise chacun des
A
espaces 8, * Soit 8, 1'ensemble des x € 8, tels qu'il existe un s£2—
. , . A
triplet de la forme (¥ ,ho,x) . B. Kostant a démontré dans [8] que 3,
h

(¢} . R s s [¢]
est une G -orbite Zariski-ouverte dans g2 , clest-a~dire que (G ,gz) est

un espace préhomogéne,

PROPOSITION II.2.9.
h
(a o,g2) est un espace préhomogéne régulier.

h
: [S 2 - - . . s
Démonstration : G étant un groupe réductif, il suffit d'aprés la proposition

I.6 de démontrer que le sous-groupe d'isotropie d'un point de la grosse orbite
est réductif., I1 nous faut donc déhontrer que G Oﬂ GXO (ou @ ° désigne le
centralisateur de xoy dans G ) est réductif, Démontrons d'abord que la sous-
algébre d'isotropie g °n gxo (ot gho et gxo désignent respectivement les
centralisateurs de h, etde x_  dans g ) est réductive dans g . Soit

% ~ sf(2,C) 1la sous—algeébre engendrée par le slz—triplet (yo,ho,xo) . Soit
m la représentation de SL(2,C) dans Aut(g) compatible avec la structure de

%-moduie de g ([9], chap VIII § 1 n® 4 Th. 2) . Cn a :
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h b4

x€g°ng eUx]l=0enlgX=x Vg€ su(2C).

On utilise alors le lemme suivant :

LEMME II.2.10. ([9] , chap. 7 § 1 n® 5 Prop. 14)
Soit T un groupe, T une représentation semi~simple de I dans Aut(g) .
Alors la sous—algébre m = {X,m(I')X = X} est réductive dans g .

h X b'd h

. . o o
On en déduit que g °n g © est réductive dans g « Le fait que G NG

soit inclus dans GL(8) implique alors par des techniques classiques
h X
([10] exposé 20 ) que G ° N G ° est réductif.

CeQeFaDe

COROLLAIRE II.2.717
. . . A P
—
Soit (yo,ho,xo) un s£2 triplet dans ¢ . Soient g2 et 32 deflnl% comme

A
précédemment. Alors g2— g2 est une hypersurfaces

Démonstration : CYest une conséquence immédiate de la proposition T.6.
CoaQoF.De
Remarque II1.2.12. On peut expliciter un invariant relatif de 1'espace préhomo—

h
. .. A N .. A . .
gene (G O,G2) » On définit g_2 de la méme maniére que g2 o Soit @ 1'iso-

morphisme algébrique entre ‘@2 et @_2 défini par le fait que (@(x),ho,x)
soit un slz—triplet (@ est un isomorphisme car un 522—triplet est entiérement
déterminé par les deux premiers ou les deux derniers éléments du triplet) .

Soit g € @ © , on a [gQ(x),gx] = g[m(x),x] = g.ho = ho ;s on en déduit que

@(gx) = gw(x) « En prenant la différentielle des deux membres, on obtient

gde(x) = dy(gx).g . D'ou
. -2
det do(gn) = det(glq ) det de(x)
, 22

{det désigne le déterminant). ‘'det dp(x) est donc un invariant relatif de
“aractére det(g‘g )2 o L'existence d'un invariant relatif ayant ce caractére
o .

stait conmue ([1]) .
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on sait ([8], [9], £111) aque si (y,h,x) est un 522—trip1et dans g , il
existe un slz—triplet (yo,ho,xoj conjugué du premier par un élément de G
tel que ho € b et tel que a(ho) = 0,17 ou 2 pour toute racine appartenant
a | . Considérons 1l'ensemble dés. sﬂz—triplets (y,h,x) tels que a(h ) =0

ou 2 (&€ {) . On peut montrer que de tels sk -triplets sont caractérisés

par le fait que dim gh = dim gx .

DEFINITION II.2¢13.

Un szz—triplet tel que dim gh = dim gx sera appelé quasi-principal. ’

(Xestant appelle principaux les szz—triplets vérifiant dim gb = dim gx

fl

dim § = dimension minimale des centralisateurs) .

Soit (yo,ho,xo) un szg—triplet quasi-principal tel que h, €h et

u(ho} =0 ou 2 pour tout o€ Yy ., Soit & = {@ € ¢ ; a(ho) = 0} . Alors il
est facile de voir que Le = Gho et Hg = ho . Nous dirons que dans ce cas
l'espace préhomogéne de type parabolique (Le,d1(6)) est associé au
slz—triplet (yo,ho,xo) . Un tel espace préhomogéne est régulier d'aprés la
proposition IT.2.9. Il est faux en général que tout espace préhomogéne
régulier de type parabolique soit associé a un ‘slz-triplet quasi-principal.
Ce résultat est néanmoins vrai dans le cas irréductible, ce sera une conséquence
du. théoréme suivant. Soit 6 une partie quelcongue de ¢ ., Il est évident
querla restriction de la forme de_Killihg B de g & d_1(9)x d1(e) est non
dégénérée. Cela permet d'identifier le dual de d1(9) a d_1(9) . Soit Q< la
grésse orbite de 31(6) « 81 £ est un invariant relatif de (Le,d1(Q))

alors la différentielle df(x) de £ en x € 0 sera considérée comme un

&lément de d_1(6) . Soit alors mf(x) = ar(x)/e(x) € d_1(9) .

THEOREME II.2.74.

Supposons que 1l'espace préhomogéne (Le,d1(e)) soit irréducgible et admette

B ] (HgsHo)

)
un invariant relatif £ . de degré n £ 0 . Alors (- —~5n wf(X),Ho,x)

SCoun szz—triplet dans g pour tout x € Q.
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Démonstration : L'irréductibilité est équivalente au fait -que pe soit maximale

(Prop. II.2.4) et implique donc que le centre be de Le est de dimension
6 e s (*]
. —-— e -
1 99 = C.Ho . Par définition de H, on a [HO,X] = 2x et

[Ho,wf(xﬂ==—2@f(x). Ilsuffit donc de démontrer que
6 .8

B(HO'HO) <]
E™ Awf(x),x] = Hg Yx€Q.

Soit ¥ le caractére de £, on a d'aprés la proposition I.4 :

B((pf(x),[A,x] =dax(a) VA€ Ly ¥ x €Q,

Par invariance de B on obtient

([, (),x],4) = ax(a).

Comme la restriction de B & ZG est non dégénérée et comme dy{[ze,zej} =0
(une algébre semi-simple n'a pas de caractéres non triviaux) , on en déduit

que [wf(x>,x] est un vecteur fixe orthogonal & [ﬁe,ze] . Donc

[op(x),x] = coe (¢ €C) . 0na:

0 ) 5 _© 6
~B([,(x) ,x],8)) = ax(8]) = - ¢B(H_,H]) = Bloy(x),[H],x])
= ZB<@E(X>,X) = 2n (la der -~ ce égalité résultant de 1'identité
d'Euler pour les fonctions homogén=z de degré n ) . D'oll C = - “__%E_E_ .
B(H_,H,)
CoQeFeDe

COROLLAIRE IT.2.15.
Supposons que (Le,d1(9)) soit irréductible. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes.
i) Il existe un invariant relatif non trivial.
ii) (Le,d1(6)) est .régulier,
iii) Hg est 1'élément semi-simple d'un 522—trip1et.
Démonstration :
i) = iii) : c'est'le théoréme brécédent

iii) = ii) : c'est la proposition II.2.9.
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ii) = i) : toujours vrai, par définition de la régularité (voir § 1) .
CeQesFoDs

La proposition suivante caractérise en termes d'invariant relatif les espaces

préhomogénes de type parabolique associés aux stz—triplets quasi-~principauxe.

PROPOSITION II1.2.16.
L'espace préhomogéne (Le,d1(6)) est associé & un szz—triplet quasi-principal
si et seulement si pour tout p = 1 le caractére Xp(g) = det(Adg!d (9))2

P

est le caractére d'un invariant relatif,

Démonstration : Soit (yo,ho,xo) un 512—triplet tel que a(ho) =0 ou 2
pour tout o € § . Soit & = {o € ¥, a(ho) =0} . On construit la sous-algébre
parabolique associée & 6 , ainsi que les espaces dp(e) . Dtaprés [9]

(chap.8 § 1 n® 2) , l'application (adxo )ZP : d_P(G) *\dp(e) est un isomor-
phisme. D'autre part ad(g.xo)2p =g ad(xo)2pg_1 lorsque g € Le » Les deux
assertions ci-dessus sont encore vraliss lorsque x est un élément régulier

de d1(9) puisque d'aprés Kostant ([8]) les éléments réguliers sont exactement
ceux qui entrent dans la composition d'un szz—triplet (y,ho,x) o On en déduit

. . . 2 ot
que si x est régulier det(adx) P est non nul et vérifie

la_(e))

P
2p 2 2p
det((ad(gx) = det det((adx
(e (o)) 91a_(a)) ()™ 6y)
-P p -P

donc det((adx)zP‘d (G)) est un invariant relatif de caractére Xp .
Inversement, soit (Le,d1<6)) un espace préhomogéne de type parabolique
tel que pour tout p 2 1 , Xp soit le caractére d'un invariant relatif. Il

~ _ 2p . . . .
en est donc de méme pour X = 11- Xp .« S0it £ 1l'invariant relatif de

p=z1

caracrére ¥ . Comme précédemment, on désigne par wf(x) 1%élément
ar(x)/e(x) de d_1(6) . Comme dans la démonstration du théoréme II.2.14

on démontre que [wf(x),x] = h, est un vecteur :ixe de be . D'autre part,

£
pour A € Le on a :
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wx(expt A) -1 TT sz(expt A) -1

ax(4) = lim —————— = lin pz1. P -
t=o0 t=o0
sz(expt A)-1 detz(exp(tad A) \ ‘ip(e))q
= £ 1im E——e—— T 2p lim -
p21 t~—o p21 t=o0
= T 4p .Tr(adAid (e)) =2% Tr(ad Hg adAld (e))
p21 P p21 ' P
= 2 Tr(ad He adA | +) = Tr(ad #® aa a4y - +)
- o [n o ln +n
5} 0 5}
] <]
= Tr(ad H. ad A) (car Tr(ad H. ad Ay, ) = Q)
o o U;e
9
= B(H, , A)
Donc  ax(a) = - B(n,,4) = B(Hg,A) , dod n, = - Hg .
(—t‘pf(x)y Hggx) est alors un 5L2—trip1et.
CoaQoFeDe

PROPOSITION IT.2.77e

Les notations sont celles de la proposition II.2.5. Soit (Le,d1(e)) un

espace préhomogéne de type parabolique tel que pour tout o € §-8, (Le ,d1(ea))
o

soit régulier. Alors (Le,d1(9)) est associé a un 5.62-trip1et quasi-principal,

Démonstration : Les espaces <L9’d1(ea)) sont irréductibles réguliers.D'aprés le

théoréme TI.2.14 1ils sont associés & des szz—triplets quasi-principaux

(Ya’Hcey’Xa) de g(a) . D'aprés la proposition II.2,5 e) il existe des

8 .
nombres complexes a tels que He = z aa/Hoz . S0it alors X = z baXa
o o€ §-8 € §-0
2t Y = Z ¢ Y , les nombres b et c_ étant choisis de sorte que
Q€ -8 o o o o
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S} [S]
by Co = 2, PoUr tout a € y-6.0n a [HO,X] = 2X,[HO,Y] = -2Y et [Y¥,X] =
©
L

8
c Y T bx 1= z b Sl = Hg

z ;
w6 %% 0€y-0 %% € -8
Donc (Y, Hg , X ) est un szz—friplet.

CeQsFoDa

IT.3. Classification des espaces préhomogénes de type parabolique irréductibles

et réguliers.

Nous avons vu qu'un tel espace préhomogéne est irréductible si =t
seulement si Card(y~8) = 1 . Dans ce cas, nous appellerons racine isolée
ltunique racine de -8 . Il est d'autre part évident que (Le,d1(6)) est

régulier si et seulement si (Le,d_q(e)} est régulier (1'un est le dual de

1'autre). Le poids dominant de (Le,d_1(6)) est -«

N

, ou o est la racine
o o

isolée et ou &; désigne la restriction de « a r C.1 qui est une

YE B
sous—algébre de Cartan de [26’26] . Le calcul de ce poids dominant comme
combinaison linéaire de poids fondamentaux est aisé & partir du graphe de
Dynkin de g » On procéde comme suit. Soient w, (a € 9) les poids fondameri-
faux de [ze,ze] : ce sont les éléments de la base duale des ¥, (¢ € 9) .

Soient o, (i =1,2 ou 3) les racines de 0 reliées a g, clest-a-dire

telles qu'il existe une aréte entre o, et o . On a -0 = z Coy Yy
i7i

vy

et c = —do(Ha‘) . Rappelons comment on calcule aO(Ha ) partir du
i i

o.
i
graphe de Dynkin :

. si o, et o, sont reliées par au moins une aréte et si
Hag" < “ai“ on a dO(H&.) = -1,
1
. si @, et o, sont reliédes par j arftes (0 S j < 3) ot si
loell >l on = e (2 ) = = -
1
Le nombre de composantes comnexes de © est égal au nombre des di . Soit
ei la composante connexe de 6 contenant o5 et soit Le un groupe complexe
i
‘imple dont le systéme de racines est de type ei et tel que la représentation
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de poids dominant —QO(HQ.)wU. se remonte sur Le. . Alors Le est localement
i i i
isomorphe & GL{1,C) % TT Le- et 1'action adjointe de Le sur d_T(G) est
isomorphe & la représent;tio; 0 (®-—aO(Ha.)ua‘) ou [J désigne l'action de
i i

GL(1,C) sur C (homothéties) .

La table suivante donne la liste compléte des espaces préhomogénes
(Le,qq(e)) réguliers et irréductibles. Dans la premiére colonne de cette
table figure le graphe de Dynkin de g , la racine isolée y est entourée d'un
cercle, Dans la deuxiéme colonne figure lé groupe Le & igomorphisme local
prés ainsi que son graphe de Dynkin. Dans la troisiéme coclonne figure la
représentation en termes de poids fondamentaux ainsi qufentre parenthéses, le
rmuméro qui lui correspond dens la classification de Sato-Ximura ([ 1], § 7
table I p. 144) . Il se peut que ces auteurs aient classifié la représentation
contragrédiente., Cette table a été obtenue de la maniére suivante. D'aprés
le corollaire IIe.2.15. 1l suffit de classifier les sﬁz—triplets dont
1%¢lément simple h vérifie a(h) =0 Vo £ a et ao(h) = 2 pour une racine
o de ¢ . Tout szz—triplet étant conjugué a un sﬁgntriplet dont 1%élément
semi-simple appartient & b et vérifie a(h) = 0,1 ou 2 pour tout a € v,
la classe de conjugaison d'un sZz—triplet peut donc 8tre représentée par un
"graphe de Dynkin & poids" ou chaque sommet « est muni du poids a(h) = 0,1
ou 2 . N'importe quel graphe de Dynkin & poids ne correspond 4dvidemment pas
aun SLZ—triplet. Les espaces préhomogénes de type parabolique réguliers et
irréductibles sont donc classifiés par les graphes de Dynkin & poids qui
correspondent & un s&z—triplet et dont les poids sont tous nuls, sauf un qui
vaut 2 « S1 g est une algébre de Lie simple de type exceptionnel, on trouve
dans le travail de Dynkin ([11] tables 16, 17, 18, 19, 20) une table donnant
tous les éraphes de Dynkin a poids qui correspondent & des s£2—trip1ets.
On en déduit immédiatement la classification des espaces préhomogénes qui
nous intéressent dans le cas ol @ est de type exceptionnel. Si g est de

type classique, une telle table n'existe pas dans [11] . Dans ces cas, étant

donné la racine isolée o, on connait 1l'algébre ze (son graphe de Dinkin
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est celui de g ou on a enlevé o, et les ar8tes qui y menaient) , ainsi que
la représentation correspondante.. En "fouillant"” dans ltarticle de Sato-
Kimura (qui examinent toutes les représentations des algdbres de Lie réductives),

on en déduit la liste des espaces qui nous intéressent.

Table 1 .
GL(n,€) x SL(n,C)
. w o
1) Ay n " 1
Lt e C o R R o—o-«-o-—; -y c (1)
“1 an+1 a2n+1 a.‘ n 1 n
2) Bt =n=z2; 3ks 2 GL(k,C) x s0(2(n-k) +1,€) o, ®w,
3k € 2n+1
Gt = k0=~ ~ D | 68 --8—0 o8- -~ €3 (15)
* oy % %-1 % ¥
3) C,: nz3;6kson GL(2x,¢) x sp(n-2k,C) 6k s 2n 0 @ W,
——r—8-« - 0—(H—a - -~ - XD B -G —s-- =B (13)
ot %ox %% | % Yox-1 ¥ -2k
4) c,: nz3 GL(n,C) 20 .
PN\ S WY W U, OB = = = = P (2)
o, % o, %1
5) D)t nz24;3ksen 6L(x,c) x 50(2(n-kx)) 3k € 2n @ @ w
“ (15)
e—8--- 0—@B—8--- G ~ B O = m n-k-1 15
o o o [+ 4 o
1 k 1 k=1 1 ¥ x
6) Dyt om=22 GL(2m,C) o,
q2m-1
[ G N S ou GG — = — = = = T S N—" (3)
b %om | : ¥om-1
7) Eg * sL(3,€) x sL(3,¢) x GL(2,¢c) 08w 8w,
T  m— o9 ® (12)
01 02 01 02 01
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Table 1 (suite)

8) B, : ' cL(e,t) : w,
- o

o é s 1 > (5)
9) E, GL(1,€) x spin (12) ws(% Spin)

O——p—o—o— (23)
10) E, ' cL(2,¢) x sL(s,c) ®, ® v,

(9)
w2®w1®w1

(non réduit) *

(10)

14) E_ : spin (10) x 6L(2,C) w4(%Sp:'m)'® w,

7 o
o——o——I—o—Q——. o—-o—< 4 ® (20)
a1 015 0'1

15) E, : E. x GL(1,0) - wg ®0
7

o————o———I————o———o———ﬁa ’ (27)
0'1 o
6

L'espace préhomogéne n°® 1 {ne figure pas dans la liste de Sato et Kimura

w

*
parce qu'il est "non réduit" (voir [s-¥] , § 2, définition 10, p. 39) .
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: Table 1 {suite)

16) Eg : spin (14) x 6L(1, €) ws(% spin)®D
o
6
&——o—9p—o — o (24)
[ 4
[ 1 %
GL(8,C
17) Eg : (8,¢) @,
1 A [P (7
% %
18) Eg * sL(5,¢) x GL(4,C) w, @,
| : e e S— —F—p (11)
® 01 d4 0‘1 o
19) Eg * spin (10) x GL(3,C) m4(%3pin)&o1
o
4 e {21)
0'1 a5 a1 o
20) EQ H Es X GI‘(Q:C) (DS ® u:_!
O—O—I—Q—Q—Q—a - . (28)
[+ 4 B
1 5 1
} o
21) Eg : E, ® gL(1,C) w, @O
——o——I—+—o—< (29)
0'1 . 06 .
%7
22) F, sp(3,€) x 6L(1,¢) 0, 80
@—r=—o —t (14)
a o x
1 2 3
23) Fot sL(3,¢) x 6r(2,C) 248w,
—@ > —e —e . (8)
o« % ¢
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Table 1 (suite)

24) F, : : spin (7) x GL(1,C) wa(Spin) ®0
6
s p s (16)
s . 1 d2 d3
25) 8, * ' ) aL(2,c) 30,

P=— =] (4)

Remarque ITe3e1e

L’espace préhomogéne n® 25 de la table précédente est l'exemple des formes

cubiques 3 deux variables étudié par Shintani ([12]) .

I1TI. Le cas ou ng est commutatives.

Soit Pe un sous-groupe parabolique standard quelconque de G .
Nous dirons (comme Borel et Tits dans [13]) que Py est auto-opposé si
PS et P; sont conjugués. Soit alors Wy 1félément de plus grande longueur

du groupe de Weyl de (g,b) et soit w_o un représentant de Yo dans G ,

-, =1 - . .
on a alors Yy PG v,oo= meo(e) - On en déduit que :

+

P, auto-opposé ® d g € G,g@ne

- — g
o =ne@w9=-—9&wsn9=n9@

o )
PROPOSITION I1I.1.

soit (y,h,x) un sk -triplet dans g tel que h € § et a(h) = 0,1 ou 2
pour tout o € ¥ . Soit 8 = {a € §,0(h) = 0} . Le sous-groupe parabolique

Pe associé & © est auto-opposé,

px} et soit ¥ = 23Xy adx ¢ o

Démonstration : Soit 9, = {x e g,[h,x]v
+ -
= g ,n,= L g et L =8 .
0 p21 P e’ pS-1 8 o]
D'aprés [9] (chap., VIII §% n° 5 prop. 6) ¥ est un isomorphisme de 8,

Ona n

sur g, (donc de ng sur n; ) et de 4y sur lui-méme .
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Pe est donc auto-opposé, C.Q:F.De

Ce qui précéde montre que si 1l'espace préhomogéne irréductible (Le,d1(9))
est régulier, alors Pe est auto-opposé. Cette condition n'est en général pas

. N + .
suffisante, elle le sera dans le cas ou n, est commtative comme on le

®

verra ci-dessouse.

Nous supposerons dorénavant que n; soit commutative, Cette hypothése est
équivalente au fait que d1(9) = n; (ou d_1(e) = ng ) « Soit R =

R1 52 R2 €, ..8 %ﬁ la décomposition du systéme de racines de g en composantes

N

irréductibles (chaque Ri correspond & un idéal simple de g ) . soit s

la plus grande racine de i par rapport & la base ¢ N Ri « On a :
cara((¢-8) N R, ) $1 ¥V, =1,se0,n, etsi
+ .
n commutative &

] @ € (4-6) N R. , le coefficient de o dans la

\d compostion de Yi en racines simples est 1 .

On peut donc supposer @ simple et dans ce cas, la commtativité de nt

6

implique que P9 s0it maximale

THEOREME IIT.2.

. . . . + . .
Supposons que P sO01t maximal, auto-opposé et que ne solt commutative,

&}
Alors pour tout caractére algébrique y de Le s X2 est le caractére
invariant relatif £ 5 de l'espace préhomogéne (Le,ng)
X

Démonstration : Soit vy 1'élément de plus grande. longueur du groupe de

Weyl de (g,b) et soit ;; un représentant de w, dans G (inclus dans le

normalisateur de b ) . On sait que NgPe et ;; _1N5Pe sont des ouverts de

Zariski non vides de G , donc NEP9 n ;; —1Ng Pe,% # . I1 existe donc v et v'

dans NB et p et p' dans Pe tels que vp = ;; —1v'p' , C'est-a~dire

- - ~

w_ v =viplp L . On.en déduit que Ng n ;;-4 N;Pe =1 est un ouvert de

Zariski non vide de NE - () est stable par L, ; pour le prouver il suffit de

; = -1
ge Soit g € Le et W, np un

6

démontrer que 5;4 NP, est stable par . L

CIC)

slément de W (ne€N, ,pé€E Py )

o NGPQ
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— 1 ol =1 = —=1 -1 p .
On a gv npg = v, (wogwo )npg . Pe étant auto-opposé L9 est

stable par la conjugaison par ;; , donc ;;g ;;_1 = g' € Le et
—— e ety =1 =1 === =T =
w " (wgw T )mpg  =w "lg'mpg =w g'ng' g'pg ' .

~

Comme g'n g'"1 € NB et g'pg_1E Py , on a démontré que Q est Lg-stable .

Soient ¥ et p les applications définies sur (@ par ;;v = v{(v)3(v)
(v € fo} s ?(v) € Ng ’ g(v) € Pe) . On remarquera, puisque ;;2 appartient au
tore d'algébre de Lie b , que ~(v) € Q. soit g € Ly, ona s

-] - - ~ - ~ -1
! TTuwe = Vave™) BlgvgT) , dton

]

wogvg wogw

e e I N B BN
(w g T Weve G g v (g wi )Rlave g

w Vv
o

Y(v) 3(v)

On en déduit que

~ -1 ~ =1y o~y e
Hovg™) = (g v 1) ¥ @e W) et
~ ~1 — ey o~y =1
(1) p(gvg ) = (wgw ) Pv)g .
Puisque Ng est unipotent, 1l'exponentielle est un isomorphisme algébrique
entre ng et Ng s Soit Q= exp~1(?® . Solt ¥ un caractére algébrique

de Le considéré comme caractére de Pe en le prenant trivial sur Ng o
Soit £ 5 1tapplication définie sur Q par f _2(n) = X(;(exprl)) .
X

X
DYaprés 1%équation (1) ci~dessus ona , si g€ Ly ¢

£ _fon) = x(5(expgn)) = X(B(g(expn)g™"))
X

]

XG5 7o) x(g7T) £ _(m) = xP(g)e ()
X X

(car x(;og 55'1) = qu(g)', puisque ;og ;;'1 = 9—1 lorsque g est dans le

centre de LS)' Ceci montre que £ 2 est un invariant relatif de caractére

xfz . Comme la représentation (Lefh;) est irréductible, le complémentaire

de la grosse .orbite est une hypersurface irréductible définie par un polyndme
et tous les invariants relatifs sont des puissances entiéres de £ (voir

1)) « On en déduit facilement que £ est la grosse orbite de (Le,ng)

Ce QoFoDn
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Remarque II71.3.

. LA e ez +
Dans ce qui précéde, la commutativité de =n ne sert

9
qu'a rendre préhomogéne la représentation (Le,ng) . En fait, on a démontré
le résultat plus général suivant : soit Pe un sous—groupe parabolique en
position standard quelcongue de G , astreint a la seule condition d'&tre
auto-opposé. Dans ce cas, il existe sur ng , Pour tout caractére algébrique

X de Ly, un invariant relatif de la représentation (Le,ng) de caractére

%o XU ow x_ et dérini par %_(g) = X(W g W ') .

[e] \U w
o] o

Le théoréme précédent ainsi que des tables de racines telles que celles que
1%'on peut trouver & la fin de [6] permettent de dresser une liste des espaces
préhomogénes (Le,né) irréductibles réguliers tels que né soit commutative.
Cette liste constitue la table 2 ci-dessous, les conventionsg étant celles de

la table 1, le numéro suivant le graphe étant celui de l'espace préhomogeéne

de la table 1 .

Table 2.
A2n+1 8- ~ (Bt -~ ——B 1
1 2 "4 Yon+1
2
Bn G; ® < = — — — — G TP
4“4 % @

1 2 n
D an-—1 >
n @—-—.——-g [
a1 ) %
QZn—1 6
D2n e = o= ou
o o
1 2 a2n

==1A-Ja s |
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On définit la fonction =z&ta locale d'un espace préhomogéne irréductible et

régulier (G,V) par

. - s %
2(w,s) = [ o(x)]e(x) | a'x
v
~ * 3 > . .
ou d x désigne la mesure G-invariante sur la grosse orbite de V , S est
un nombre complexe , ¢ une fonction de Schwartz sur V et £ 1'invariant
relatif fondamental, De telles fonctions z&8ta ont été étudides par Sato et
Shintani ([12], [14],0161) qui ont établi une équation fonctionnelle liant
A A
2(p,.) et 2(p,.) o @ est la transformée de Fourier de ¢ . Nous allons
+ .
montrer que lorsque ng est commtative la fonction z€ta locale de
(Leane) s'interpréte comme une intégrale dfentrelacement d'une série princi-

pale de représentations de G induites & partir de Pe Y

Soit X un caractére algébrique de L9 , on le considére comme un caracCtére de

Pe en posant x(Ng) =1 , S80oit & la fonction module sur Pe définie par

fp 2(p p*)6(p*)ap = [ 2(p)ap
6 P
5]
od dp est une mesure de Haar a gauche fixée sur Pe , L'égalité ayant lieu
pour toute fonction intégrable & . Soit s € € et soit w_ la représentation

de G induite par le caractére ‘x‘s de Py . Ltespace de T est l'ensemble

b, = (6€C°(0), als ») = 5(»)Z[X(p)|™e(a), g € G, p € Py]

(Cm(G) désigne les fonctions infiniment différentiables sur G ) « La repré-
sentation T consiste & faire opérer le groupe par translations & gauche
dans DS . On remarquera que les fonctions de DS sont définies par leur
restriction a NE et que les fonctions Ccn & support compact dans Ng

sont des restrictions d'éléments de DS . En effet si ¢ € jKNB) , la fonction

sur G , encore notée ¢ ,définie par

cp_(vp) 5(p)% |x(2) | o(v)

1]

o(g) 0 si gf NP,

appartient a DS .
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Supposons Py auto-opposé et maximal, Pour o € D, on pose

A(s,v_ao)cp(g) = ‘f o(g Vzov)dv ot dv est une mesure de Haar sur Ng .
N
e —
Il est bien connu que l'opérateur ¢ = A(s,wo)¢ entrelace, du moins formelle-

ment, les représentations (TTS,DS) et (rr__S,D_S) .

THEOREME 1II.4.
Supposons que Pe soit maximal, auto-opposé et que ng soit commutative.

-]
8i @ est une fonction C & support compact sur Ne on a

A(s,ﬁo)tp(exp n') = I olexp (n4n®))]|e _2(n) lsd*nv
Q X

*
o dn est la mesure Le—lnvarlante portée par Q.

Démonstration : On a

A(s,;fo)cp(exp n') = IN_ o(exp n' .v—lo.v)dv
5 ‘

= I’V cp(expn'.,\??oav)dv = j~ o(exp n' V(v).p(v))dv
Q 0

= [ o(expnt . 5()) (B |62 (G (v) av
Q

LEMME III.D.
L'image de la mesure dv sur fo] par 1l'application ?(‘ est la mesure
8((v))av .
La démonstration de ce lemme est identique a celle faite par G. Schiffmann
en rang un ([15] pProp. 2.2) « Donc
a(s, 5 )p(expnt ) = [ olexpnt ) xEE T (DN 2EEE T ()G ())av

0
Or il est facile de voir que ;(":{‘_1 () = ;(V)—'lv_voa . On en déduit que

a5, Yolexp ) = |x@AFER) [ alexpntov) Ix(F()) [F6EG())av
Q
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Soit v = expn et désignons par dn la mesure sur n; qui est 1'image de

dv par l*application exp—1 « On a alors
Als, 7 )p(expnt ) = |X(#) \“Sa%<x‘vi>fﬂw<exp<n-+n>> |x(3(exp n)) [*63(5 (exp n)) an
= IX(Gi)l—sé%(§§)£$w(exp(n'+n))iiﬁz (n)[s 6%(;(exp11)) dn .

LEMME III.6.

* 1~ :
d'n = 82(p(expn)) dn est une mesure sur () invariante par 1'action de

L. « (Une telle mesure est unique 2 une constante prés).

8

1~
Démonstration du lemme : Il suffit de montrer que 62(p(v))dv est une mesure

sur O invarianfe par Le .Remarquons que si g € Le,é(g) = ‘Det Ad(ng)‘n+l =
0

= |Det Adg‘n_! « On a alors
[}
L e(gva M) 82 (3(v) )av -L £(v) 82 (3 (g™ vg)) alg”Mva)

U -
= jL f<V)52[W09 ¥, ! p(v)gla(g 1V9> (dtaprés la relation (1)ci~dessus)
0

= [ s@8EE)s(9) et agsT ) jav = [ 206 G(M)av
Q 6 o

ce qui démontre le lemme. On a donc

(=3

A(s,u e(expnt) = |x(32)]7° 62(W2) [ lexp(nts)e_(m)]* a'n
X

et ceci démontre le théoréme & condition de prouver le résultat suivant.

LEMME III.7.
Ix(@)|= 8(#2) = 1 .

Démonstration du lemme : Puisque Pe est maximal et que dans ce cas le

groupe des caractéres de Le est engendré par un seul élément, il suffit de

démontrer que lé(Gg)‘ =1 . On sait ([9], chap. VIII § 5 exercice 10)
qu'on peut choisir un représentant ﬁé de w_ de sorte que Gé(xa) =% Xwo(a)

(1es X, (¢ € R) formant un systéme de Chevalley) . Soit T 1le tore

— 217 —



d*algébre de Lie } et soit h € T tel que Go = ﬁé.h « On obtient alors
facilement que ﬁi Xa = % a(h)wo(a)(h)xd (les racines étant considérées comme

des caractéres de T ) . On a alors 6(§§)

\Det(Ad(ai) W) |~
5]

T L e @) o @@ D
<H>

o€ R -

et puisque Pe est auto-opposé, ceci vaut “ (‘w(h)‘ia(h)\_1)—1 =
+ +
¢€R ~<0> .

CeQeFeDo

Remarque ITI1.8. La démonstration ci-dessus n'utilise pas vraiment la commuta-
tivité de ng . En fait on démontre ainsi que si le groupe Pe est auto-

opposé la "fonction z&ta locale" de l'invariant relatif f - (voir Remarque

X
III.3) s'interpréte comme intégrale d'entrelacement.

Nous allons & présent montrer que, si P, est maximal, auto-opposé et si

]

+ . . \ N
ne est commutative, la grosse orbite posséde une structure dfespace symétrique
c'est-a-dire que le stabilisateur d'un point de la grosse orbite a pour algébre

de Lie l'ensemble des points fixes d'un automorphisme involutif de Le .

Rappelons qu'avec les hypothéses faites, d'aprés les théorémes 1II1.2.1714 et
ITI.2 , 1'espace préhomogéne (Le,ng) est associé a un s£2—triplet quasi-

principal.

THEOREME TII.9.

. . . ) + .
soit Pe un sous—-groupe parabolique maximal auto-opposé tel que Ne soit

commutatif. Soient v € 1'1.e et x € n; tels que (y,Hg,x) soit un 522—

adx ady adx
e e e

triplet, Soit ¥ = . La restriction de ¥ & L, est d'ordre 2

0

et 1l'ensemble des points fixes de ¥ est la sous-algébre d'isotropie de x .

Démonstration : Soit ¥ la sous-algébre isomorphe & s4(2,C) engendrée par
(y,Hg,x) et considérons g comme un A-module. Soit gx le cén&ralisateur
de x dans g . Le centralisateur de Hg dans g est 29 . I1 est facile de
voir qu'un 2lément de g qui commte & x et a Hz commte & y » On en
déduit que la sous-algébre d'isotropie gx n ﬁe est égale & {%€g,[9,2]=0},

autrement dit c'est la composante isotypique du module trivial dans q -
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I1 est bien connu ([9], chap. VIII § 1 n® 5) que Y est un automorphisme de
Le et que y2 est 1'identité sur les sous-modules de dimension impaire.

Les vecteurs de ng sont des vecteurs dominants de poids 2, ils engendrent donc
aes sous-modules de dimension 3 . On en déduit que g est somme de sous-
modules de dimension 3 et de dimension 1 . Y2 est donc 1l'identité sur g .

Le fait que les éléments de gx n Ee commutent & x et y implique facilement
que ¥ = 1 sur gx n ze . I1 existe un supplémentaire de gx N Ze dans Le
formé de vecteurs de poids O de sous-modules irréductibles de dimension 3 .

11 ressort de [9] (chap. VIII § 1 n° 5) que Yy opére par -1 sur ces

vecteurs,.

CoeQeFoDo
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