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第 1章 

 

序論 
 

1.1   研究の背景 
内燃機関の環境への高度な調和や更なる高効率化や高出力化の要望に対して，シリンダヘッド

など重要部品の機能設計による品質の向上がますます重要になってきている．特に舶用ディーゼ

ルエンジンに代表される産業用エンジンでは燃料として軽油より低質な重油も使用されるため，

燃焼性能やエミッション性能だけでなく，産業用エンジンとして信頼性や耐久性が求められてい

る. 

産業用ディーゼルエンジンは，舶用主機関やパワーボートなどのマリン分野，各種作業

機の原動機などの産業機械分野から，分散型発電システムなどに代表されるエネルギー分

野まで幅広い分野で利用されている.このディーゼルエンジンに求められる基本性能は，低

燃費でクリーンな燃焼性能を追求し地球環境との調和を目指すとともに，長年の実績，ノ

ウハウに加え，近年急速に発展している数値シミュレーション技術などを結集して，優れ

た耐久性をはじめ，軽量コンパクトで高出力，高速化を実現することにある. 
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図 1.1および図 1.2には，舶用ディーゼルエンジンの高出力化および軽量化の年代推移を

示す．過給機などの高性能化に加え，可変機構やコモンレールなどのデバイスの出現によ

り，近年急速に軽量高出力化が進んでいる．現在，エンジンの最高筒内圧力は 15MPa～20MPa

にまで達している．そのためエンジン部品には，このような非常に厳しい機械荷重に抗し

得る剛性の確保が求められる．一方，燃焼室を構成するシリンダヘッド，ピストンやシリ

ンダライナは運転中に 2000℃を超える燃焼ガスにさらされている．実際の産業用ディーゼ

ルエンジンの場合，シリンダヘッドなどの高熱負荷部品の設計に対しては，信頼性・耐久

性を重視し機械荷重に対する疲労安全率に加えて温度に対しても設計規準を設けている.し

かし，実際の開発段階での過酷な耐久試験などでは，繰り返し負荷される厳しい熱や機械

荷重などにより，シリンダヘッドなどに亀裂が発生することがある.この亀裂は，ウォータ

ハンマーや焼きつきなどの重大故障の原因となるためエンジンの耐久性上問題である.ま

た，シリンダヘッドの高熱負荷は，弁・弁座の摩耗やガス吹き抜けなどとも密接に関係し

ており，エンジンの耐久性を決める大きな要因となっている．したがって，シリンダヘッ

ドなどの高熱負荷部品の設計に対しては，機械荷重に対する疲労損傷や，熱ひずみ増加に

よる熱疲労寿命低下や過度な熱変形を避けるために，温度分布や剛性分布の観点から，最
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適な構造や形状を検討する必要がある.しかし，機械荷重に対する剛性の確保と温度低減の

ための熱抵抗低減はほとんどの場合において相反する要求となるうえ，エンジンの軽量化

によりその剛性は年々に低くなっているため，これらの要求を同時に満足させる設計解を

得ることは非常に難しくなっている．それゆえ上述の問題を解決するためには，最適設計

手法の援助が不可欠になっている． 

このような問題を解決する方法として，構造最適化の利用が考えられる．構造最適化は，

力学的観点と数学的な最適化手法に基づき，構造物の最適な形態や形状を求める方法で，

対象とする複数の性能を向上可能な設計案を合理的に導くことが可能であり，上記の課題

を解決する方法として有望視されている． 

エンジン部品の中でも，シリンダブロックや連接棒など，主に機械荷重のみを考慮する

部品の設計に対しては，すでに形状最適化手法が適用されており，市販のソフトウェアも

普及・活用されている．しかし，シリンダヘッドなどの熱の影響を考慮する必要のある部

品に対しては，主な研究対象は，熱疲労寿命の予測や高温領域における材料モデルの構築

に主眼がおかれている[1] [2]．すなわち，熱を考慮した構造最適化については，最適化にお

ける熱の取扱いが難しいため，これまでほとんど研究がなされていないのが現状である． 

そこでまず，これまで研究されてきた構造最適化手法に関する過去の研究の流れをまと

めたうえで，本研究の目的とその位置付けを明確にする．  

 

1.2  構造最適化の歴史と分類 
構造最適化を中心とした最適設計の方法を大別すれば図 1.3 に示すように，寸法最適化，

形状最適化，トポロジー最適化の 3種類に分類される． 

寸法最適化は，最も簡単な構造最適化の手法である．図 1.3(1)に示すように，板厚最適化

や梁の断面寸法最適化に代表されるように，形状やトポロジーは固定した状態で構造物の

寸法を最適化することを主な目的としている．形状最適化は，構造物の外形そのものを設

計変数として最適化する方法である．形状最適化は，滑らかで具体的な外形状が得られる

ので，寸法最適化と比較してより高い性能が期待できる．但し，最適化の過程でトポロジ

ーが変化することはない．すなわち新たな部材を創成したり，構造物内部に新たな穴がで

きることはない．これに対してトポロジー最適化は，あらかじめ固定設計領域を定め，そ
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の領域内で最適な材料配置を求める方法である．そのため，性能を抜本的に改善したり，

従来にはなかった形態を創出できる可能性がある． ここではまず，上述の最適化手法の特

徴と歴史を述べた後，本論文で述べる，熱問題への適用について述べる． 
  

L1 L2

H1 H2

(1) Sizing optimization (2) Shape optimization

(3) Topology optimization
 

Fig.1.3 Structural optimization methods 

 

1.2 .1 寸法最適化 
寸法最適化は，最も簡易な構造最適化の方法で，1962年に Schmit [3] により提案された．

この手法では，対象とする構造に対して，向上をねらった性能を目的関数に，その性能向

上を行うために変更可能な設計寸法を設計変数とし，機械的あるいは幾何学的な条件など

を制約条件として最適化問題を定式化し，数学的な最適化手法を用いて最適化を行う．基

本的には，梁の長さや高さのような機械的あるいは構造的な寸法を設計変数として最適化

を行う場合が多い． 

 

1.2.2 形状最適化 
形状最適化は，構造物の外形形状そのものを設計変数として最適化を行う手法であり，

1973年にGallagherとZienkiewicz [4] によって最適設計の分野に有限要素法を導入すること

により提案された．形状最適化は，寸法最適化と比較して設計変数により高い自由度を持
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つので，より高い性能をもつ構造が得られる可能性が高い．しかし，形状最適化は波打ち

現象などの数学的な問題も多く含み，その後の発展においてはそれらの問題の解決が中心

的な研究対象となった．なお，波打ち現象とは，最適設計時に有限要素モデルの境界上の

節点を設計変数として選択すると，節点を結ぶ形状が波を打ったような形状になってしま

う現象である． 

 形状最適化が持つ問題点は，構造の形そのものが設計変数であるということに起因する．

そのため，構造物の有限要素モデルを最適化の途中で変更することが必要となる．形状の

変更が比較的小さい場合には，外形形状のコントロールポイントの配置を変更することで

有限要素モデルの節点がつりあいを保ちながら移動し，有限要素の凸性が保護されるため，

感度解析や適切な最適化手法によって問題を解くことができる．しかし形状の変化が大き

い場合は，要素が極端に歪んでしまい，大きな近似誤差が生じてしまうという問題点を持

つ． 

 この問題を解決するために，Bennettと Botkin [5] は，アダプティブメッシュとスプライ

ン近似を基礎においた手法を提案しているが，方法論があまりにも複雑なめ，あまり普及

していない．また Imam は，基底ベクトル法 [6] を提案している．この方法は，最適形状

は複数の形状基底ベクトルの重み付き総和で表されることを前提に最適構造を得る．その

ため上述の波打ち現象は生じない．さらに，基底ベクトルを，仮想荷重を作用させた場合

の構造の変位モードで与える方法 [7] も提案されている．さらに Azagami [8] は，変位コン

トロールを荷重負荷問題に変換した力法と呼ばれる手法を提案している．この解法は，境

界値問題が定義されている領域を線形弾性体とみなして，形状変動に関する拘束条件下で，

形状勾配関数に負号を付けた値を表面力として作用させたときの変位場を速度場として得

る方法である．この手法は現在までに，線形弾性問題 [8]，固有振動問題 [9]，周波数応答

問題 [10] など，工学的問題に広く適用されている． 

 このように形状最適化は，有限要素モデルで構造を表現し，各要素の節点を最適化手法

により移動させることで，外形形状を変更し最適構造を得ることが可能なため，エンジン

鋳物部品のような複雑形状を有する構造に対しても，適用しやすいという利点がある．し

かし，形状最適化では有限要素モデルに関わるあらゆる物理量を取り扱うことができる反

面，設計領域のトポロジーまでは変えることができないため，抜本的な改善が行われない
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という可能性がある．さらに，いずれの方法論も，熱，構造，振動など単一の現象を対象

としており，シリンダヘッドの熱応力問題のように，形状変化に伴う温度変化を考慮した

最適化手法の検討はなされていない．また，有限要素法を用いたシリンダヘッドの耐久性

予測手法や最適化に関する研究もこれまで行われているが，現象や構造の複雑さのため十

分な検討ができているとは言い難い. 

 
1.2.3  トポロジー最適化 

構造最適化の中で，トポロジー最適化が，性能の抜本的改善が可能で，もっとも自由度

の高い方法であるとされている．トポロジー最適化は，構造最適化問題を，指定した固定

設計領域の中での材料配置問題に置き換えることにより，最適構造を求める手法である．

1988年に，Bendsøeと Kikuchi [11] により提唱されて以来，多くの工学的問題に適用されて

おり，剛性最大化問題 [12] をはじめ，固有振動数最大化問題 [13] [14]，ピエゾ素子アクチ

ュエータ設計[15] [16] やコンプライアントメカニズム設計 [17] [18] など多くの分野に適

用されている．さらに近年では，熱拡散問題や熱アクチュエータ設計 [19] の分野への適用

についても報告されている． 

トポロジー最適化の基本的な考え方は，最適構造を示す拡張された固定設計領域 D と次

式に示す特性関数 Ωc の導入にある． 

 Ω

1 if Ω
( )

0 if \Ω
d

dD
c

Îìï= í Îïî

x
x

x

　

　 　
           (1.1) 

ここで，Ωd は求めるべき本来の設計領域を示す．この固定設計領域 Dにおいて，特性関数

Ωc を用いて材料の有無を示せば，任意のトポロジーを持つ構造を表現することができる．

しかし，この特性関数はいたるところで不連続な点を持つ可能性がある．この問題を解決

する方法として，基本的な分類として，均質化法に基づいた方法論 [11]，密度法あるいは

SIMP(Solid Isotropic Material with Penalization)法 [20] に基づいた方法論，などがあり，この

うち均質化法および SIMP法が主流となっている． 

一方 ESO(Evolutionary Structural Optimization)法 [21] は，最初に固定設計領域 Dを有限要

素分割しておき，応力制約などの制約条件をもとに不必要な要素を除去し，形状をより良

い方向に発展的に変化させる方法である． 
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1.3  熱拡散問題に対するトポロジー最適化 

上述のように，トポロジー最適化は，構造最適化問題を固定設計領域内の材料配置問題

に置き換えることにより，構造の形態変化をも許容でき，最適構造を創出できる利点をも

つ．トポロジー最適化の熱拡散問題への適用については，場の方程式の単純性により，1980

年代に均質化法に基づいた基本理論の確立を目的に，多くの研究 [22] [23] [24] がなされて

いる．さらに Liら [25-27] は ESO(Evolutionary Structural Optimization)法を熱拡散問題に拡

張している ．しかし，これらの研究の重点は数学的な理論の構築に置かれ，工学的応用の

検討はされていない．その後，均質化法に基づいた方法の他に，SIMP(Solid Isotropic Material 

with Penalization)法に基づいた方法論 [28] [29] が提案されたが，いずれの方法論においても，

設計空間の緩和においては有限要素内で材料密度を一定と仮定し，要素間での不連続な材

料分布を許容している．そのため，チェッカーボードなどの数値的な問題を生じる可能性

をもっているうえ，熱分布にアンダーシュートやオーバーシュートが生じる問題点が指摘

されている．特に，内部発熱を伴う問題では，内部発熱量も設計変数とともに変化するた

め，この数値不安定性の問題は顕著になるうえ，実際の発熱量との相違も生じると考えら

れる．近年，Gersborg-Hansenら [30] は，有限体積法に基づいたトポロジー最適化の方法を

提案しているが，設計空間の緩和には SIMP法を用いており，上に示した数値的な問題を生

じる可能性をもつ．これに対して， Matsuiと Terada [31] や，Rahmatallaと Swan [32] は上

述の数値的な問題を克服する方法として，構造問題を対象に，材料分布の連続性を仮定し

たトポロジー最適化を提案しているが，熱拡散問題への適用・検討はされていない． 

さらに熱拡散問題においては，物体の表面への熱伝達境界条件の設定を必要とする問題

が存在する．従来までに提案されている熱拡散問題に対するトポロジー最適化手法では，

固定設計領域の境界上に，熱流束や温度を設定する境界条件を前提とした最適化問題のみ

を対象としている．これは，従来のトポロジー最適化によって得られる最適構造が，設計

領域の密度分布として表現されるため，明確な外形形状を表現できなく，そのため熱伝達

境界条件などのように，最適構造を示す領域の境界（以後物体境界と記す）を必要とする

境界条件については，取り扱うことが難しいためである． 

上述の物体境界への境界条件設定に関する問題に対し，構造問題を対象とし，物体境界

に圧力荷重が作用する問題について，Chen と Kikuchi [33] ，Sigmund と Clausen [34] や
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Bourdin と Chambolle [35] は，直接，物体境界に圧力荷重を作用させるのではなく，非構

造部分に仮想的な流体要素を配置し物体境界に圧力荷重を作用させる方法を提案している．

しかし，この方法は，圧力荷重が作用する問題に特化した方法で，熱拡散問題への適用は

難しい．さらに設計変数依存性を考慮した荷重条件設定の事例として，重力荷重が作用し

た場合の構造最適化についての報告事例もある[36] [37]． 

これに対して，Yoonと Kim [38] は，物体境界への境界条件設定方法の熱拡散問題への適

用として，要素間の結合性を節点間に配置したリンク要素で表し，これを設計変数として

最適構造を求める ECP(Element Connectivity Parameterization)法を提案しているが，この方法

は連続体力学との理論的整合性がないなどの問題点を持っている．さらに Ryuと Kim [39] 

は，設計変数依存性を有した形状関数を用いて，これにより生じる要素間の温度分布の不

連続性を利用した熱伝達境界の抽出および熱伝達係数の設定方法を提案している．また，

Bruns [40] は,隣接する要素密度の差によって物体境界を抽出する方法を提案している．し

かしいずれの方法論も，熱伝達係数は構造表面上で一定と仮定しており，形状変化により

生じる熱伝達係数の局所的な変化を考慮することはできていない問題点をもつ．このよう

に，トポロジー最適化においては，構造表面への熱伝達条件の設定方法について，抜本的

な解決がされているとは言い難い． 

他方，近年新しいトポロジー最適化の方法として，レベルセット法に基づいた方法論 [41] 

[42] が提案されている．この方法は，スカラー場であるレベルセット関数場の等位面を用

いて，物体の外形形状を陰的に表現し，レベルセット関数を更新させることにより，最適

化過程における，形状の更新を表現する方法である．この方法においては，陰的ではある

が明確な境界が存在するため，設計境界上に物理的な境界条件を課すことが可能になるた

め，上述の物体境界への境界条件設定に対する問題を抜本的に解決できる可能性を持つ． 

 

1.4  熱・構造連成問題に対するトポロジー最適化 

これまで述べてきたように，トポロジー最適化は，熱拡散最大化問題のほか，剛性最大

化問題 [12] ，固有振動数最大化問題 [13] [14] など多くの問題に適用されている．しかし，

従来までの方法では，熱拡散，剛性もしくは振動特性などの単一の現象のみを取り扱って
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おり，温度低減と剛性向上を同時に考慮する必要があるような設計問題に関する研究事例

は少ない． 

近年，XiaとWangha [43] は，レベルセット法を用いて，熱を考慮した剛性最大化を目的

とした最適化手法を提案している．しかし，熱の影響については，固定設計領域全体に均

一の温度差を与えているのみであり，より現実的な温度分布を考慮するためには，熱流束

などの熱境界条件を持つ熱伝導方程式を解き，その結果に基づいた温度場による熱変形を

検討する必要がある．さらに，物体境界における熱伝達条件についての検討も行われてお

らず，加熱や冷却条件といった実際の熱の授受を考慮した構造最適化はできない上，温度

低減と剛性向上を同時に検討する必要があるような問題に対しても検討がなされていない．   

また，従来までに提案されているレベルセット法に基づく構造最適化 [41] [42] と同様に，

レベルセット関数の更新をハミルトンヤコビ方程式に帰着して行うため，設計領域に穴が

創出されるような形態変更が許容されないという問題点を持つ．これに対して Yamada ら 

[44] は，構造の形態変更を可能とする方法として，レベルセット関数の更新を反応拡散方

程式に帰着して行う新しいトポロジー最適化の方法を提案している．この方法では，目的

汎関数にレベルセット関数の勾配項を付与することにより，最適化の過程において，設計

領域内に仮想的な界面エネルギーを与え，その大きさを設定することにより，最適構造の

複雑度を陰的に設定可能な特長をもち，過度に複雑な構造が除かれた工学的に有効な最適

構造を創成することができるという特徴がある．熱拡散最大化問題においては，メッシュ

サイズによっては過度に複雑化した最適解が得られる場合があることが報告されている 

[30]．物理的な妥当性を維持しながら，工学的に有効な設計解を得るためには，このような

複雑な構造を除く必要があり，上述の手法はこの問題を解決できる可能性を持つ． 

 

1.5  本論文の構成 

 機械製品に対する，更なる高性能化や軽量化の要望は今後も続くと考える．これらの要望に対

して，信頼性・耐久性に対する要求は変わることはないため，今後，ますます高性能化・軽量化

と信頼性・耐久性のより高い次元での両立が求められる．したがって，製品設計においては，よ

り高度な解析技術や設計手法が要求されると考える． 

 本論文においては，構造最適化手法において，熱の影響を受ける機械構造物に対しても
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適用可能な，新たな計算手法を提案する．またその手法を用いた熱弾性体の，熱応力最小

化，熱拡散最大化および熱拡散と剛性の同時最大化を目的とした構造最適化技術を構築す

る．そして，それぞれの提案手法において，いくつかの簡単な数値例を示し，その有効性

を示す． 

本論文は，6章から構成されており，次章以下の概要を示す． 

第 2 章「形状最適化を用いたエンジンシリンダヘッドの肉厚分布最適化」では，シリン

ダヘッドなどのエンジン鋳物部品のように，自由局面を有する複雑形状部品を対象として，

最適化により更新される形状の変化に対応した温度分布を考慮可能な形状最適化手法を構

築する．まず，対象とするシリンダヘッドについて説明した後，最適化における形状アッ

プデートに適用したメッシュモーフィング技術ついて述べる．この方法と，有限要素法お

よび最適化アルゴリズムの組合せにより，熱応力最小化問題に対する形状最適化手法を構

築する．そして，本手法をシリンダヘッドの熱応力最小化問題への適用し，本章で提案す

る方法論の妥当性を検証する． 

 第 3 章「熱伝導問題に対するトポロジー最適化」では，熱伝導体の性能を，形態変化も

含めて改善することを目的として，熱拡散問題に対するトポロジー最適化を構築する．ま

ず，トポロジー最適化における設計空間の緩和に用いた均質化法について説明し，これを

用いた連続的材料分布を仮定した固定設計領域の緩和法について述べる．さらに，全ての

熱的境界条件に対して目的関数の最大化問題として扱える全ポテンシャルエネルギーを用

いて，新しい構造最適化手法を提案する．そして，簡単な熱伝導問題に関する数値例によ

り，本章で提案する方法論の妥当性を検証する． 

 第 4 章「熱伝達問題に対するトポロジー最適化」では，第 3 章で述べた構造最適化手法

を，固定設計領域内に存在する物体境界上の熱伝達境界条件を考慮可能な手法に拡張する．

まず，近似 Hat関数を用いた固定設計領域内に存在する物体境界の抽出方法を説明した後，

その境界上へ設定する熱伝達条件を定式化する．さらに，熱伝達係数の形状依存性を考慮

するための代理モデルを構築し，物体境界の形状に依存した熱伝達条件の設定方法を提案

する．この最適化問題を解く方法として，均質化法と逐次線形計画法を基にしたトポロジ

ー最適化アルゴリズムを構築し，簡単な数値例により，本章で提案する方法論の妥当性を

検証する． 
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 第 5 章「熱・構造連成問題に対するトポロジー最適化」では，熱弾性体の熱拡散と剛性

の同時最大化を目指す，二目的構造最適化手法を提案する．まず，本手法で適用したレベ

ルセット法による形状表現および形状のアップデートの方法について述べる．これを熱・

構造連成問題に適用し，熱，構造の各々の全ポテンシャルエネルギーに重み付け総和法を

適用することで目的関数を定式化し，熱拡散および剛性の双方の影響を考慮した構造最適

化手法を提案する．そして，簡単な数値例により，その有効性を検証する．ここでは，従

来の機械荷重に対する剛性最大化の考えに加えて，構造物の温度低減の考え方を導入する

ことにより，構造物の剛性向上と温度低減の両方の要求を満足する構造を創出できる手法

の提案を目指している．  

第 6章「結論」では，本研究で得られた成果と今後の展開・課題をまとめる． 
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第 2章 

 

形状最適化を用いたエンジンシリンダヘッドの肉厚
分布最適化 
  

構造最適化の中で，性能の抜本的改善が可能で，もっとも自由度の高い方法として，ト

ポロジー最適化が提案されている．この方法は，構造最適化問題を，固定設計領域内の材

料配置問題に置き換えることにより，構造の形態変化をも許容でき，最適構造を創出でき

る利点をもち，剛性最大化問題 [12]，固有振動数最大化問題 [13] [14] など多くの問題に適

用されている．トポロジー最適化の熱拡散問題への適用 [22] [23] [24] についても研究がな

されている．しかし，現時点では，エンジン部品の 1 つであるシリンダヘッド（以下，ヘ

ッド）のような複雑形状を有する鋳物部品への適用に対しては，応力問題への適用の困難

さや計算時間の観点から，実用上難しいという問題点を持つ．一方，形状最適化手法とし

て，力法 [8]，基底ベクトル法 [6] などが提案されており，工学的問題に広く適用されてい

る．力法は，外形形状を変動させる感度を，線形弾性問題の境界値問題より求める方法で

あり，有限要素メッシュを利用して最適形状を求めることができるという利点を持つ．基

底ベクトル法は，形状を複数の基底形状ベクトルの線形和で表現し，各基底形状ベクトル

の重みを最適化することにより最適形状を求める方法である．これらの方法論は基本的に

はノンパラメトリック最適化手法であるため，設計変数の定義が容易であると言う利点を

持つが，いずれの方法論も，熱，構造，振動など単一の現象を対象としており，ヘッドの

熱応力問題のように，形状更新に伴う温度変化を考慮した最適化手法の検討はなされてい

ない．また，有限要素法を用いたヘッドの耐久性予測手法や構造最適化に関する研究もこ

れまで行われているが，現象や構造の複雑さのため十分な検討ができているとは言い難い. 

そこで本章では，以上の問題点を克服するために鋳物部品のような自由局面を有する複

雑形状部品を対象として，形状依存性をもつ温度分布を考慮可能な形状最適化手法を構築

する．以下では，対象とするヘッドについて説明した後，最適化における形状アップデー

ト方法として，メッシュ品質の維持を目的としたモーフィング技術の適用について述べる．

この方法と，有限要素法と最適化アルゴリズムの組合せにより，熱応力問題に対するパラ
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メトリック形状最適化手法を構築する．さらに，本手法の有効性を検討するため，実際の

ヘッドへの適用例について述べ，その結果の妥当性について検討する． 

 

2.1  ヘッド構造と解析モデル 
図 2.1にディーゼル機関のヘッド構造の 1例を示す．本章では，吸気 2弁，排気 2弁の 4

弁式ヘッドを対象としている． 

ヘッドは燃焼室の一部を構成するとともに動弁機構や吸排気機構などの機能を有してお

り，機関部品の中で最も複雑でかつ重要な部品である． 

ヘッドの疲労損傷に対しては，熱ひずみ増加および高温使用での材料強度低下を避ける

ために部品温度を低減するとともに，熱応力集中を避けるために構造や形状を検討する必

要がある．特に燃焼面の排気弁と吸気弁の間（以後，弁間部と記す）は，高温かつ構造的

に応力集中しやすい部位であり，クラック発生に対して注意が必要である．弁間部を効率

よく冷却し，ひずみを低減するために，エンジン冷却水の流れシミュレーションや構造解

析を行い，適正な燃焼面肉厚や冷却水流れの分布を検討することが，ヘッドを設計する上

で重要な課題となっている． 

燃焼面の弁間部に発生する，熱に起因するひずみ mechanicale は， 

mechanical constraintK Te a= D                  (2.1) 

と書くことができる．ここで，a ， TD ， constraintK は，ヘッド材料の線膨張係数，運転中と

停止時の部材の温度差，ヘッド構造に起因する拘束率を示す．上式に示すように，ひずみ

を低減するためには，温度差を低減することが最も有効であり，これまでも温度低減方策

として，例えば，エンジン冷却水流量の増加による冷却能力の向上や，肉厚を薄肉化する

ことで熱抵抗を低減する手法などがとられている．しかし，現時点では，このような対策

は，流量増による機械損失の増加や薄肉鋳造技術など，克服すべき問題が多い． 

 一方式(2.1)に示すように，ひずみは，ヘッド構造に起因した拘束率を低減することによっ

ても低減が可能である．運転中の温度分布によるヘッドの熱膨張は，ヘッドの肉厚分布や，

ボルトや燃料弁ボス部などにより拘束される．そのため，ヘッド構造の剛性分布を最適化

し，ヘッド弁間部などの危険箇所の熱膨張をコントロールすることで，発生するひずみを

抑制し，熱疲労寿命向上さすことが可能である． 
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Exhaust portsIntake ports

Water jacket

Nozzle hole

 

Fig.2.1 Typical cylinder head structure 

 

ヘッドの燃焼面の弁間部には，鋳造時の残留応力，締め付け時に発生する応力に加え，

運転時には筒内圧力や温度による応力が発生する．特に熱応力は，残留応力，組み付け時

や筒内圧力による応力にくらべ 10 倍以上大きいことが報告されている[45]．したがって，

ヘッドの耐久性を向上するには，運転中の熱応力を低減することが最も重要である． 

 

(a) Temperature (b) Minimum principle stress
 

Fig.2.2 Distributions of temperature and stress in a cylinder head 
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図 2.2に，ヘッドの温度分布と熱による最小主応力分布の解析例を示す．通常，ヘッド燃

焼面は熱膨張がヘッド構造により拘束されることから圧縮場となる．特に図に示すように

ヘッド燃焼面では，弁間や弁ノズル孔間のように最も断面積が小さくなる箇所に熱応力が

集中する． 

図 2.3に，エンジンの起動から稼動時にかけてヘッド弁間部に発生する応力ひずみ挙動の

概念図を示す．エンジンの起動と同時に部品温度は上昇し，それに伴い熱変形が増加する．

しかし実際には熱変形はヘッド構造により拘束されるため，圧縮の熱応力が温度上昇に伴

い増加する．その後，エンジンを停止することで部品温度が低下し，ひずみと応力も同様

に減少する．このような熱の影響がエンジンの発停により繰り返し負荷されることにより

生じるヘッド燃焼面の疲労亀裂は，Out-of Phase タイプの疲労現象であると言われている 

[1]． 
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Fig.2.3 Schematic view of stress-strain history during engine operation 
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この亀裂に至る繰り返し熱サイクル数Nfと運転中に発生するひずみΔεの間には次式に示

すManson-Coffin則が成り立つことが知られている． 
α
fN ε AD =                       (2.2) 

ここで α と A は，材料試験により同定される係数である．式(2.2)に示すように，低サイク

ル疲労寿命を評価する場合はひずみ振幅を評価する必要がある．そのため Finite Element 

Method (以下，FEM)では，材料非線形解析を行う必要がある．しかし本研究では，構造最

適化手法の構築に主眼を置いており，厳密な寿命を扱うわけでなないので，FEM で用いる

材料は線形材料とし，ひずみではなく応力を，耐久性を評価する代替値として用いる． 

図 2.4に解析に用いた FEMモデルを示す．本解析では，計算効率向上のため，ヘッド，

バルブシート，ヘッドボルトのみをモデル化するとともに，1気筒分を切り出し，切り出し

面には対象条件を設定した．なお，ヘッドボルトはビーム要素でモデル化し，ヘッド下面

のガスケットと接触する場所には，ヘッドガスケットとシリンダブロック剛性に相当する

バネ要素を配置した．節点数 4610，要素数 16055 (C3D4要素)，である．FEM解析は汎用

有限要素法パッケージの ABAQUS(Dassault Systemes Simulia Corp.)を使用した． 

 

 

Fig.2.4 Finite element model of a cylinder head 
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表 2.1 に解析に用いた材料物性値を示す．材質は，一般的な片状黒鉛鋳鉄である．なお，

物性値は常温での値である． 

 

Table 2.1 Material properties of gray cast iron 

Young’s modulus
Poisson’s ratio
Tensile strength

0.2% proof stress
Thermal conductivity

110 GPa
0.26

294 MPa

230 MPa

51 W/mK
Thermal expansion coeff. 12.5×10-6 1/K

 

 

2.2  ヘッド燃焼面の肉厚分布最適化問題 
本節では，ヘッドを対象とした熱応力問題に関する最適化問題を定式化するとともに，

そのアルゴリズムを示す． 

 

2.2.1 設計変数の設定 

従来の形状最適化では，複雑な形状変更を表現するため，直接に表面節点移動による方

法，境界を表す既知関数の組合せによる方法，要素パターンを変更する方法，逆変分原理

による方法などを用いて，最適化計算サイクルの中で形状を修正する．しかし，これらの

方法を使って実際の設計問題を計算する時に，変数のグルーピングや解析メッシュのリメ

ッシングなどの問題が存在している．複雑な形状最適化問題が対応でき，幅広く使われる

方法はまだ確立していない．そこで本研究では，上述のような形状アップデートに対する

問題を克服する方法として，モーフィング技術を適用する．モーフィングとは，既存のメ

ッシュモデルを利用して，節点や要素ベースで形状変更する手法であり，この機能を利用

することにより，最適化時のフレキシブルな形状変更に対応できるだけでなく，メッシュ

品質を維持したままでの形状変更が可能である．なおモーフィングには，DEP/MeshWorks 

Morpher (茨城日立情報サービス)を使用した． 

図 2.5に，最適化において設定した設計変数を示す．設計変数は，ヘッド燃焼面に対する
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冷却水側の節点の上下方向座標成分とする．設定した変数の数は，110である．最適化によ

り節点が上下することで，ヘッドの肉厚分布が変化し，最適な肉厚分布が得られる．この

設計変数として定義した節点に対し，モーフィングで駆動させる節点集合を定義し，各集

合にコントロール節点を定義する．そして，このコントロール節点を設計変数として最適

化を行う．なお，設計変数の数は 16である．製品内部に存在する節点は，デフォーマブル

節点とし，コントロール節点の移動に追従できるように設定した． 
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Fig.2.5 Setting of design variables  

 

2.2.2 最適化問題の定式化 

最適設計の目的は，初期形状で応力の高い部分の応力を抑え，分散化させることである．

そこで目的関数 Fには，図 2.6に示す最も応力が高い Point Aと Point Bの節点における最小

主応力の平均値をとる．すなわち 

( )Point A Point BF Average σ ,σ=                                (2.3) 

ここで Point Aσ および Point Bσ は，Point Aおよび Point Bの節点に補間された最小主応力を示す．
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制約条件は構造重量の上限値とコントロール節点の駆動範囲とし，最適化問題を以下のよ

うに設定する． 

 

Find   x=[x1, x2,・・・, xn]                              (2.4)  

Minimize  F 

Subject to   

Equilibrium equation and  

xmin< Design variables < xmax                             (2.5) 

V＜Vmax                                              (2.6) 

 

ここで，xは設計変数を並べたベクトルを示し，その成分は，モーフィングにおけるコント

ロール節点 xiである．また xminおよび xmaxは，設計変数の上下限値を，Vは最適形状の体積，

Vmaxは体積制約の上限値を示す． 

 

Point A

Point B

 

Fig.2.6 Evaluation points of optimization  
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2.2.3 最適化アルゴリズム 

図 2.7に最適化のフローチャートを示す．最初に，インプットデータより，モーフィング

設定データを作成する．次に有限要素解析により，熱伝導方程式を解き，温度場 T を求め

る．その値を用いて，弾性方程式を解き，熱応力場 σを求める．得られた σより目的関数，

体積制約の値を求める．目的関数が収束すればアルゴリズムを終了し，そうでなければ目

的関数，体積制約の設計変数 xi に関する感度を求める．得られた感度をもとに，モーフィ

ングと最適化手法を用いて設計変数 xiを更新する．その後，最初のステップから繰り返す． 

 なお本研究では，最適化手法として，許容方向法と一般化縮約勾配法の両方の長所を生

かして，精度のよい解を効率的に求めることができるMMFD (Modified Method of Feasible 

Directions)を用いる．最適化エンジンは，iSIGHT (エンジニアスジャパン)を使用した． 

 

Input data

Solve temperature field

Solve thermal stress field

Calculate objective function 
and total volume

Converge?

Calculate the sensitivities of
objective function and volume
with respect to design variables

Update design variables
using MMFD and

Morphing

End

Set up Morphing parameters

 

Fig.2.7 Flow chart of optimization method 
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2.3  数値例による提案手法の検証 
ここでは，本章で示した最適化手法の，ディーゼルエンジンシリンダヘッドへの適用例

について述べるとともに，本手法の妥当性について検証する． 

 

2.3.1 ヘッドの形状最適化 

図 2.8に最適化によって得られたヘッド燃焼面の最小主応力分布，図 2.9には最適化の履

歴，図 2.10 最適化によって得られた応力低減結果を示す．なお最適化は，設計変数の駆動

範囲を 3- から 5 とし，体積制約の上限値は，は元の体積の 99.5%に設定し実行した．計算

回数は 150 回である．また最適化の過程におけるメッシュ更新において，メッシュ品質低

下による解析エラーは生じなかった． 

式(2.3)で設定した目的関数を最小化することにより，図 2.10に示すように，Point A, Bと

もに初期値よりも応力を低減することができた．Point Bにおいて約 19％の改善効果が得ら

れたが，Point Aでは，改善効果は約 4%であった．これは，初期形状においてノズル孔と弁

孔の隙間が狭く，応力集中がこの寸法関係に強く依存してしまっているためと考えられる．

Point Aの応力改善には，弁やノズル孔を小径化するなどの基本的な寸法の見直しが必要と

考えられる． 

 

(a) Stress distribution in original 
structure

(b) Stress distribution in optimal 
structure  

Fig.2.8 Comparison of minimum principle stress for original and optimal structures 
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Fig.2.9 History of optimization 
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Fig.2.10 Effect of stress reduction upon optimal structure 
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図 2.11 に，最適化によって得られた燃焼面肉厚の増減分布を示す．なお，黒色は肉厚の

増加，白色は減少を示している．図に示すように，Point Bにおいて肉厚が増加しており，

その両側で減少している．これは，応力集中部の肉厚をアップさせ，断面積を増加するこ

とにより応力集中を緩和させるとともに，その両側を薄肉化することで，応力を面内方向

に拡散させた結果であると考える．以上のように，本手法により物理的に妥当な最適形状

を得ることができた． 

increase

decrease

 

Fig.2.11 Wall thickness distribution of optimal structure 

 

2.3.2 実験計画法による初期形状の設定 

通常，形状最適化を行う場合，最適解は設計変数の初期値すなわち初期形状に依存する

場合があり，大域的な最適解であることを保障することが難しい．このような問題を克服

する方法として遺伝的アルゴリズムなどの探索的手法を用いることが考えられるが，局所

探索が不得手，高い計算負荷などの問題点がある．そこで本研究では，初期形状が最適形

状に与える影響を検討するため，実験計画法（以下 DOEと記す）を用いる．すなわち，DOE

によりあらかじめ設計変数と目的関数の応答を求め，DOE により得られた最良点を初期形

状として最適化を行う．なお DOEでは 3水準の L81直行表を用いた． 
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Fig.2.12 History of optimization 

 

図 2.12に，最適化の履歴を示す．なお目的関数および体積は DOEを用いない場合の初期

形状における値を 1 として正規化している．計算回数は 78 回であった．図に示すように，

DOEの最良点を初期値とした時点で，5%の目的関数の低減が得られており，さらにMMFD

を実行することにより合計 12%の目的関数の低減が得られた．体積は，元の体積の 99.5%

であった． 

 図2.13に，MMFDと初期形状設定にDOEを用いた場合のPoint A ,Bの応力の比較を示す．

図に示すように各ポイントそれぞれにおいて改善効果が得られた．DOE を用いない場合と

比較して，約 3～4%の応力低減効果を得ることができ，初期形状決定に DOEを用いること

の効果を確認できた． 
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Fig.2.13 Comparison of stress reduction of optimal structure using MMFD and DOE+MMFD 

 

2.4  まとめ 
シリンダヘッドの熱応力の最小化問題に対して，パラメトリック形状最適化手法の適用

について検討した結果，以下の結論が得られた． 

 

(1) エンジン鋳物部品のような熱を考慮すべき最適設計問題に対して適用可能な，パラメト

リック形状最適化手法を構築した． 

 

(2) 形状最適化におけるメッシュアップデートへのモーフィング技術の適用は，メッシュ品

質の維持および計算効率化の観点から有効であることを確認した． 

 

(3) 形状最適化における初期形状設定に実験計画法を用いることで，局所最適解を回避し得

る可能性があり，より最適な解を得るうえで有効であることを確認した． 
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(4) 本章では，最適化の過程における形状の更新に伴う温度変化を考慮し，ヘッド燃焼面の

肉厚分布を最適化した．その結果，熱応力最小化問題に対しても，形状最適化手法が有

効であることを確認した．ただし，本手法は，局所的な形状をより良い方法に修正する

場合には効果が期待できるが，新たに部材が追加されることや穴があくような形態変化

までは許容しておらず，得られる最適解は初期設計形状に依存すると言える．構造のト

ポロジー変更をも含んだ抜本的な構造変更を検討する場合には，他の最適化手法の援助

が必要と考える． 

    そこで以下の章では，上述の問題を抜本的に解決することを目的とし，熱伝導体を

対象とした，構造物の境界上の熱伝達を考慮可能な，熱拡散問題に対するトポロジー

最適化を構築し，さらにこの手法を熱拡散と剛性の同時最適化を目的としたトポロジ

ー最適化へ拡張する． 
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第 3章 

 

熱伝導問題に対するトポロジー最適化 
  

第 2 章で示したように，形状最適化問題では，本来無限個の設計変数を取り扱う必要が

あるが，実際には数値解析上の手段を用いる段階で，有限個の従来構造境界上にある有限

要素形状を制御パラメータとして，有限個の設計変数で最適化を行う手法である．すなわ

ち，形状最適化は，構造物の外形形状そのものを設計変数として最適化を行う手法であり，

構造の形態変化までは許容しない．これに対して，トポロジー最適化は，設計変数にきわ

めて大きな自由度を持ち，構造物に要求される性能を大幅に改善できる可能性を持つ．こ

れは，トポロジー最適化が構造物の形状だけでなく，構造物内に設けられる穴の個数等や

構造の位相変化を取り扱うことが可能なため，性能の抜本的改善が可能になるからである．

そしてこれまで，トポロジー最適化は，剛性最大化問題 [12] ，固有振動数最大化問題 [13] 

[14] など多くの問題に適用されている．   

トポロジー最適化の熱拡散問題への適用については，場の方程式の単純性により，1980

年代に均質化法に基づいた基本理論の確立を目的に，多くの研究 [22] [23] [24] がなされて

いる．しかし，これらの研究の重点は数学的な理論の構築に置かれ，工学的応用の検討は

されていない．その後，均質化法に基づいた方法の他に，SIMP(Solid Isotropic Material with 

Penalization)法に基づいた方法論 [28] [29] が提案されたが，いずれの方法論においても，設

計空間の緩和においては有限要素内で材料密度を一定と仮定し，要素間での不連続な材料

分布を許容している．このため，チェッカーボードなどの数値的な問題を生じる可能性を

もっているうえ，熱分布にアンダーシュートやオーバーシュートが生じる問題点 [38] が指

摘されている．特に，内部発熱を伴う問題では，内部発熱量も設計変数とともに変化する

ため，この数値不安定性の問題は顕著になるうえ，実際の発熱量との相違も生じると考え

られる．さらに設計領域の境界上に設計変数を設定することができないので，境界上の熱

伝達を表現することが難しい欠点ももつ．近年，Gersborg-Hansenら [30] は，有限体積法に

基づいたトポロジー最適化の方法を提案しているが，設計空間の緩和には SIMP法を用いて

おり，上に示した数値的な問題を生じる可能性をもつ．これに対して，Yoonと Kim [38] は，

これらの問題を回避するため，要素間の結合性を節点間に配置したリンク要素で表し，こ
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れを設計変数として最適構造を求める ECP（Element Connectivity Parameterization）法を提案

しているが，この方法は連続体力学との理論的整合性がないなどの問題点を持っている．

他方， Matsuiと Terada [31] や，Rahmatallaと Swan [32] は上述の数値的な問題を克服する

方法として，構造問題を対象に，材料分布の連続性を仮定したトポロジー最適化を提案し

ているが，熱拡散問題への適用・検討はされていない． 

そこで本章では，以上のような数値不安定性や境界条件の設定に関する問題を抜本的に

解決するために，構造物の熱伝導問題に対して，材料分布の連続性を仮定した，均質化法

に基づく新しいトポロジー最適化手法を構築する．さらに簡単な数値例により，本章で提

案する方法論の妥当性を検証する． 

 

3.1  トポロジー最適化 
トポロジー最適化の基本的な考え方は，図 3.1 に示す固定設計領域と次式に示す特性関数

Ωc の導入にある．すなわち，最適構造となる本来の設計領域Ωdを包含する固定設計領域 D

を最初に設け，その固定設計領域と特性関数 Ωc を用いて，最適化問題を材料分布問題に置

き換える． 

Ω

1 if Ω
( )

0 if \Ω
d

dD
c

Îìï= í Îïî

x
x

x

　

　 　
      (3.1) 

上式の Ωc を用いれば，固定設計領域 D内の座標 { }1 2, Tx x x= にある点が，Ωd内にあるかど

うかの判断をすることにより，最適構造を決定することが出来る．しかし，固定設計領域

において， Ωc はいたるところ不連続な特性を持つことになる．この問題を解決し，大域な

観点から連続な値を得る設計空間の緩和方法として，均質化法 [11] や SIMP 法 [20] が用

いられている．均質化法は，固定設計領域内の無限小の領域で生じる 0，1の状態を，無限

小のマイクロストラクチャを仮定し，その均質化された材料定数を算出することにより，

大局的な見地から解釈できる状態を得，不連続性の問題を解決している．また，最適化の

定式化の段階では，有限要素法による離散化を前提としていない．すなわち，定式化を続

体力学に基づいて行っており，数学的な一貫性が確保される． 

 



 
 
 
 
                第 3章  熱伝導問題に対するトポロジー最適化  31 

 

Fixed design domain D

Optimal structure Wd
0cW =

1cW =

 

Fig.3.1 Characteristic function related to material distribution 

 

これに対して SIMP法では，固定設計領域 D内において特性関数 Ωc を用いて任意のトポロ

ジーを持つ構造を表現する点では同じであるが，材料の特性に等方性を仮定して，弾性テ

ンソル Eを正規化された密度 r の関数 fとして簡易的に次式とおく．  

0( )f=E Er                        (3.2) 

ここで 0E は，等方性材料の弾性テンソルである．関数 fの最も一般的なものは， 

( ) pf =r r                         (3.3) 

である．ここで，pはペナルティを与えるパラメータである．通常 pの値は 2～3が利用さ

れている．このように SIMP法は，簡易的な関係式をもちいているため，パラメータの設定

によっては関係式が物理的に存在しない可能性がある．Bendsøeと Sigmund [29] は，2つの

材料が混在するときの弾性係数の境界を示す，Hashin-Shtrikman [46] の境界条件より，pの

とるべき範囲について述べている．しかしこの値を用いて p の範囲は決められても，実在

する材料との対応を厳密に評価することは難しい． 

 そこで本章では，連続体力学に基づき定式化されており，数学的な一貫性が確保されて

いる均質化法に基づき，熱伝導問題に対するトポロジー最適化を定式化する． 
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3.2  均質化法に基づくトポロジー最適化 
ここでは，均質化法の基本的な考え方を述べた後，熱拡散問題における，設計空間の緩

和に必要な，均質化熱拡散テンソルを導出する．さらに，導出された均質化熱拡散テンソ

ルを用いた，熱拡散最大化問題を定式化するとともに，そのアルゴリズムを構築する． 

 

3.2.1 固定設計領域の導入 

まず，特性関数 Ωc を用いて，本来の設計空間Ωdで記述される仮想仕事の原理の式を，

拡張された固定設計領域 Dにおいて成り立つように書き換える．今，図 3.2に示すように本

来の設計空間Ωdが，熱拡散テンソル κ の熱伝導体であるとする．この熱伝導体には，内部

発熱 bが作用しているものとする．そして熱伝導体の境界Γcは温度が cに固定され，境界Γq

には熱流束 qが作用しているとする．このとき，平衡状態におけるΩdの温度場 uに関する

仮想仕事の原理は次式となる． 

( ) ( ) for
d d q

T d dT T d bTd qTd T V T V
W W G

Ñ Ñ W = W+ G Î " Îò ò òκ 
  (3.4) 

ここで， dV は次式に示す関数空間である． 

1{ ( ) with almost everywhere on }d
d cV T H T ce= Î W = G      (3.5) 

TÑ は線形温度勾配で，次式で表される． 

1 2 3

T T T TT
x x x

ì ü¶ ¶ ¶ï ïÑ = í ý
¶ ¶ ¶ï ïî þ

                           (3.6) 

ここで， 1H は，ソボレフ空間を示す． 

次に，式(3.1)の特性関数を用いて，式(3.4)を拡張された固定設計領域内 D 内で成り立つよ

うに書き換えると，以下のようになる．このように，構造最適化は，固定設計領域 D で，

与えられた目標が達成できるような熱拡散テンソル cWκの分布を求める問題と捉えること

ができる． 

( ) ( ) for
q

T T d d

D D
T T d bTd qTd T V T Vc cW W

G
Ñ Ñ W = G + G Î " Îò ò òκ   

    (3.7) 

しかしながら，特性関数 Ωc は，いたるところで不連続な特性を示す．そこで，均質化法を

用いて，固定設計領域内の無限小の領域で生じる 0，1の状態を，無限小のマイクロストラ

クチャを仮定し，その均質化された材料定数を算出し，設計空間の緩和を行う． 
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Heat flux q

qG

cG

dW

x

b

Extended design domain
D

0cW =

1cW =

 

Fig.3.2 Thermal boundary condition for a thermal conductor 

 

3.2.2  均質化法による設計空間の緩和 

均質化法 [47] [48]（Homogenization method）の特徴は，図 3.3に示す大域的な座標 xと局

所的な座標 yを導入して，この関連性を漸近展開により得られるマルチスケールの変数によ

り結びつけることにより，マイクロストラクチャレベルの局所的な弾性テンソルや熱拡散

テンソルなどの物理特性と大域的な物理特性を結びつけることにある． 

そこでまず，均質化された熱拡散テンソル
Hκ を求める方法を示す．図 3.3に示すように，

固定設計領域 D が空間的に周期性をもつ無限小のマイクロストラクチャで構成されている

ものとする．このとき，マイクロストラクチャは無限小の大きさであるので，大きさを正

規化してユニットセルで表すものとする．このユニットセルの空間的な周期性のもと，大

域的な座標 x局所的な座標 yを次式の関係で結びつける． 

=
e
xy                                              (3.8) 

ここで，e は非常に小さな実数である．マイクロストラクチャの大きさは，局所的な位置を

表す座標 y上で， 
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1 2 3[0, ] [0, ] [0, ]Y Y Y Y= ´ ´                      (3.9) 

であるとする． 

D
Fixed design domain

x

y

Y in y

 

Fig.3.3 Two-scale modeling for the periodic porous body 

 

つぎに，全ポテンシャルエネルギーを記述する任意の許容温度T e を次式に示すように，1

次の漸近展開する． 

(0) (1) (0) (1)( ) ( ) ( , )T T T T T Ve ee e= + = + Îx x x y        (3.10) 

ここでV e は次式に示す関数空間である．なお，変数の上付きは漸近展開の次数を表す． 

       
1{ ( ) with almost everywhere on }cV T H D Y T ce e= Î ´ = G    (3.11) 

( ) ( , )g g=x x ye を 2つの座標 x，yの任意の関数とすれば，一般に次の関係が成り立つ． 

,
1

i i i i

g
g g g
x x x y

æ ö¶ =ç ÷¶ ¶ ¶è ø= = +
¶ ¶ ¶ ¶

xx ye e
e             (3.12) 

この関係式を用いて，線形温度勾配の漸近展開を求めると，次式となる． 

(0) (1) (1)
x y xT T T Te eÑ = Ñ +Ñ + Ñ                (3.13) 

ここで，演算子 zTÑ は，次式で示すオペレーションを行うものとする． 
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1 2 3
( )T

z
T T TT
z z z

ì ü¶ ¶ ¶ï ïÑ = í ý
¶ ¶ ¶ï ïî þ

                 (3.14) 

ここで式(3.7)の仮想仕事の原理の式の表記を簡略して次式で示す． 

( ) ( )

for

d

d q

T

d d

T T d

b T d qT d T V T V

W

W G

Ñ Ñ W =

G + G Î " Î

ò
ò ò

κ

  　　　

e e e

e e e        (3.15) 

ここで eκ ，be はそれぞれ cWκ， bcW を意味し，上付きのe は，個々の物理量が 2つの座標

x，yの関数であることを示す．このとき全ポテンシャルエネルギーFは次式で表される． 

Γ

1( ) ( ) ( ) Ω Ω Γ
2 q

T

D D
F T T T d bT d qTd= Ñ Ñ - -ò ò òκ   e e e e e             (3.16) 

式(3.10)と式(3.13)を式(3.16)に代入すれば， 

( ) ( )
( ) ( )

(0) (1) (1) (0) (1) (1)

(0) (1) (0) (1)

Γ

1( ) Ω
2

Ω Γ
q

T

x y x x y xD

D

F T T T T T T T d

b T T d q T T d

= Ñ +Ñ + Ñ Ñ +Ñ + Ñ

- + - +

ò
ò ò

κ      

   

e ee e

e e
 

(3.17) 

となる． 

 ここで，e は非常に小さい値と仮定しているので，式(3.17)に対し 0®e の極値をとると， 

( ) ( )(0) (1) (0) (1)

(0) (0)

Γ

1lim ( ) Ω
2

Ω Γ
q

T

x y x yD

D

F T T T T T d

bT d qT d

®¥
= Ñ +Ñ Ñ +Ñ

- -

ò
ò ò

κ    

 

e e

e
        (3.18) 

ここで，熱流束qはe には無関係であると仮定している． 1T は Y-周期的であるから， 

(1) (1)( , ) ( , )T x y T x y Y= +                 (3.19) 

の関係が成り立つ．さらに eκ ，be も Y-周期的であると仮定すれば， 

( ) ( , ) ( , )κ x κ x y κ x y Ye = = +                          (3.20) 

( ) ( , ) ( , )b x b x y b x y Ye = = +                           (3.21) 

と書ける． 
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 と こ ろ で ， 任 意 の 関 数 1( ) ( , ) ( )L D L= Î ´ef fx x y が Y- 周 期 的 ， す な わ ち

( , ) ( , )x y x y Yf f= + であれば，次式が成り立つ． 
1lim ( ) Ω ( , ) Ω

D D Y
d dYd

Y®¥
=ò ò òx x ye

e
f f            (3.22) 

この関係式を用いて，式(3.18)を書き換えると， 

( ) ( )( )
(0) (1)

(0) (1) (0) (1)

(0) (0)

Γ

lim ( ) ( , )

1 1 ) Ω
2

1 1( , ) Ω Γ
q

T

x y x yD Y

D Y Y

F T F T T

T T T T dYd
Y

b T dYd qT dYd
Y Y

®¥
=

= Ñ +Ñ Ñ +Ñ

- -

ò ò

ò ò ò ò

κ

x y

  

   

 

e

e

e
       (3.23) 

となる． 

次に， 0T に関してガトー微分をとって，大域的な意味での平衡方程式を導くと以下のよう

になる． 

( )

(0) (1) (1)

(0) (0) (1)

(0) (0)

Γ

( , )( )
1 ( ) ( , ) Ω

1 1( , ) Ω Γ
q

T
x x yD Y

D Y Y

DF T T T

T T T dYd
Y

b T dYd qT dYd
Y Y

= Ñ Ñ +Ñ

- -

ò ò

ò ò ò ò

κ x y

x y





 

e
           (3.24) 

すなわち， 

( )(0) (0) (1)

(0) (0)

Γ

(0) (0) (1) (1) (0) (0)

1 ( ) ( , ) Ω

1 1( , ) Ω Γ

for

q

T
x x yD Y

D Y Y

T T T dYd
Y

b T dYd qT dYd
Y Y

T V T V T V

Ñ Ñ +Ñ =

+

Î Î Î

ò ò

ò ò ò ò

κ x y

x y



 



e

            (3.25) 

となる．ここで， 

(0) 1{ ( ) with almost everywhere on }cV T H D T c= Î = G         (3.26) 

(1) 1{ ( ) with almost everywhere on

and is periodic}
cV T H D Y T c

T Y

e= Î ´ = G

-

 

       (3.27) 

 同様に， (0)T に関してガトー微分をとって，局所的な意味での平衡方程式を導く． 
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( )(0) (1) (1) (1) (0) (1)1( , )( ) ( ) ( , ) Ω 0T
x x yD Y

DF T T T T κ x y T T dYd
Y

= Ñ Ñ +Ñ =ò ò  e
     (3.28) 

すなわち， 

( )(1) (0) (1)

(0) (0) (1) (1) (0) (0)

1 ( ) ( , ) Ω 0

for

T
x x yD Y
T κ x y T T dYd

Y

T V T V T V

Ñ Ñ +Ñ =

Î Î Î

ò ò 



e

          (3.29) 

したがって，式(3.25)と式(3.29)を満たす温度場 (0)T と
(1)T を求めれば良い．この問題を解く

ために，
(1)T を次式で表されると仮定する． 

(1) (0)( , ) ( , ) Ψ( , ) ( )xT T cc= - Ñ + +x y x y x y x            (3.30) 

ここで， ( , )c x y は，次式により得られる特性温度である． 

(1) (1) (1)( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) forT T Y
y y yY Y
T d T dY T VÑ Ñ W = Ñ " Îò òκ x y x y κ x y  c  

  (3.31) 

同様に，Ψ( , )x y は，次式により得られる特性温度である． 

(1) (1)( ) ( , ) ( , ) 0 forT Y
y yY
T d T VÑ Ñ Y W = " Îò κ x y x y 

            (3.32) 

(1) 1{ ( ) and is periodic}V T H Y T Y= Î -                     (3.33) 

式(3.30)を式(3.29)に代入して整理すると， 

{ }(0)

(1)

1 ( ) ( , ) ( , ) Ω
Y

1 ( ) ( , ) Ψ( , ) Ω 0
Y

T H
x yD Y

T H
y yD Y

T dYd

T dYd

Ñ -Ñ

+ Ñ Ñ =

ò ò

ò ò

κ x y I x y

κ x y x y





c

              (3.34) 

となり，式(3.29)は自動的に満たされる． 

式(3.30)を式(3.25)に代入し整理すると，次式の均質化された平衡方程式が得られる． 
(0) (0)

(0) (0) (0) (0)

( ) ( ) Ω

( ) Ω Γ for

T H
x xD

H T D D

D D

T T d

b T d qT d T V T V

Ñ Ñ =

+ + Î " Î

ò
ò ò

κ x

x




         (3.35) 

ここで， ( )Hκ x は均質化された熱拡散テンソル， Hb は均質化された内部発熱で，それぞれ

次式で表される． 
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( )( )1H
yY

dY
Y

= -Ñòκ κ x, y I c              (3.36) 

1( )= ( , )H

D
b x b x y dY

Y ò                   (3.37) 

以上の手続きにより，マイクロストラクチャ上の物理特性から大域的な物理特性である均

質化熱拡散テンソル Hκ の関係を導く． 

次に，トポロジー最適化における設計空間の緩和に用いる均質化熱拡散テンソルを，式

(3.36)により求める． 

図 3.4に，2次元の熱拡散問題における設計空間の緩和に用いるマイクロストラクチャを

示す．図に示したように，正方形形状の穴の 1辺 rを設計変数とし，完全孔の場合 1で，完

全稠密の場合 0とし， 

( )0 1r£ £x                                         (3.38) 

の制約を受ける．このとき，ユニットセルの密度は， 

21 r= -r                                                      (3.39) 

と書くことができる．なお，熱伝導テンソルは 2階のテンソルであるから，正方形形状のユニット

セルを用いれば，等方性をもつ応答となることを注記しておく． 

 

r

1y

 

Fig.3.4 Microstructure used for the relaxation of design domain 
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図 3.4におけるユニットセルの rを変更しユニットセルの密度を変化させた場合のそのそれ

ぞれについて，均質加熱拡散テンソルを求める．これにより，図 3.5に示すようなそれぞれ

のユニットセルの状態に対応した熱拡散テンソルを得ることができる．すなわち，ユニッ

トセルにおける rを最適化の設計変数とすれば，r=1で非構造，r=0で構造部分を表現でき，

その密度における熱拡散テンソルを求めることができる． 

 

x
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b

q

porous microstructure

solid microstructure

y

void microstructure

y
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Gc

 

Fig.3.5 Topology optimization based on the homogenization method 

 

図 3.6に，図 3.4のマイクロストラクチャの密度を変更し，式(3.36)により求めた均質化熱

伝導テンソルを示す．このように，均質化熱拡散テンソルを設計変数の関数として記述し，

設計空間の緩和を行う． 
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Fig.3.6 Relationship between normalized homogenized head conduction tensor and normalized 

density 

 

3.2.3  連続的材料分布を仮定した設計空間の緩和方法 

従来までの設計空間の緩和法 [3] [20] [28] [29] では，緩和された固定設計領域の離散化近

似において，各有限要素内に設計変数を配置し，さらに要素内では同じ設計変数の値をと

ると仮定し，各要素に独立に設計変数を配置している．しかし，この場合，設計変数の連

続的な分布を表現するためには，十分に細かな要素分割が必要となる．この有限要素によ

り，有限要素法で平衡方程式を解こうとすると，現実的な時間内に計算を完了することが

できないことが予測される．さらに，要素間での設計変数の不連続性は，チェッカーボー

ドなどの数値的な問題の起因となっている．これを回避するためにフィルタリング手法 

[49] [50] やペリメータコントロール法 [51] などの方法が提案されてきた．しかしフィルタ

リング法ではフィルタリングを行う領域の大きさや，ペリメータコントロール法では最適
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となる対象物の周長など，これらの手法に必要となるパラメータを事前に適切に設定する

ことは難しい． 

このような問題を根本的に解決するために，Matsuiと Terada [31] は，材料分布の連続性

を仮定した設計空間の緩和方法(Continuous Approximation of Material Distribution, CAMD)を

近年提案している．この方法では離散化近似において，各節点に設計変数を配置し，設計

変数が固定設計領域 Dにおける C0以上の連続な関数であると仮定し，固定設計領域に分布

する設計変数を，形状関数 ( )r
iN x ，( i= 1， . . . ， n)を構成要素とする形状関数ベクトルを

用いて，次のように離散化する． 

( ) ( ) ( ) ( )
1

n
h r r

i i
i

r r N R
=

» = =åx x N x R x                  (3.40) 

ここで hr は，離散化近似された設計変数を表す．また， Rは節点における設計変数を並べ

たベクトルであり，nは設計変数の数（領域内の総節点数）を表す．なお，本研究では，形

状関数 ( )r
iN x に双一次関数を用いる．本手法を用いれば，少なくとも C0連続の材料分布が

保証されるため，チェッカーボードは発生しないことが期待される．したがって，本章で

も，以上の手続きにより，熱拡散の最適化問題のトポロジー最適化について設計空間の緩

和を行う． 

 

3.2.4  熱伝導問題の定式化 

本節では，線形熱伝導体を対象とした一般的な熱拡散問題に関する最適化問題を定式化

するとともに，そのアルゴリズムを示す． 

境界Γをもつ 2次元設計領域がΩdで，熱拡散テンソルを ( )Hκ x とする熱伝導体を考える．

このとき，支配方程式は以下のように記述される． 

( ) 0H T bÑ× Ñ + =κ                                 (3.41) 

ここで，仮想温度Tを式(3.41)に適用し，部分積分を行うと以下の弱形式が得られる． 

Ω Γ Ω
Ω Γ Ω 0

d d

H H TT Td T d bTd
n

¶
Ñ Ñ - + =

¶ò ò òκ κ                (3.42) 

ここで，図 3.7に示すように，境界ΓT において温度が 0T = ℃に固定され，境界Γcには温度

境界条件 0T c= ¹ ℃，境界Γqには熱流束境界条件，境界Γhには熱伝達境界条件が与えられ

ているとする．さらに領域Ωd内部には内部発熱が与えられているとする．このとき釣り合
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い式は弱形式で記述すれば次式となる[8]． 

  
Ω Γ Γ

Ω Γ Γ
d h c

T Td ThTd T cdÑ Ñ + + Ñ Ñò ò òκ κ  

  
Γ Ω Γ

Γ Ω Γ
q d h

ambqTd bTd hT Td= + +ò ò ò   T V" Î            (3.43) 

ここで qは熱流束，hは熱伝達係数， ambT は周囲温度，bは単位体積当りの内部発熱量であ

る．なお，熱伝達境界および温度境界条件が与えられた場合は，ΓT の温度境界条件は設定

する必要がない．また，仮想温度 T を定義する空間 Vは次のようである． 

  ( )  1{ | Ω and 0 on Γ , on Γ }T cV T T H T T c= Î = =             (3.44)  

ここで，式(3.43)の両辺をそれぞれ 

( )  
Ω Γ

, Ω Γ
d h

a T T T Td ThTd= Ñ Ñ +ò òκ                    (3.45) 

( )  ( )
Γ Γ

Γ Γ
g c

c reactL T T cd q T cd= Ñ Ñ =ò òκ                (3.46) 

( )   
Γ Ω Γ

Γ Ω Γ
q d h

ambL T qTd bTd hT Td= + +ò ò ò              (3.47) 

と定義すると式(3.43)は， 

 ( ) ( , ) ( )ca T T L T L T+ =                             (3.48) 

と書ける．ここで reactq は境界Γcに作用する反熱流束を示す． 

 

Γq

Γh

x

Wd

q

y

T=0

b

h

T=c

ΓT

Γc
ºC ºC 

 
Fig.3.7 An arbitrary thermal conductor 
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3.2.5  全ポテンシャルエネルギーによる最適化手法の定式化 

ここでは，種々の条件を含む熱拡散最適化問題を統一的に取り扱う方法について検討す

る．すなわち，(a)熱流束境界，(b)内部発熱，(c)温度境界，(d)熱伝達境界の 4つの条件に関

する最適化問題を統一的に取り扱える目的関数を構築し，それに基づき最適化問題を定式

化する．まず，(a) 熱流束境界では，境界ΓT を温度 0T = ℃に固定し，境界Γqに熱流束を与

えた場合を考える．ここで，目的関数として，構造問題における平均コンプライアンスに

相当する次式で表される平均温度を定義する． 

( ) ( )
Γ Ω Γ Γ

Γ Ω Γ Γ
q d h c

mean amb reactT qTd bTd h T T Td q T cd= + + - +ò ò ò ò       (3.49) 

 (a)の場合，平均温度を最小化することで，物体Ωdの熱拡散は最大化される．すなわち，

熱流束に対して平均温度を最小化することにより，最も低い温度場を得，結果として熱伝

導体の熱拡散を最大化できる．(b)の内部発熱を与えた場合は，熱流束を与えた場合と同様

に，平均温度の最小化問題となる．これに対して，(c)温度境界として，境界ΓT を温度 0T = ℃

に固定し，境界Γcに温度 0T c= ¹ ℃を指定した場合を考える．このときは，温度 cに抗する

ように反熱流束が境界Γcに作用するため，式(3.50)に示すように，平均温度の最大化により，

熱拡散は最大化される．  

( ) ( )react
Γ

Γ ,
c

meanT q T cd a T T= =ò                    (3.50) 

次に，(d)の熱伝達境界として，境界ΓT を温度 T=0℃に固定し，境界Γhに熱伝達係数 h，周

囲温度 0ambT T= ¹ ℃を与えた場合を考える．この場合，境界 Γh に作用する熱流束は，

( )= -ambq h T T となるので，物理的には平均温度は次式のように定式化される． 

( )
Γ

Γ
h

mean ambT h T T Td= -ò                            (3.51) 

熱伝達境界条件は熱流束と同様に Neumann 型境界条件であり，熱伝達係数が十分小さい場

合には，平均温度の最小化により熱拡散を最大化できる．しかし，熱伝達係数を十分大き

な値に設定すると，境界Γhを周囲温度 ambT T= に固定した場合と等価となる．そのため，(c)

の温度固定の場合と同様に，平均温度の最大化により熱拡散は最大化される．このように，

熱伝達境界条件を指定した場合は，熱伝達係数の値によって，平均温度の最大化もしくは

最小化により熱拡散が最大化され，どちらかを決定することは難しい．以上をまとめると，

目的関数として平均温度を用いた場合の熱拡散最大化には， 
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(a)  熱流束境界     ： 最小化 

(b)  内部発熱    ： 最小化 

(c)  温度境界      ： 最大化 

(d)  熱伝達境界    ： 不定 

 

となり，目的関数を統一的に扱えない．この問題を解決するため，本研究では，次式の全

ポテンシャルエネルギーを目的関数として最適化問題を定義する． 

( ) ( ) ( ) ( )1 1,
2 2

F T a T T L T L T= - = -                    (3.52) 

上式を用いれば，(a)，(b)の場合については，平均温度の最小化問題なので，全ポテンシャ

ルエネルギーを最大化すればよい．これに対して，(c)の場合は， 

( ) ( )1 ,
2

F T a T T=                                (3.53) 

となるが，式(3.50)に示すように平均温度の最大化問題なので，全ポテンシャルエネルギー

を最大化すれば良いことになる．(d)の場合についても，全ポテンシャルエネルギーは， 

( )
Γ

1 Γ
2 h

ambF T hT Td= - ò                         (3.54) 

となるので，熱伝達係数の値によらず最大化問題として扱える．以上のように，全ポテン

シャルエネルギーを目的関数として選択すれば，全ての場合を最大化問題として統一的に

扱える．なお，上述の定式化については，構造問題については議論されているが，熱拡散

問題についての検討はこれまで皆無であることを付記しておく． 

以上より，本研究では最適化問題を以下のように定式化する． 

( )maximize  
r

F T                            (3.55) 

制約条件 

( )2
max1 Ωg r d V= - £ò                           (3.56) 

( )0 1r£ £x                                         (3.57) 

 ( ) ( , ) ( )ca T T L T L T+ =                             (3.58) 
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ここで， maxV は体積制約の上限値を示す． 

 

3.2.6  内部発熱の取り扱い 

ここでは，最適化過程で変化する設計領域における内部発熱量の定式化について述べる．

まず，領域内における指標関数 Ωc を用いて領域内にある点 xにおける内部発熱量 ( )xb を次

のように表す． 

Ω
Ω

Ω Ω
d D
bTd bTdc=ò ò                          (3.59) 

ここで設計空間の緩和方法として，式(3.40)を用いる．各節点に定義した設計変数 Rを使え

ば，内部発熱量を要素内で 0C 連続な関数として定義でき，形状変化に対応させることがで

きる．すなわち，内部発熱量を設計変数 ( )r x の関数として，以下のように離散化する． 

( ) ( ) ( )2
0 1h hb b b r» = -x x                   (3.60) 

ここで， hb は離散化された内部発熱量， 0b は図 3.4 において完全稠密とした場合の単位体

積あたりの内部発熱量を示す．このように，内部発熱量を離散化された設計変数を用いて

表現することにより，最適化の過程における材料密度変化に対応して内部発熱量を変化さ

すことができ，最適構造と内部発熱量の間の整合性をとることができる． 

 

3.2.7 最適化アルゴリズム 

図 3.8に最適化問題のアルゴリズムを示す．図に示したように，最初に設計変数 Rの初期

値をもとに，均質化熱伝導テンソル Hκ を求める．次に，有限要素解析により，釣り合いの

方程式を解いて，節点温度ベクトルT を求める．その値を用いて，目的関数，体積制約の

値を求める．目的関数が収束すれば，アルゴリズムを終了し，そうでなければ目的関数，体

積制約の設計変数 Rに関する感度を求める．得られた感度をもとに，最適化手法を用いて

設計変数 Rを更新する．その後，最初のステップから繰り返す． 

なお本研究では，最適化手法として，高い収束性は期待できないが，どのような目的関数

においても，設計変数が数万以上の大規模な最適化問題を解くことができる逐次線形計画法

(SLP)を用いる． 
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Input data

Calculate homogenized coefficients

Solve equilibrium equations

Calculate objective function 
and total volume

Converge? End

Calculate the sensitivities of
objective function and volume

Solve SLP problem

Update design variables

 

Fig.3.8 Flow chart of optimization method 

 

3.2.8 感度解析 

SLP により設計変数を更新する際に必要な目的関数 Fの設計変数 Rに関する感度を導出

する．熱伝導体の平衡方程式(3.48)をマトリックス表示すると， 

( )h+ = + +K K T q Q H                         (3.61) 

と書ける．ここで， Kは熱伝導マトリックス， hK は熱伝達マトリックス， qは熱流束ベク

トル，Qは内部発熱ベクトル，Hは熱伝達ベクトルである．このとき目的関数は次式で表

される． 

( ) ( )1 1 1
2 2 2

T T T T
hF = + - + + = - + +T KT T K T T q Q H T q Q H      (3.62) 

この両辺を設計変数 Rで微分すれば，                                   
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( )1
2

TF¶ ¶
= - + +

¶ ¶
T q Q H

R R
                          (3.63) 

この式に対し，式(3.61)を用いれば， 

( )1
2

T

h
F¶ ¶
= - +

¶ ¶
T K K T

R R
                       (3.64) 

となる．一方式(3.61)の両辺を微分すれば， 

( ) ( ) 0h
h

¶ + ¶
+ + =

¶ ¶

K K TT K K
R R

                         (3.65) 

となり，ここで式(3.65)の左から TT を掛け， Kおよび hK の対称性を利用すれば，以下のよ

うに感度が求まる．  

( )1
2

hTF ¶ +¶
=

¶ ¶

K K
T T

R R
                               (3.66) 

  

3.3   数値例による提案手法の検証 
本章で提案したトポロジー最適化手法の妥当性を確認するために，熱流束境界，内部発

熱および熱伝達境界の場合について，2次元の熱拡散問題を解く．なお，いずれの場合にお

いても，熱伝導係数は 50W/mKに，最適化の初期値は 0.9iR = に設定して，最適化を実施し

た.  

 

3.3.1 熱流束境界を設定した場合 

図 3.9に設計領域を示す．図に示したように，5m×5 mの正方形形状の設計領域の境界ΓT

を T=0℃に固定し，境界Γqに熱流束 1W/m2を与える．このとき境界条件が最適構造に与え

る影響を検討するため，境界ΓT およびΓqの範囲をそれぞれ，(a) L1=0.5，L2=0.0，L3=0.5，

(b) L1=1.5，L2=1.0，L3=0.5，(c) L1=5.0，L2=0.0，L3=0.5，(d) L1=5.0，L2=0.0,L3=5.0に変更し

て最適構造を求めた．なお，体積制約の上限値 maxV は全設計領域の 30%とし，要素分割数

は 50×50として最適化を図った．図 3.10に，図 3.9(c)の設計例について，本研究で提案した

最適化手法した場合の最適構造を示す．なお図の白黒の濃淡は材料の正規化された密度分

布を示し，白色が完全孔で，図 3.4のユニットセルにおける正方形形状の孔の 1辺 rが 1に，

黒色が完全稠密で rが 0に相応している.なお，後に示す最適構造も同様の方法にて示す. 
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ΓTΓT

L 2

 
Fig.3.9 Design domain for design problem 1. (a) L1=0.5, L2=0.0, L3=0.5, (b) L1=1.5, L2=1.0, 

L3=0.5, (c) L1=5.0, L2=0.0, L3=0.5, (d) L1=5.0, L2=0.0, L3=5.0 
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Fig.3.10 History of optimal configuration of design problem 1 (c) 
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Fig.3.11 History of temperature in optimal configuration of design problem 1 (c) 

 

図に示すように，チェッカーボードは生じておらず，明瞭な最適構造が得られているこ

とが分かる．図 3.11に，図 3.10の最適化の過程に現れる構造に対応した温度分布を示すが，

設計領域内の温度分布が低減されていることが分かる． 

図 3.12(a)～(d)には，図 3.9 で設定したそれぞれの設計問題に対して最適化を行った結果

を示す．のいずれの場合においても，チェッカーボードは生じておらず，明瞭な最適構造

が得られていることが分かる．図 3.12(a)では右上端に熱流束を与え，左下端を 0℃としてい

る．このとき最適構造は右上から左下に向かう直線形状となる．これに対して， 図 3.12(b)

のように温度固定境界を広げると，新たに指定した温度境界に向かって形状が分岐する．

さらに図 3.12(c)のように，境界ΓT として正方形の一辺全域を温度固定すると，熱流束を与

えている境界から近い温度固定境界だけでなく，遠い位置の影響をうけるため湾曲した形

状になる.さらにこの温度固定で，熱流束を与える境界を図 3.12(d)まで広げると，温度固定

境界の影響を受けながら熱流束境界に沿った形状となる.  

図 3.13に図 3.12(a)～(d)の最適化過程における目的関数Fの推移を示す.目的関数である全

ポテンシャルエネルギーは式(3.67)のように書けることから，目的関数は漸近的に収束し，

最大化されていることが分かる. 
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21 1 1
2 2 2

T T TF = - = - = -
qT KT T q T q
K               (3.67) 

 

(a) (b)

(c) (d)

N
or

m
al

iz
ed

 d
en

si
ty

0.0

0.2

0.4
0.6

0.8

1.0

 
Fig.3.12 Optimal configurations of design problem 1. (a) L1=0.5, L2=0.0, L3=0.5, (b) L1=1.5, L2=1.0, 

L3=0.5, (c) L1=5.0, L2=0.0, L3=0.5, (d) L1=5.0, L2=0.0, L3=5.0 
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Fig.3.13 Convergence history of design problem 1. (a) L1=0.5, L2=0.0, L3=0.5, (b) L1=1.5, L2=1.0, 

L3=0.5, (c) L1=5.0, L2=0.0, L3=0.5, (d) L1=5.0, L2=0.0, L3=5.0 
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3.3.2 内部発熱を設定した場合 

次に内部発熱を設定した場合を考える．図 3.14に設計領域を示す．図に示したように，1 

m×1 mの正方形形状の設計領域の境界ΓT を T=0℃に固定し，境界Γqは断熱条件とし，設計

領域全体に内部発熱量として 0.01W/m2を与えた場合について最適構造を求める．体積制約

の上限値 maxV は全設計領域の 40%とし，要素分割数は 200×200 として最適化を図った．こ

のとき，内部発熱量の設計変数依存性の有無が最適構造へ与える影響を検討するため，(a)

内部発熱量の設計変数依存性考慮無し，(b)考慮有りの場合で，最適構造を求めた． 

図 3.15(a) ，(b)に，内部発熱量の設計変数依存性の有無による最適構造の比較を示す．図

3.15(a)に示すように，内部発熱量を一定とすると，設計領域内の全域にわたって存在する内

部発熱量を境界ΓT へ拡散させるため，最適構造として，対角線付近から伸びる細かなフィ

ンが現れる．一方，設計変数に依存させれば，境界 ΓT から遠い領域は，材料密度に加え，

内部発熱量も小さくなるため，図 3.15(b)に示すように，フィンを残しつつ，より境界ΓT 近

傍に偏った最適構造が現れる． 

図 3.16 に内部発熱量を一定とした場合と，設計変数に依存させた場合の最適化過程にお

ける目的関数 F の推移を示す．密度が低い状態から最適化を開始しているため，最適化の

初期には，体積制約条件の上限の 40％になるまで密度増加する．内部発熱を設計変数依存

にすると，密度増加に伴い内部発熱量も増加する．そのため，平均温度は増加，つまり全

ポテンシャルエネルギーは減少する．体積が制約条件の上限まで達すると，次のステップ

からは体積制約条件の上限を維持しながら，平均温度を最小化するので，全ポテンシャル

エネルギーは増加に転じ収束する． 

このように内部発熱量の設計変数依存性の有無により最適構造は異なる．したがって，

内部発熱量の取り扱いによっては，求めるべき最適構造および実際の内部発熱量に差異が

生じる可能性がある．そして，内部発熱量が設計変数に依存する場合には，本手法のよう

に，有限要素の各節点で C0連続な関数として表せば，より実際に近い内部発熱状況を考慮

した最適構造が得られると考えられる． 
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Fixed design domainFixed design domain

b=0.01W/m2

1m
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D
Insulated

Γq

ΓT

 

Fig.3.14 Design domain for design problem 2 

 

 

 

 

 

(a) without dependency on design variables (b) with dependency on design variables  

Fig.3.15 Optimal configurations of design problem 3. (a) without dependency on design variables (b) 

with dependency on design variables 
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Fig.3.16 Convergence history of design problem 2 
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3.3.3 熱伝達境界を設定した場合 

□次に，熱伝達境界を指定した場合を考える．図 3.17に設計領域を示す．図に示したよう

に，5m×5mの正方形形状の設計領域の境界辺にそれぞれ，熱伝達境界 1Γh および 2Γh を指定

する．体積制約の上限値 maxV は全設計領域の 30%とし，要素分割数は 50×50 として最適化

を図った．このとき，熱伝達係数の値が最適構造に与える影響を検討するため，図 17 (a)～

(c)に示すように，境界 1Γh および 2Γh の各々で熱伝達係数 h1， h2を変化させて最適構造を求

めた．図 3.18 (a)～(c)に最適構造を示す．最適構造は，熱伝達係数の大きさにより変化する．

熱流束を境界条件として指定した場合は，最適構造は熱流束を与える境界の長さの影響を

受けるが，熱流束の値の影響により変化することはない．しかし，熱伝達境界を指定した

場合は，要素熱伝導マトリックス成分と比較して十分大きい熱伝達係数を与えると，最適

構造は温度固定の特徴を持つ構造に変化していく．これは，熱伝達係数を十分大きくとる

と，境界辺上の温度が周囲温度に固定され，実質的に温度固定と等価になることに起因す

る．このとき全ポテンシャルエネルギーを目的関数にとれば，図 3.19(a)に示すようにすべ

ての場合について，最大化問題として扱える．これに対して，平均温度を目的関数にした

場合の収束履歴を示したのが図 3.19(b)である．3.2.5節で示したように，熱伝達係数の値に

よって，目的関数の最大化もしくは最小化により熱拡散が最大化されていることがわかる． 

以上の結果をまとめると，本論文で提唱した方法論により，線形熱伝導体の熱拡散最大

化を目的とした構造最適化が可能であり，このとき全ポテンシャルエネルギーを目的関数

とすれば，Neumann 型および Dirichlet 型境界条件の両方に対して，目的関数の最大化問題

として統一的に扱うことができる． 
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Fixed design domain5m

5m

D

2Γh

1Γh
 

Fig.3.17 Design domain for design problem 1. (a) h1=1.0W/m2K, Tamb1=0ºC, h2=1.0W/m2K, 

Tamb2=100ºC (b) h1=1000.0W/m2K, Tamb1=0ºC, h2=1.0W/m2K, Tamb2=100ºC (c) h1=1000.0W/m2K, 

Tamb1=0ºC, h2=1000.0W/m2K, Tamb2=100ºC 

 

 

 

 

(a) (b) (c)  
Fig.3.18 Optimal configurations of design problem 3. (a) h1=1.0W/m2K, Tamb1=0ºC, h2=1.0W/m2K, 

Tamb2=100ºC (b) h1=1000.0W/m2K, Tamb1=0ºC, h2=1.0W/m2K, Tamb2=100ºC (c) h1=1000.0W/m2K, 

Tamb1=0ºC, h2=1000.0W/m2K, Tamb2=100ºC 
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Fig.3.19 Convergence history of design problem 3 
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3.4   まとめ 
本章では，均質化法に基づいた線形熱伝導体の最適設計手法を提案するとともに，簡単な最適設

計問題により，本章で提案する方法の妥当性を検証した．得られた結果を以下に示す． 

 

(1) 構造物の熱拡散問題に対して，材料分布の連続性を仮定した，均質化法に基づく新しい

トポロジー最適化手法を構築した． 

 

(2) Neumann型および Dirichlet型境界条件の両方に対して，目的関数の最大化問題として統

一的に扱える全ポテンシャルエネルギーを目的関数として，熱拡散の最大化問題を定式

化するとともに，均質化法と逐次線形計画法を用いたトポロジー最適化アルゴリズムを

構築した． 

 

(3) 有限要素モデルの節点ごとに離散的な設計変数を定義し要素内の分布を C0 連続な形状

関数によって近似することにより，連続的な材料密度や，材料密度に依存する内部発熱

量を定式化した．また最適化に必要な設計変数に対する感度も導出した． 

 

(4) 温度固定，熱流束，熱伝達境界の境界条件に対して，熱流束および温度固定境界の範囲

および熱伝達係数が最適構造へ与える影響を検討した．また内部発熱の設定方法と最適

構造の関係についても検討を行った．得られた最適構造は，各境界条件に応じた物理的

に妥当な構造であり，本手法の有効性を示すことができた． 
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第 4章 

 

熱伝達問題に対するトポロジー最適化 
  

第 3 章において，トポロジー最適化の熱拡散問題への適用を行った．しかし本手法を含

めて従来のトポロジー最適化によって得られる最適構造は，設計領域の密度分布として表

現されるため，明確な外形形状を表現できない．そのため熱伝達境界条件などのように，

固定設計領域内において，最適構造を示す領域の境界（以後，物体境界と記す）を必要と

する問題については．その境界を明示的に定義できないため，取り扱うことが難しいとい

う問題点をもつ．近年，上述の問題を解決するため，剛性問題を対象として，物体境界に

直接圧力荷重を作用させるのではなく，非構造部分に仮想的な流体要素を配置し，物体境

界に圧力を作用させる方法が提案されている [33] [34] [35]．しかしこの方法は，圧力荷重

が作用する問題に特化した方法で，熱拡散問題への適用は難しい． 

他方，Ryuと Kim [39] は，熱拡散問題を対象とし，設計変数依存性を有した形状関数を

用いて，これにより生じる要素間の温度分布の不連続性を利用した熱伝達境界の抽出およ

び熱伝達係数の設定方法を提案している．また，Bruns [40] は,隣接する要素密度の差によ

って物体境界を抽出する方法を提案している．しかしいずれの方法論も，形状変化により

生じる熱伝達係数の局所的な変化を考慮することはできていない問題点をもつ． 

そこで本章では，以上のような物体境界における熱伝達境界条件設定に関する問題を解

決するために，構造物の熱拡散問題に対して，設計変数依存性を考慮可能な熱伝達境界条

件のある，新しい熱拡散問題に関する最適化手法を定式化するとともに，そのアルゴリズ

ムを示す．さらに簡単な数値例により，本章で提案する方法論の妥当性を検証する． 

 

4.1  熱伝達境界を考慮した熱拡散最大化問題の定式化 
4.1.1□熱拡散問題の定式化 

境界ΓT において温度が 0T = ℃に固定され，境界Γcには温度境界条件 0T c= ¹ ℃，境界Γq

には熱流束境界条件，境界 Γhには熱伝達境界条件が与えられ，さらに領域Ωd内部には内部

発熱が与えられている 2次元設計領域をΩdとする熱拡散問題について考える．このとき温

度場の釣り合い式を弱形式で記述すれば次式となる． 



 
 
 
 
60  第 4章  熱伝達問題に対するトポロジー最適化                 
 

     
Ω Γ Γ Γ Ω Γ

Ω Γ Γ Γ Ω Γ
d h c q d h

ambT Td ThTd T cd qTd bTd hT TdÑ Ñ + + Ñ Ñ = + +ò ò ò ò ò òκ κ  

T V" Î    (4.1) 

ここで qは熱流束，hは熱伝達係数， ambT は周囲温度である．また，仮想温度 T を定義する

空間 Vは次のようである． 

  ( )  { }1| Ω and 0 on Γ , on Γi d T cV T T H T T c= Î = =    (4.2) 

ここで，式(4.1)の両辺をそれぞれ 

( )  
Ω Γ

, Ω Γ
d h

a T T T Td ThTd= Ñ Ñ +ò òκ                        (4.3) 

( )  ( )
Γ Γ

Γ Γ
c c

c reactL T T cd q T cd= Ñ Ñ =ò òκ                    (4.4) 

( )   
Γ Ω Γ

Γ Ω Γ
q d h

ambL T qTd bTd hT Td= + +ò ò ò                  (4.5) 

と定義すると式(4.1)は，以下のように書ける． 

  ( , ) ( ) ( )ca T T L T L T+ =                                   (4.6) 

ここで reactq は境界Γcに作用する反熱流束を示す． 

次に構造物の熱拡散最大化問題における目的関数を定式化する．ここで，目的関数とし

て，構造問題における平均コンプライアンスに相当する次式で表される平均温度を定義す

る． 

( ) ( )
Γ Ω Γ Γ

Γ Ω Γ Γ
q d h c

mean amb reactT qTd bTd h T T Td q T cd= + + - +ò ò ò ò              (4.7) 

平均温度を目的関数とした場合，熱拡散最大化の最適化問題は，(a) 熱流束境界，(b) 内部

発熱，(c) 温度境界，(d) 熱伝達境界に対して，目的関数の最大化もしくは最小化となり統

一的に扱えない．そこで第 3 章と同様に，次式の全ポテンシャルエネルギーを目的関数と

して最適化問題を定義する． 

( ) ( ) ( ) ( )1 1,
2 2

F T a T T L T L T= - = -                        (4.8) 

上式を用いれば，最適化問題を，目的関数の最大化問題として統一的に扱える．すなわち，

すべての熱境界条件に対して全ポテンシャルエネルギーを最大化することにより，最も低

い温度場を得，結果として熱伝導体の熱拡散を最大化できる．本章でも第 3 章と同様に，
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この目的関数を用いて最適化問題を以下のように定式化する． 

( )maximize  
r

F T                            (4.9) 

     制約条件 

( )2
max1 Ωg r d V= - £ò                           (4.10) 

( )0 1r£ £x                                          (4.11) 

  ( , ) ( ) ( )ca T T L T L T+ =                                (4.12) 

ここで， maxV は体積制約の上限値を示す． 

 

4.1.2□物体境界の抽出および熱伝達境界条件の設定方法 

前述のように，通常トポロジー最適化では，固定設計領域内の物体境界を明示的に表現

できないため，境界条件を設定する上で物体境界を必要とする熱伝達境界条件などを扱う

ことが難しいという問題点がある．そこでまず，この問題を克服する方法として，トポロ

ジー最適化において，固定設計領域内の物体境界に熱伝達境界条件を設定するための物体

境界抽出方法について述べる．  

図 4.1に，トポロジー最適化により得られた最適構造の 1例を示す．図に示すように最適

構造は，正規化密度の分布によって表現される．  

 

f

u=0

 

Fig.4.1 Result of cantilever beam optimization. 
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そのため，図 4.2に示すように，最適化の過程では，構造と非構造の間に，グレースケール

と呼ばれる中間密度領域が存在し，この中間密度領域は，非構造から構造への遷移領域と

も考えられる．そこで，このグレースケール領域を物体境界として抽出するため，図 4.2に

示す Hat関数を用いる．この Hat関数を用いれば，特定の密度の要素集合を物体境界として

抽出できる． 
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Fig.4.2 Method for dealing with structural boundaries 

 

実際には，数値的取扱いを考慮して，以下の近似 Hat関数を用いて物体境界の抽出を行う． 

0
( ) ( )1 1 sin

2 2 2
1( )

( ) ( )1 1 sin
2 2 2
0

e lower

e lower e lower
lower e lower

lower e uppera e

e upper e upper
upper e upper

upper e

ρ ρ ε
ρ ρ π ρ ρ ρ ε ρ ρ ε

ε π ε
ρ ε ρ ρ εH ρ

ρ ρ π ρ ρ
ρ ε ρ ρ ε

ε π ε
ρ ε ρ

< -ì
ï - -ì üï + + - < < +í ýï î þ
ïï + < < -= í
ï - -ì üï - - - < < +í ý
ï î þ
ï

+ <ïî

 (4.13) 
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図 4.3に示すように，上記の関数は Hat関数の 0から 1への遷移領域での数値的不安定性を

回避するために，遷移パラメータ e を導入した関数である．ここで， eρ は，有限要素の要

素密度を表し，節点で求めた密度から要素平均として算出する． また lowerρ と upperρ は，物体

境界を抽出するために設定する密度値である．すなわち，要素密度が lowerρ より小さい値を

持つ要素は非構造を， upperρ よりも大きい領域は構造を示し， lower e upperρ ρ ρ£ £ の密度範囲にあ

る要素が物体境界となる． 
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Fig.4.3 Hat function and smeared-out Hat function 

 

次に，前節で抽出した物体境界に熱伝達係数を設定する方法を示す．本研究では，熱伝

達境界条件を物体境界に設定するため，図 4.4(a)に示すように固定設計領域を離散化した有

限要素モデルの全節点に，熱伝達係数 h0を配置し，形状関数 ( )r
iM x ，( i= 1， ．．．， n)を構

成要素とする形状関数ベクトルを用いて熱伝達係数が固定設計領域内に均一分布している

ように設置する．このとき，図 4.4(b)に示すように，式(4.13)を用いれば，固定設計領域内

で抽出された物体境界にのみ熱伝達係数を設定でき，かつ熱伝達境界条件は物体境界上で

C0 連続性を確保することができる．つまり，熱伝達係数を以下のように設定する．なお，
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形状関数 ( )r
iM x には双一次関数を用いた． 

( ) ( ) ( ) ( )0
1

( ) ( )
n

h r r
e e i

i
h h H ρ H ρ h M

=

» = = åx x M x h x      (4.14) 

element1

node1

(a)Initial setting of heat transfer coefficients

h0

node2 node3 node4 node5

element2 element3 element4

he
at

 tr
an

sf
er

 c
oe

ff
ic

ie
nt

s ( )0
1

n
r
i

i
h M

=
å x

( ) ( )0
1

n
r

e i
i

H h Mr
=
å x

h0

LocationEl
em

en
t d

en
si

ty

(b)Setting of heat transfer coefficients
on structural boundary

1
upperρ

lowerρ

 

Fig.4.4 Schematic view of setting method of heat transfer coefficients 

 

4.1.3□形状依存性をもつ熱伝達係数の設定方法 

物体表面の熱伝達係数は表面を流れる流体の速度と関係がある．実際の構造物において

は，形状により物体表面の流れは変わるので熱伝達係数も場所により異なる．図 4.5に，数

値流体解析を用いた，四角柱内の流れの解析結果を示す．図中で，赤色が流速の早い領域

を示し，上部のグラフには，壁面に沿った熱伝達係数を示す．図に示すように，構造表面

の熱伝達係数は一定値ではなく，形状変化に伴う流速の変化により，大きく変化すること

がわかる． 
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Fig.4.5 Velocity and heat transfer coefficient distribution in rectangular pipe 

 

このような，形状，流速，熱伝達係数の関係に対しては，これまで多くの実験的研究が

なされている．例えば式(4.15) ，(4.16)は管内乱流熱伝達係数に関する Dittusと Boelterの実

験式 [52] である．  

0.8 0.40.023uN Re Pr=                      (4.15) 

  u
λh N
d

=                                 (4.16) 

ここで Nu，Re，Pr，d は，ヌッセルト数，レイノルズ数，プラントル数，管径を示す．な

お上式は，レイノルズ数およびプラントル数が，104 < Re <105 ，104 < Pr <105の場合に成り
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立つことを付記しておく．上式に示すように，熱伝達係数は，レイノルズ数，つまり流速

に強い依存性がある．そのため，最適化の際に物体境界に設定する熱伝達係数は，形状に

よる流速変化を考慮して設定する必要がある．さらにトポロジー最適化では，最適構造を

求める過程において刻々と構造が変化するため，熱伝達係数は形状依存性に加えて，最適

化の過程で生じる構造変化にも対応させる必要がある．しかし従来の手法 [33] [34] [38] [39] 

[40] では，物体境界の抽出方法にのみ注力されており，熱伝達係数の形状依存性について

は検討されていない． 

このような流速と熱伝達の関係を厳密に定量化するには，流体と構造の連成解析を行う

ことが考えられる．しかし，最適化の過程でこれらを厳密に行うことは計算時間の観点で

得策ではない．さらに，設計の初期段階の構想設計においては，厳密な形状を必要とする

流体と構造の連成解析により熱伝達係数の算出法を扱うよりも，最低限性能を評価できる

簡略形状を用いた算出法を用いた方が，本質的には，より早く素性の良い設計案を創出で

きると考えられる．そこで本研究では，トポロジー最適化における熱伝達係数の設定方法

に対して，形状変化により生じる熱伝達係数の変化を，形状の簡略表現を行うための代表

特性値で表す代理モデルで表し，トポロジー最適化によって得られた物体境界の情報と上

述の代理モデルから，熱伝達係数を更新する方法を提案する．以下，その方法について詳

細を述べる． 

最初に，簡略された形状と熱伝達係数の関係を定量化するため，単純な形状の数種類の

フィンを有するモデルに対して，流体解析を行う．なお本研究では図 4.6(1)に示す，フィン

高さが同一で周期の異なる 3 種類の正弦関数で表されるモデル CASE(1)～(3)に対して流体

解析を行い，形状と熱伝達係数の関係を求める．図 4.6(2)に流体解析モデルを示す． 



 
 
 
 
                第 4章  熱伝達問題に対するトポロジー最適化  67 
 

0

1

2

3

1.5 2.5 3.5

CASE1
CASE2
CASE3

0 0.5 1.0
0

0.5

1.0

Fi
n 

he
ig

ht

Position  
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 (2) Numerical fluid simulation models in Fluent 

Fig.4.6 Setting of numerical fluid simulation 

 

図に示すように，計算領域の中央下部に図 4.6(1)で示したフィン形状を配置した．境界条

件は，入口条件として，流体温度を 0℃，入口流速を 1m/s，出口条件は大気開放とし，壁温

度は 20℃とした．なお，流体解析には，汎用コードである ANSYS社の FLUENT [53] を用

いた．次に，熱伝達係数と関連付けるパラメータを設定する．図 4.7に示すように，解析モ

デルのフィンの境界上の各ポイントにおいて半径 ra の円を設定し，円内に含まれるフィン
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の面積 Sの割合を各ポイントの密度 r として以下のように定式化する．なお本研究では，ra

は円の直径が図 4.6(1)の解析モデルにおける最小フィン周期と一致するように決めた．  

2
a

Aρ
πr

=                                             (4.17) 
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Void
(Fluid)

ra

A(gray area)

2
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A
r

=r
p

Density : low
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Material

Fluid Γ fin

 

Fig.4.7 Material density in a numerical fluid simulation model 

 

次にフィンの周期を設定する．図 4.7に示すように，フィン境界上で最も密度が低いポイ

ントがフィン先端と考えられる．また式(4.17)に従えば，フィン先端の密度は，周期が短い

ほど低くなる．そこで，フィン先端の密度をフィンの周期 P の代用値とし，以下のように

設定する． 

min on Γ finP ρ=                           （4.18) 

ここで Γ fin は，フィンの境界を示す． 

次に，式(4.17)，(4.18)によって求めた密度およびフィンの周期を用いて，代理モデルを作

成する．本研究では，式(4.19)に示す，Radial Basis Function(以後 R.B.Fと記す)に基づき代理

モデルを作成した[54]．基底関数には linear-splines を用いている． なお，フィンの周期 P

およびフィンの境界部分の熱伝達係数 h0は，最大値を 1として正規化している． 

( )0 1
1

( )
m

j j m
j

h a g a +
=

= +åz z                         (4.19) 



 
 
 
 
                第 4章  熱伝達問題に対するトポロジー最適化  69 
 

ここで， { }, Tρ P=z はサンプル点の座標， ( )( )j jg gº -z z z は基底関数，mはサンプル点の

数を示し， ja ( 1, 2,..., 1j m= + )を決定するために，以下の方程式を解く． 

1
1

( )
m

j j i m i
j

a g a h+
=

+ =å z   ( 1, 2,...,i m= )                   (4.20) 

1
0

m

j
j

a
=

=å                                            (4.21) 

ここで，hiはサンプル点 iにおける熱伝達係数を示す．図 4.8に得られた代理モデルの応答

を示す．これより，熱伝達係数は，密度の低いフィン先端で最も大きな値をとり，密度の

高い谷部で最小となることがわかる．これは，フィンの谷部では，先端部にくらべ流速が

落ちるため，それに伴い熱伝達係数が低下することと対応している． 

次に，代理モデルのパラメータ ρおよび P に対応する量をトポロジー最適化で得られた

密度分布から抽出する方法について述べる．まず，トポロジー最適化で得られた密度分布

に対して，式(4.13)を用いて物体境界を抽出する．このとき，式(4.17)を用いて物体境界上の

各節点において，半径 ra 内にある節点密度の平均値を算出し，これを ρとする．さらに式

(4.18)に従ってフィンの周期 Pを求める．これらを式(4.19)に代入することにより，熱伝達係

数を更新する．すなわち，式(4.19)を用いて式(4.14)を以下のように書く． 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
1

( ) ( ) ,
n

h r r
e e i i

i
h h H ρ H ρ M h ρ P

=

» = = åx x M x h x            (4.22) 

ここで， iρ は i番目の節点の密度を表す．式(4.22)を用いれば，式(4.3) ，(4.5)は以下のよう

になる．  

( )  
Ω Γ

, Ω Γ
d Dh

a T T T Td ThTd= Ñ Ñ +ò òκ               (4.23) 

( )   
Γ Ω Γ

Γ Ω Γ
q d Dh

ambL T qTd bTd hT Td= + +ò ò ò          (4.24) 

ここで， ΓDh は，近似 Hat関数によって抽出された要素境界を示す． 
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Fig.4.8 Surrogate model with respect to normalized heat transfer coefficients using the Radial Basis 

Function 

 

4.1.4□最適化アルゴリズム 

図 4.9に最適化問題のアルゴリズムを示す．図に示したように，最初に設計変数 Rの初期

値をもとに，均質化熱伝導テンソル Hκ を求める．次に，有限要素解析により，釣り合いの

方程式を解いて，節点温度ベクトルT を求める．その値を用いて，目的関数，体積制約の

値を求める．目的関数が収束すれば，アルゴリズムを終了し，そうでなければ目的関数，

体積制約の設計変数 Rに関する感度を求める．得られた感度をもとに，最適化手法を用い

て設計変数 Rを更新する． 

設計変数依存の熱伝達境界条件については，最適化によって逐次得られる密度分布に対

して近似 Hat 関数を用いて物体境界を抽出した後，式(4.14)により物体境界上に設定する．

なお物体境界を抽出するためには非一様な密度分布が必要なため，固定設計領域内の密度

の最大値が近似Hat関数における lowerρ に達するまでは（以後，このステップ数を NTと記す），

温度固定境界条件を配置し式(4.3) ，(4.4) ，(4.5)を用いて式(4.6)を解き最適化を実行する．
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NT+1ステップ目以降は，温度固定条件を取り除き，式(4.14)を用いて式(4.6)を解く． 

さらに熱伝達係数の形状依存性を考慮する場合は，物体境界を抽出した後， 式(4.22)に基

づき熱伝達係数を更新し，最初のステップから繰り返す．なお本研究では，最適化手法と

して，高い収束性は期待できないが，どのような目的関数においても，設計変数が数万以

上の大規模な最適化問題を解くことができる逐次線形計画法(SLP)を用いる．  
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Fig.4.9 Flow chart of optimization method 
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4.1.5  感度解析 

SLP により設計変数を更新する際に必要な目的関数 Fの設計変数 Rに関する感度を導出

する．なお，ここでは，内部発熱だけでなく，熱伝達係数や熱流束も設計変数に依存する

と仮定する．熱伝導体の平衡方程式(4.6)をマトリックス表示すると， 

( )h+ = + +K K T q Q H                           (4.25) 

と書ける．ここで， Kは熱伝導マトリックス， hK は熱伝達マトリックス， qは熱流束ベク

トル，Qは内部発熱ベクトル，Hは熱伝達ベクトルである．このとき目的関数は次式で表

される． 

( ) ( )1 1 1
2 2 2

T T T T
hF = + - + + = - + +T KT T K T T q Q H T q Q H              (4.26) 

この両辺を設計変数 Rで微分すれば，                                   

( ) ( )1 1
2 2

q Q HT q Q H T
R R R

¶ + +¶ ¶
= - + + -

¶ ¶ ¶

T
TF

         (4.27) 

この式に対し，式(4.25)を用いれば， 

( ) ( )1 1
2 2

q Q HT K K T T
R R R

¶ + +¶ ¶
= - + -

¶ ¶ ¶

T
T

h
F

        (4.28) 

となる．一方式(4.25)の両辺を微分すれば，      

( ) ( ) ( )h
h

¶ + ¶ + +¶
+ + =

¶ ¶ ¶

K K q Q HTT K K
R R R

             (4.29)             

となり，ここで式(4.29)の左から TT を掛け， Kおよび hK の対称性を利用すれば，以下のよ

うに感度が求まる．  

( ) ( )1
2

hT TF ¶ + ¶ + +¶
= -

¶ ¶ ¶

K K q Q H
T T T

R R R
                 (4.30) 

上式の右辺第 2 項が，設計変数依存性を考慮した境界条件に対応した感度となり，設計変

数依存性を考慮しない場合は，第 3章で求めた感度に一致する． 

 

4.2  数値例による提案手法の検証 
幾つかの熱伝達境界のある 2 次元の熱拡散問題を解くことにより，本章で提案したトポ

ロジー最適化手法の妥当性を検証する．いずれの場合においても，最適化の初期値は 0.9iR =

に，近似 Hat関数における lowerρ および upperρ は，0.3，0.9にそれぞれ設定して，最適化を実施
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した 

 
4.2.1□熱伝達係数，熱伝導率の設定と最適構造の関係 

図 4.10 に設計領域を示す．本手法による物体境界の抽出には，非一様な密度分布が必要

なため，密度の最大値が lowerρ に達するステップ数 NTまでは，図 4.10(a)に示したように，5m×5 

m の正方形形状の設計領域の境界ΓT をT=0℃に固定し，境界Γqに熱流束1W/m2を与える．

そして NT +1ステップ目において，上述の温度固定境界を取り除き，固定設計領域内全域に

わたり，熱伝達係数および環境温度として， 2
0 0.1W/m Kh = , o0CambT = を与える． 近似 Hat

関数の遷移パラメータは 0.001ε = とした． なお，体積制約の上限値 maxV は全設計領域の 30%

とし，要素分割数は 200×200 として最適化を図った．本例題では，物体境界抽出方法の妥

当性を検討するため，式(4.22)で示した熱伝達係数の形状依存性は考慮していない． 

L=0.1

5 m

5m

D

Fixed design domain

D
Fixed design domain

Heat transfer coefficient 

Ambient temperature

(a) (b)

h0

Tamb

Γq

ΓT

 

Fig.4.10 Design domain for design problem 1. (a) boundary condition during the first NT iteration, 

(b) boundary condition from NT +1 iteration 

 

図 11(1)に本研究で提案した最適化手法によって得られた最適構造と最適化の過程におけ

る構造の履歴を示す．なお図の白黒の濃淡は材料の正規化された密度分布を示し，白色が

完全孔で，図 3.4のユニットセルにおける正方形形状の孔の 1辺 rが 1に，黒色が完全稠密
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で rが 0に相応している．後に示す最適構造も同様の方法にて示す．図に示すように，本手

法によって得られた構造において，チェッカーボードは生じておらず，明瞭な最適構造が

得られていることが分かる．最適構造は，反復回数を増すに従い，熱流束境界に偏った構

造となり，最終的には，物体境界には放熱を促進するフィンが現れる．図 11(2)に，図 11(1)

のステップ数に対応した温度分布を，図 11(3)に固定設計領域内で最も高温となる，右上部

の温度の最適化による履歴を示す．これらの図に示すように，最適化が進むにつれ，固定

設計領域内の温度分布が全体的に低くなり，最高温度も最適化により低減されていること

が分かる． 

 

No. of iter. 15 No. of iter. 100 No. of iter. 200 Final step  
(1) Convergence history for design problem 3 

 

No. of iter. 1 No. of iter. 10 No. of iter. 50 Final step

13 6.5 0

 

(2) History of temperature distribution for design problem 3 
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(3) History of temperature at right top point for design problem 3 

Fig.4.11 History of optimization for design problem 3 

 

図 4.12 には，本手法によって得られた最適構造，および，近似 Hat 関数によって抽出し

た物体境界を示す．図に示すように，本研究で提案した方法により，熱伝達境界条件を与

えるべき物体境界が抽出されていることが分かる． 

 

(a) Optimal configuration (b) Structural boundary  

Fig.4.12 Extracted structural boundary for design problem 3 
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図 4.13には，近似 Hat関数の 0から 1への遷移幅 εを変更して最適構造を求めた結果を

示す． 図 4.13 (a) ，(b)ではそれぞれ，ε = 0.1，0.001として最適化を行った．図 3.13(a)に示

すように遷移幅を大きくとると，遷移幅を小さく設定した図 4.13 (b)の結果に比べ，境界条

件を与える物体境界が不明瞭になるため，最適構造も不明瞭になる． 以上の結果から，本

研究では，上述の問題点を避けるために，以後の数値例において遷移幅として 0.001ε = を

用いた． 

(a) (b)
 

Fig.4.13 Optimal configurations of design problem 3. (a) ε =0.1, (b) ε =0.001 

 

なお本章で示した手法では，最適化の途中のNT＋1ステップで，温度固定境界を取り除い

ている．このステップ数が最適構造に与える影響を検討するため，温度境界を取り除くス

テップ数を(a) NT =15, (b) NT =30, (c) NT =50, (d) NT =100，として最適化を行った．なお，(a) NT 

=15は本設計例において，固定設計領域内の最高密度が lowerρ に達したステップ数を示す．図

4.14(1)(a)～(d)にはそれそれのケースにおける，NTステップ時点での密度分布を，さらに得

られた最適構造を図4.14(2)に示す．図4.14(2)の(c)，(d)に示すように，温度固定境界を，あ

る程度明瞭な構造が出現するステップ数まで維持し続けると，得られる最適構造は，温度

境界を取り除いた時点での構造の影響を強く受ける．本手法では， lower e upperρ ρ ρ£ £ の密度を

持つ要素が近似Hat関数によって物体境界として見なされているので，固定設計領域の密度

の最大値が lowerρ を超えれば，熱伝達境界条件を与える構造境界を抽出できる．そこで本研

究では，更新された要素密度の最大値が lowerρ を越えた次のステップ数において，温度固定

境界を取り除く所作を行う． 
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(a) (b) (c) (d)
 

(1) Density distributions when imposed temperature boundary conditions are removed. (a) NT =15, 

(b) NT =30, (c) NT =50, (d) NT =100 

 

(a) (b) (c) (d)
 

(2) Optimal configurations corresponding to the iteration number when the imposed temperature 

boundary condition is removed. (a) NT =15, (b) NT =30, (c) NT =50, (d) NT =100 

 

Fig.4.14 Relationship between optimal configurations and number of iteration when the imposed 

temperature boundary condition is removed 

 

図 4.15 には，熱伝達係数の値が最適構造に与える影響を検討するため，熱伝達係数を(a) 

h0=0.01W/m2K, (b) h0=0.1W/m2K, (c) h0=1.0W/m2K, (d) h0=10.0W/m2Kとして最適構造を求め

た結果を示す． 図に示すように，熱伝達係数を小さく設定するに従い，最適構造として，

固定設計領域全域にわたりフィンが現れる． 
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(a) (b) (c) (d)  

Fig.4.15 Influence of heat transfer coefficients and thermal conductivities on optimal configurations. 

(a) h0=0.01W/m2K, (b) h0=0.1W/m2K, (c) h0=1W/m2K and (d) h0=10W/m2K 

 

この結果の妥当性を検討するために，図 4.16 に示す熱伝達のある定常 1次元熱伝導問題

を考える． 構造物を通過する熱量をQ，高温流体側の熱伝達係数と環境温度を 1h， 1ft ，低

温流体側の熱伝達係数と環境温度をそれぞれ 2h ， 2ft ，伝熱面積を S とすると，構造物を通

過する熱量は次式で与えられる． 

1 2( )f fQ K t t S= -                                      (4.31) 

Kは式(4.32)で表される熱通過率を示す．  

1 2

1
1/ / 1/

K
h l λ h

=
+ +

                                 (4.32) 

ここで， lは構造物の長さ， λは熱伝導率を示す． 

 

 

l

λ

tf1

tf2

h1

h2

 

Fig.4.16 Schematic view of steady state heat transfer phenomenon with heat convections 
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つまり伝熱量の増加には，伝熱面積 S の拡大と，熱通過率の増加が必要である．基本的に

は伝熱面積 Sの拡大が放熱量の増加に有効なので，図 4.15(a)に示すように最適構造として，

固定設計領域全域にわたり多くのフィンが現れる．しかし，十分大きな熱伝達係数を設定

すると，Kに対する /l λの寄与を小さくする必要があるので，図 4.15 (c),(d)に示すように，

熱源からの距離を最小化しつつ伝熱面積を増やすために，より微細なフィンを有した構造

となる．  

 次に，熱伝達係数と熱伝導率の値の関係が最適構造に与える影響について検討してみる．

式(4.32)に示すように，熱通過率は熱伝導率と熱伝達係数の関係によって決まるので，熱伝

達係数と熱伝導率との比が同じ場合，同一の最適構造が得られることになる．ここでは，

本手法においても同一の最適構造が得られるかを調べてみた．図 4.17 に最適構造の比較を

示す．これより，本手法においても，同様の結果が得られており，手法の妥当性が検証で

きたと考える． 

 

λ
=5

.0
W

/m
K

λ
=5

0W
/m

K

h0=0.01W/m2K h0=0.1W/m2K h0=1.0W/m2K

 
Fig.4.17 Relationship between thermal conductivity and heat transfer coefficient shown in optimal 

configurations 
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4.2.2□ ヒートパイプ設計 

図 4.18に設計領域を示す．図に示したように，10m×10mの正方形形状のうち，5m×5 m の

1/4 モデルとして解析を行う．設計領域の境界Γqに熱流束 1W/m2を与え，PTに温度固定境

界として，T=0℃に固定する．そして NT +1ステップ目において，上述の温度固定境界を取

り除き，固定設計領域内全域にわたり，熱伝達係数および環境温度として， 2
0 0.1W/m Kh = , 

0ambT = ℃を与える．なお，体積制約の上限値 maxV は全設計領域の 30%とし，要素分割数は

200×200として最適化を図った． 

 
5m

5m

D
Fixed design domain

PT

(b) A quarter model(a) An entire model

Insulated

Γq

 

Fig.4.18 Design domain for design problem 4 

 

図 4.19に得られた最適構造を示す．図に示すように，熱伝達係数の値を大きくするに従い，

最適構造として，細かなフィンが現れることがわかる．また熱伝達係数が非常に大きい場

合は，最適構造として，フィンの無い薄板形状となる． 

 



 
 
 
 
                第 4章  熱伝達問題に対するトポロジー最適化  81 
 

(a) (b) (c)
 

Fig.4.19 Optimal configurations of design problem 4. (a) h0=10.0W/m2K, Tamb=0 ºC, (b) 

h0=1.0W/m2K, Tamb=0 ºC, (c) h0=0.1W/m2K, Tamb=0 ºC 

 

 この結果を解釈するために，次式に示すBiotの式を用いる．式(4.33)に示すように，低い

熱伝達係数を設定した場合は，ビオ数も小さくなる．この場合，構造表面からの熱伝達を

促進するために， lを大きくする必要がある．したがって，図4.19(b), (c)に示すように，細

かなフィン構造が現れる．それに対して高い熱伝達係数を設定すると，熱伝導率を高く設

定することが有効であるが，実際には lを小さくすることで，熱伝達を促進することになる．

そのため，図4.19(a)に示すように，フィンの無い形状が得られることが分かる． 

material

hlBi
λ

=                                         (4.33) 

 

4.2.3□熱伝達係数の形状依存性を考慮した最適構造 

図 4.20 に熱伝達係数の形状依存性を考慮した場合の最適化の履歴と最終的に得られた最

適構造を示す．なお最適化は，図 4.15(b)で示した最適構造を初期状態とし，次のステップ

から式(4.22)に基づいて熱伝達係数を更新し最適化を実行する．図 4.20に示すように，密度

の高いフィンの谷部では，熱伝達係数が小さくなる． この場合，熱拡散を大きくするため

には，表面積の拡大が有利であるため，ステップ数の増加に伴い，フィンの谷部近傍の非

構造部分が徐々に構造に変化する． 一方，フィン先端部は熱伝達係数が上昇する．この場

合，構造物の熱伝導を利用した方が熱拡散最大化に有効なため，最適化が進むにつれてフ

ィンは次第に小さくなり，最終的にはフィン形状がほとんど無い形状となる． このように，
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熱伝達係数の形状依存性を考慮することにより，求めるべき最適構造も変化する．したが

って，熱伝達条件を含む熱拡散最適化問題に対しては，熱伝達係数の形状依存性を考慮す

る必要があると考える． 

 

No. of iter .  15 No. of iter .  100 No. of iter .  200 No. of iter .  2000

No. of iter .  3000 No. of iter .  3500 No. of iter .  4000 No. of iter .  4500

No. of iter .  5000 No. of iter .  5500 No. of iter .  6000 Final step
 

Fig.4.20 History of optimization of design problem 3, considering shape dependencies with respect 

to heat transfer coefficients 

 

4.3  まとめ 
本章では，物体境界上に熱伝達境界のある線形熱伝導体の最適設計手法を提案するとともに，簡

単な最適設計問題により，本章で提案する方法の妥当性を検証した．結果を以下に示す． 
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(1) 物体境界上に熱伝達境界条件のある構造物の熱拡散問題に対して，均質化法に基づく新

しいトポロジー最適化問題を定式化した． 

 

(2) 近似 Hat関数を用いて，固定設計領域内の物体境界の抽出方法を構築するとともに，物

体境界への熱伝達境界条件の設定方法を構築した．さらに，より現実的な境界条件設定

において最適構造を得ることを目指して，上記の構造物表面上に設定する熱伝達境界条

件に対し，代理モデルと物体表面形状の情報に基づき熱伝達係数を更新する，形状依存

性を考慮した熱伝達係数設定手法を提案した． 

 

(3) 上記の定式化に基づき，均質化法と逐次線形計画法を用いたトポロジー最適化アルゴリ

ズムを構築した． 

 

(4) 熱伝達境界条件における熱伝達係数や熱伝導率の値が，最適構造に与える影響を検討し

た．また，熱伝達係数の形状依存性を考慮することにより，考慮しない場合と異なる最

適形状が得られることを示した． 
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第 5章 

 

熱・構造連成問題に対するトポロジー最適化 
  

本章では，レベルセット法による形状表現を用いたトポロジー最適化手法に基づき，熱

拡散と剛性の両方の向上を目的とした二目的構造最適化手法を構築する． 

第 3 章および第 4 章では，構造物の温度低減を目的とした熱拡散問題に対する新しいト

ポロジー最適化手法を提案したが，実際のシリンダヘッドなど，熱の影響を受ける機械部

品に対しては，温度低減に加え，熱による変形や応力に対する設計検討が不可欠である．

しかし，従来までに提案されているとポロジー最適化手法は，熱拡散，剛性もしくは振動

特性などの単一の現象のみを取り扱っており，温度低減と剛性向上を同時に考慮する必要

があるような設計問題に関する研究事例は少ない [55]．  

他方，近年新しい構造最適化の方法として，レベルセット法に基づいた方法論 [41] [42]

が提案されている．この方法は，スカラー場であるレベルセット関数場の等位面を用いて，

物体の外形形状を陰的に表現し，レベルセット関数を更新させることにより，最適化過程

における，形状の更新を表現する方法である．XiaとWangha [43] は，レベルセット法によ

る形状表現を用いて，熱の影響を考慮した剛性最大化を目的とした最適化手法を提案して

いる．しかし，従来までに提案されているレベルセット法に基づく構造最適化 [41] [42] と

同様に，レベルセット関数の更新をハミルトンヤコビ方程式に帰着して行うため，設計領

域に穴が創出されるような形態変更が許容されない．さらに，物体境界における熱伝達条

件についての検討も行われておらず，加熱や冷却条件といった実際の熱の授受を考慮した

構造最適化はできないと言う問題点を持つ．  

これに対してYamadaら [44] は，構造の形態変更を可能とする方法として，レベルセット

関数の更新を反応拡散方程式に帰着して行う新しいトポロジー最適化の方法を提案してい

る．この方法では，目的汎関数にレベルセット関数の勾配項を付与することにより，最適

化の過程において，設計領域内に仮想的な界面エネルギーを与え，その大きさを設定する

ことにより，最適構造の複雑度を陰的に設定可能な特長をもち，過度に複雑な構造が除か

れた工学的に有効な最適構造を創成することができる．さらにレベルセット法による形状

表現を用いると，陰的ではあるが明確な境界が存在するため，設計境界上に熱伝達などの
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物理的な境界条件を課すことが可能になる． 

そこで本章では，以上のような熱現象を考慮すべき構造最適化に関する問題を解決する

ために，構造物の最適設計問題に対して，熱拡散と剛性の同時向上を目的とする，物体境

界の熱伝達条件を考慮可能な，レベルセット法に基づく新しいトポロジー最適化の方法論

を構築する．そして簡単な数値例により，本章で提案する方法論の妥当性を検証する． 

 

5.1  最適化問題の定式化 
ここでは，レベルセット法による形状表現を用いたトポロジー最適化の定式化について

説明した後，重み付け総和法に基づき，熱・構造問題に対する目的関数を定式化する．そ

して，この目的関数を用いて最適化問題を定式化するとともに，有限要素法を用いた最適

化アルゴリズムを構築する．  

 

5.1.1□レベルセット法 

  レベルセット法 [56] [57] [58] は，流体解析における自由境界問題の数値解析手法として

発展し，2相流解析，炎の伝播解析などに応用されてきたが，近年では流体解析のみにとど

まらず，幾何学問題，画像処理などさまざまな分野に応用範囲が広がっている．流体の自

由境界問題の数値解法においては，トポロジーの変化や 2 次元境界面の扱いが難しい．レ

ベルセット法は，境界面およびその運動を 1 次元高位のレベルセット関数で表現すること

で，境界面の分離や結合を容易に扱うことができる特徴を持つ． 

  レベルセット法は，初期の論文においては PSP (Propagation of Surface under Curvature) と

呼ばれ，平均局率流などの幾何学的問題に適用された．そのため，レベルセット法を図形

の陰的表現や変形の問題に応用する研究が盛んに行われている． 

 

5.1.2□レベルセット法に基づくトポロジー最適化 

ここでは，レベルセット法に基づく形状表現を用いたトポロジー最適化手法について述

べる．物体により占められている領域Ωd  (以下，物体領域) と，物体により占められてい

ない領域(以下，空洞領域) により構成される固定領域D (以下，固定設計領域) において，

物体領域の構造を最適化する場合について考える．ここで，レベルセット法を用いて固定
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設計領域D内の物体領域Ωdの境界 Ωd¶ を表現する．すなわち，レベルセット関数をfとし

て，次式に示すように，物体領域Ωdの境界 Ωd¶  を，レベルセット関数のゼロ等位面によっ

て陰的に表現する． 

0 ( ) 1 if Ω \
( ) 0 if Ω       

1 ( ) 0 if \Ω

d d

d

dD

f
f
f

< £ " Î ¶Wì
ï = " Î¶í
ï- £ < " Îî

x x
x x

x x
               (5.1) 

なお，上式において，レベルセット関数の上限値と下限値をそれぞれ，1と 1- に設定してい

るが，これは後述の目的汎関数に付加する界面エネルギーをレベルセット関数により表現

するために必要とする．なお，物体領域内部において，レベルセット関数が正の実数値で

あれば，任意の値に対して，同じ形状を表現することになるので，この制約を設けても，

形状表現には問題ない．これにより，レベルセット関数には通常設定される符号付き距離

関数の性質を持たず，図5.1に示すように，空洞領域では 1- ，物体領域では1をとり，境界

近傍において滑らかに分布するスカラー関数となる． 

 

( ) 0=xf

( )xf

Ωd¶

Ωd

 

Fig. 5.1 Fixed design domain D and level set function f  

 

上述のレベルセット法による形状表現を用いて，目的汎関数をF，体積制約に対する制約汎

関数をGで表現する構造最適化問題を次式で定義する． 
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inf ( ( )) ( )
d

dF f d
f

f
W

W = Wò x                     (5.2) 

maxsubject to ( ( ))= 0
d

dG d Vf
W

W W- £ò                 (5.3) 

ここで， maxV は許容される体積の上限値である．上式の構造最適化問題においては，レベル

セット関数fは，連続性を持つ必要がないことは自明である．その結果，レベルセット関数

は，到る所で不連続な値を持つ可能性があるため，到る所で不連続性を持つ最適設計解を

許容する．均質化法に基づくトポロジー最適化 [11] においては，最適設計問題を材料分布

問題に置き換え設計空間の緩和を行うが，レベルセット法による形状表現を行う場合は，

グレイスケールを許容しないため，材料分布問題に置き換えることによる設計空間の緩和

を行うことができない． 

 そこで本研究では，フェーズフィールド法の界面エネルギー表現を用いて，最適化問題

の目的汎関数を，界面エネルギーと式(5.2)で示す目的汎関数の和として定式化し，最適化問

題を以下のように定義する [44]． 
21inf ( ( ), ) ( )

2d
d D

F f d d
f

f f t f
W

W = W+ Ñ Wò òx          (5.4) 

maxsubject to ( ( ))= 0
d

dG d Vf
W

W W- £ò                 (5.5) 

ここで，τは複雑度係数と呼ばれる，仮想的な界面エネルギーの大きさを与えるパラメータ

である．この仮想的な界面エネルギーは，設計空間を緩和するだけでなく，大きさを設定

することにより，最適構造の複雑度を陰的に設定可能としているため，工学的に有効な最

適設計解を創成することを可能としている．なお，上式の第二項が界面エネルギーを表現

するようにするためには，レベルセット関数fに，フェーズフィールド法のフェーズフィー

ルド変数と同様な性質を持たせる必要があるため，式(5.1) においてレベルセット関数の上

限値と下限値を設定している． 

 次に，上式の構造最適化問題を，ラグランジュ未定乗数法を用いて，無制約問題に置き

換える．すなわち，ラグランジュアンをF，式(5.5)に関するラグランジュ乗数を mλ とすれ

ば，上述の最適化問題は次式となる． 
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2
max

2
max

1inf ( ( ), ) ( ) ( )
2

1( )
2

d d

d

d m D

m D

F f d d V d

f d V d

f
f f l t f

l t f

W W

W

W = W+ W- + Ñ W

= W- + Ñ W

ò ò ò

ò ò

x

x
    (5.6) 

なお上式では，ラグラジュアンの密度関数 ( )f x として， ( )= ( )+ mf f λx x としている．本章では，

上式を解くことにより，最適構造を得る． 

 

5.1.3□時間発展問題 

従来までに提案されているレベルセット法に基づく構造最適化手法では，式(5.2)と式(5.3)

で示す構造最適化問題を解くために，最適化問題を次式で示すレベルセット関数fに関する，

Hamilton-Jacobi方程式を解く問題に帰着させている． 

0NV
t
f f¶
+ Ñ =

¶
                  (5.7) 

ここで， NV は物体境界の移流速度の法線線分であり，最適化問題の定式化より得られる外

形形状感度を与える．上式に帰着した最適化においては，通常は物体境界の更新により最

適構造を得ることになり，この方法は，基本的には形状最適化と同様の方法であるといえ

る．したがって，構造最適化の過程において，物体領域に空洞領域が創出されるような形

態変化が許容されていないという問題点がある．この問題を解決するために，恣意的に物

体領域に穴を創出させる方法が提案されているが，得られる最適構造は，パラメータの設

定に大きく依存し，安定的に最適解を得ることは難しい [59]．さらに，式(5.7)は基本的に

は移流方程式の性質を持ち，その数値解法として幾つかの方法 [41] [58] が提案されている

が，安定的に解を得ることは難しい．特に熱・構造などの連成問題においては，数値的に

不安定な現象を生じ，解の収束性が悪いことも報告されている [60] [61]． 

  そこで本章では，上述の問題を解決する方法として，界面拡散に基づいて界面の移動を

表現する，フェーズフィールド法の考えに着目し，レベルセット関数に関する時間発展方

程式を導出する [44]． 

まず，上式の最適化問題に関する KKT条件を導けば，次式となる． 

(Ω )=0,   (Ω )=0,   0    (Ω ) 0d m d m dδF λ G λ , G³ £            (5.8) 

このKKT条件を満たすレベルセット関数fが最適解の候補となる．しかしながら，これら
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を満たすレベルセット関数を直接求めることは困難であるため，適当な初期値を与え，設

計変数であるレベルセット関数を更新していくことにより，最適解を導く．すなわち，仮

想的な時間 tを導入し，レベルセット関数を変動させる駆動力は，ラグラジュアンの勾配に

比例するものと仮定すれば，次式に示すように，最適化問題をレベルセット関数fの時間発

展問題に置き換えることができる． 

( ) FK
t

¶
= -

¶
f df

df
                                     (5.9) 

ここで， ( )>0K f は比例定数， /Fd dfはラグラジュアンFの汎関数微分を表す．上式に式

(5.6)を代入すれば，次式が得られる． 

2( ) ( ) ( )dK f H
t

df f f t f
df

æ W ö¶
= - - Ñç ÷¶ è ø

x                  (5.10) 

ここで， ( )H f はヘビサイド関数を表す．また形状 ( )d fW に対するレベルセット関数fの感

度 /Wd df は，物体領域 dW においてレベルセット関数fが一定であるようにすれば，定数C

としてよいので，上式は， 

( )2( ) ( ) ( )K Cf H
t

¶
= - - Ñ

¶
xf f f t f                (5.11) 

となる．このとき，時間発展方程式は次式となる [61]． 

2( )( ( ) ( ) )

0     on     \               

1     on                            

N

N

K Cf H
t

D D
n

D

¶ì = - - Ñï ¶ï
¶ï = ¶ ¶í¶ï
= ¶ï

ïî

xf f f t f

f

f

                   (5.12) 

ここで， 
ND¶ は非設計境界である．なお，式(5.12)は反応拡散方程式と呼ばれる偏微分方程

式であり，拡散項が含まれることになり，レベルセット関数fの滑らかさが保証されている

ことを注記しておく． 

  なお，式(5.5)の制約条件が活性であるとき， 
( ) 0

d

dG d
dt t
f f

W

¶
= W =

¶ò                     (5.13) 

となる．したがって，式(5.6)，式(5.11)，式(5.13)より，ラグランジュ乗数 ml は次式で与え

られる． 
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( )2( ) ( )

( )
d

d

m

K f d

K d

f t f
l

f
W

W

+ Ñ W
= -

W

ò
ò

x
                (5.14) 

また，制約条件が非活性であるときは，ラグランジュ乗数 ml は，次式となる． 

0ml =                                          (5.15) 

以上より，ラグランジュ乗数 ml の値を求め，式(5.12)に基づいてレベルセット関数fを初期

値から更新させ，ラグラジュアンF が収束したときのレベルセット関数fが最適構造の候

補を与える． 
 

5.1.4□熱拡散および剛性最大化問題の定式化 

線形熱弾性体で構成される物体領域と空洞領域で構成される固定設計領域Dに対して，

境界Γtにおいて温度 0T で温度規定，境界Γqにおいて熱流束qの熱流束境界，境界Γhにおいて

熱伝達係数hの熱伝達境界が与えられ，さらに境界Γuにおいて変位u0で変位固定，境界Γ f で，

荷重t が与えられている問題について考える．但し，境界Γt，Γq，ΓuおよびΓf は，固定設

計領域の境界 D¶ 上に設定しているものとする．また，境界Γhは固定設計領域内部において，

物体領域の境界上で設定され，レベルセット関数の値に依存して決定される設計変数依存

性の境界条件となる．このとき，熱拡散最大化と剛性最大化に対する二目的最適化問題の

目的関数を，重み付き総和法により，次式に示す剛性問題と熱拡散問題に対する各々の全

ポテンシャルエネルギーの和として定式化する． 
1 1inf ( ( ), ) ( , ) ( ) (1 ) ( , ) ( )
2 2d t t u uF w a T T L T w a L

f
f f æ ö æ öW = - - - - -ç ÷ ç ÷

è ø è ø
u u u    

   (5.16)  

subject to  ( , )=L ( )         for t t ta T T T T UÎ                        (5.17) 

( , )=L ( )           for u u ua UÎu v v v                                   (5.18) 

( ( )) 0dG fW £                                                   (5.19) 

なお， (0 w 1)w £ £ は熱拡散最大化と剛性最大化のどちらを優先させるかを決定する重み

付け係数である．また，上式中の各表記は次式で定義される． 

( )
( , )=

d h
ta T T T Td hTTd

fW G
Ñ Ñ W+ Gò òκ                  (5.20) 
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( )
( )=

q h
t ambL T qTd hT Td

fG G
G + Gò ò                     (5.21) 

( )
( , )= ( ( )): ( )

d
ua T d

W
Wòu v u v

f
s e                        (5.22) 

Γ
Γ

f
uL d×ò(v )= t v                                     (5.23) 

max( ( ))=G d V
W

W W-òf                             (5.24) 

ここで，κは熱伝導テンソル， ambT は周囲温度，σは構造物の変形により生じるコーシー応

力を示す．なお本研究では，この設計領域は均質な等方線形弾性体で構成され，かつ熱弾

性体の応力－ひずみの関係には，次式が成り立つと仮定する． 

:tσ σ δα T= + DE                          (5.25) 

tσ は熱応力を含んだ応力テンソル， Eは弾性テンソル， δはクロネッカーのデルタ，αは

熱膨張係数， TD は温度差を表し， tU および uU は，以下の式にて定義される関数空間であ

る． 

{ }1
0 t( )   with  =   on Γ  tU T H D T T= Î                 (5.26) 

{ }1
0( )   with  =   on Γ  u uU H D= Îv v u                (5.27) 

 

5.1.5□オイラー座標系に基づく変位場の近似解法 

本研究では，オイラー座標に基づきレベルセット関数を更新するために，空洞領域を十

分に小さな縦弾性係数を持つ物体とみなし，境界近傍では，縦弾性係数が空間的に滑らか

に変化するものとして近似することにより表現する．すなわち，平衡方程式(5.18)を次式に

置き換えることにより，物体形状を陽に抽出することなく変位場の解析を行う． 

( ( )): ( ) ( )
fD

T H d ds e f
G

W = × Gò òu v t v                  (5.28) 

ここでe は，ひずみテンソルを表す．また，体積制約関数 (Ω )dG に関しても，次式に示す近

似式を用いて求める． 

max( ( ))= ( )d D
G H d Vf fW W-ò                          (5.29) 
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ここで ( )H f は，次式に示すように，空洞領域で正の微小値 0d > ，物体領域で 1を取り，境

界近傍の幅 lの区間において連続的に分布する，近似されたヘビサイド関数である． 

2 2

2 2

                          ( )
1 15 5 3( )= ( + ( ( ))) (1- )+d
2 16 8 16
                      ( )
1                           ( )

d l

H d
l l l

l l
l

ì
ï < -
ï
ï - -í
ï

- < <ï
ï <î

f

f f ff

f
f

          (5.30) 

 

5.1.6□レベルセット法に基づく温度場における熱伝達境界条件の取り扱い 

温度場についても，空洞領域を十分に小さな熱伝導率を持つ物体とみなして，オイラー

座標系に基づいて解析を行う．さらに，固定設計領域 D の内部に，熱伝達境界を与える場

合には，レベルセット関数の分布に基づいて境界条件を与える方法 [56] を用いる．この方

法の基本的な考え方は，次式に示すように，ディラックのデルタ関数 ( )δ x を用いて，物体

境界に沿った境界積分を固定設計領域における領域積分への置き換えである． 

Ω
( ) Γ   ( ) ( ) Ω 

d D
ξ d ξ δ d

¶
®ò òx x x                       (5.31) 

さらに，ディラックのデルタ関数 ( )δ x は，レベルセット関数fを用いて次式で表現するこ

とができる． 

( )= ( ( ))HÑ ×x x Nd f                                  (5.32) 

ここでNは，ヘビサイド関数 ( ( ))H xf に対する法線ベクトルである．上式の関係を用いるこ

とにより，ディラックのデルタ関数を多次元変数から，単次元変数へ置き換えることが可

能となる．すなわち，ディラックのデルタ関数 ( )δ x は，次式で与えられる． 
( ( )) ( ) ( ( ))( )= ( ) = ( )   

( )
dH dH

d d
Ñ

Ñ × Ñ
Ñ

x x xx x x
x

f f fd f f
f f f

        (5.33) 

これにより，式(5.31)に示す境界積分から領域積分への変換は，次式で与えることができる． 
( ( ))( )    ( ) ( )

D

dHd d
d¶W

G ® Ñ Wò ò
xx x xfx x f

f
               (5.34) 

以上の結果を用いて，次式により得られる解を，平衡方程式(5.17)の解として近似すること

が可能となる． 
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( ( ))( ) ( )

( ( ))       ( )         
q

D D

ambD

dHT TH d hTT d
d

dHqTd hT T d
d

ff f
f

f f
fG

Ñ Ñ W+ Ñ W =

G+ Ñ W

ò ò

ò ò

xκ x

x x

 

 
        (5.35) 

本章では，式(5.35)に基づき温度場を解く． 

 

5.1.7□感度解析 

次に，上の最適化問題に関するKKT条件を導くとともに，目的汎関数 (Ω )dF の感度解析

を行う．上述の定式化より，ラグラジュアン (Ω )dF はラグランジュ乗数 λ，熱，構造の支配

方程式(5.17), (5.18)を用いて以下のように記述できる． 

( ) ( )1 t 2

( ( ))=
1 1    ( , ) ( ) (1 ) ( , ) ( )
2 2

      + ( , ) L ( ) + ( , ) L ( ) + ( ( ))

t t u u

t u u

F

w a T T L T w a L

c a T T T c a G

f

l f

W

æ ö æ ö- - - - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

- - W

u u u

u v v 

       (5.36) 

ここで， 1c および 2c は，任意の定数であり，本研究では， 1c w= ， 2 1c w= - を用いる．式

(5.36)を用いてKKT条件を導けば，次式となる． 

( ( ))=0, dFd fW     

t( , ) L ( )=0,  ( , ) L ( )=0,t u ua T T T a- -u v v                (5.37) 

( ( ))=0,  0,  ( ( )) 0m d m dG Gl f l fW ³ W £  

ここで，随伴温度場Tおよび随伴変位場vを次式で定義する． 

( , )=L ( )    for   t t ta T T T T UÎ                             (5.38) 

( , )=L ( )    for   u u ua UÎv u u u                              (5.39) 

これにより，随伴温度場Tおよび随伴変位場vは，式(5.17), (5.18)で定義されるT およびuと

同一の支配方程式を満足することになるので，最適化問題が自己随伴問題になっているこ

とを注記しておく． 

式(5.36)に式(5.38)，(5.39)を代入し，近似された平衡方程式 (5.28)， (5.35)および体積制
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約(5.29)を用いれば，ラグラジュアン ( ( ))dF fW は次式となる． 

1 1( ( ))= ( , )+ ( , )+ ( ( ))
2 2

1 1 ( ( )) 1   = ( )+ ( ) + ( ( )): ( ) ( )+ ( )
2 2 2

           

d t u d

D

wF wa T T a G

dH ww T TH whTT T H H d
d

f l f

ff f s e f l f
f

-
W W

æ - öÑ Ñ Ñ W÷ç øè
ò

u v

xκ x u v



   

(5.40) 

したがって，ラグラジュアンの感度となる ( )f x は次式となる． 
( )=

1 1 ( ( )) 1     ( )+ ( )  + ( ( )): ( ) ( )+ ( )   
2 2 2

f
dH ww T TH whTT T H H

d
ff f s e f l f
f

-
Ñ Ñ Ñ

x
xκ x u v   

(5.41) 

 

5.1.8□最適化アルゴリズム 

図 5.2に最適化のフローチャートを示す．最初に適当な初期構造を示すレベルセット関数

fを与える．次に有限要素法を用いて，温度場 Tを求める．この温度場を境界条件として，

変位場を解く．ここで得られた温度場と変位場を用いて，目的関数と感度を計算する．こ

こで，目的関数が収束していれば，最適解が得られたとして最適化を終了する．そうでな

ければ，レベルセット関数を更新し，再度温度場を解析するステップに戻る．以上の手続

きにより，最適構造を示すレベルセット関数値を得る． 
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Initialize the level set function

Solve temperature field using FEM

Solve displacement field using FEM

Calculate objective function and sensitivity

Convergence? End

Update level set function 

f

f
 

Fig.5.2 Flowchart of optimization method 

 

5.1.9□時間発展方程式の数値解法 

まず，式(5.12)を時間方向に対して，次式に示すように差分法による離散化を行う． 

2( + ) ( ( )) ( + )

( )           ( ( )) ( , ) ( , )+

0     on     \

1        on      

N

N

t t K t t t
t

tK t Cf t H t
t

D D
n

D

Dì - Ñ Dï Dï
ï = -ï

Dí
ï¶

= ¶ ¶ï
¶ï

ï = ¶î

x

f f t f

ff f

f

f

             (5.42) 

ここで， tD は時間差分を示す．次に，有限要素法を用いて，空間方向に離散化するために，

式(5.42)の弱形式を導出すれば次式となる． 
         

( + ) ( + )( ( ( )) )

( )         = ( ( ( )) ( , ) ( , )+ )

                   for   
1                on  

T

D D

D

N

t t dD t t K t dD
t

tK t Cf t H t dD
t

D

f f f t f f

ff f f

f
f

Dì + Ñ D Ñï Dï
ï -í Dï

" ÎFï
ï = ¶î

ò ò

ò

 



 

x         (5.43) 
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ここで，Φ は次式で定義されるレベルセット関数に関する関数空間である． 

{ }1( )   with  =1  on  NH D DF = Î ¶ f f                 (5.44) 

式(5.43)を，有限要素法を用いて離散化すれば次式となる． 

( + )=
1     on    N

t t
D

F Dì
í = ¶î

T Y
f

                                  (5.45) 

ここで，Φ( )t は時刻 tにおける各節点のレベルセット関数値により構成されるベクトルであ

り，マトリックスTおよびベクトルYは，次式で与えられる． 
1 ( ( ))T T

Ve
e

K t dVe
t

æ ö= +Ñ Ñç ÷Dè øòT N N N Nf t               (5.46) 

( , )( ( )) ( , ) ( , )+ )
Ve

e

tK t Cf t H t dVe
t

æ ö= -ç ÷Dè øò xY x Nff f       (5.47) 

 

5.2  数値例による提案手法の検証 
熱を考慮した剛性最大化問題，熱拡散最大化と剛性最大化の二目的最適化問題および構

造表面の熱伝達を考慮した二目的最適化問題の 3 つの数値例により，本章で提案する方法

論の妥当性を検証する． 

なお，温度場と変位場の解析及び，レベルセット関数場の更新には，いずれの場合にお

いても，四節点のアイソパラメトリック四角形要素を用いた．解析モデルの材料は，いず

れの場合も等方性材料を想定し，縦弾性係数とポアソン比をそれぞれ 100GPaと 0.27，熱伝

導率を 50W/mK，線膨張係数を 1.25×10-5K-1 とし, 空洞領域での正の微小値 d を 0.01 と

設定した．パラメータC は感度を絶対値の平均値で正規化されるように = 0.5/( ( , ) )C f t- x と

設定し，比例定数 ( )K f は 1 とした． 

 

5.2.1  熱を考慮した剛性最大化問題 

図 5.3 に設計領域を示す．図に示したように設計領域は，1m×1 m の正方形形状とし，

体積制約の上限値 maxV は全設計領域の 40%，境界近傍の幅 lは 0.8，複雑度係数 τは 0.005と

する．なお本最適設計例では，目的関数(5.16)において，重み付け係数を w=0に設定し，剛

性を最大化する．図 5.3(a)に示すように，構造問題では，設計領域の境界Γuを u=0mmに固
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定し，境界Γf に 10N を下方向に与える．熱伝導問題では，図 5.3(b)に示すように，設計領

域の境界ΓTを T=0℃に固定し，境界Γqに熱流束を与える．ここでは，熱流束の値が最適構

造に与える影響を調べるため，熱流束の値として，4つの場合，すなわち(1) q=0W/m2，(2) q=7

×10-5W/m2，(3) q=1×10-4W/m2，(4) q=7×10-4W/m2を与え，それぞれの場合について最適化

を行う．なお単純化のため，熱伝導問題と構造問題における Γuと ΓT，および Γf と Γqは，

固定設計領域における同一の境界とする．要素分割数は 200×200である． 

 

  

Fixed design domain D

Fixed design domain D

t

q

Γu

Γt

Γf

Γq

1.0m

1.
0m

0.
45

m
0.

1m

(a) Boundary condition for structural analysis

(b) Boundary condition for heat transfer analysis  

Fig.5.3 Design domain for design problem 1 



 
 
 
 
            第 5章  熱・構造連成問題に対するトポロジー最適化  99 
 

図 5.4に本研究で提案した最適化手法によって得られた最適構造を示す．なお，図の白黒

の濃淡は，黒色が物体領域，白色が空洞領域を示す．なお，後に示す最適構造も同様の方

法にて示す． 

 図 5.4(1)に示すように，熱流束境界条件を与えない場合は，剛性最大化により得られる最

適構造となる．一方，図 5.4(2)～(4)に示すように，熱流束の設定値を段階的に増加させると，

構造内部にある梁構造が徐々に無くなり，図 5.4(4)では，上側の梁が下部に比べて非常に太

いという非対称性を持った最適構造が現れる．本設計問題では，荷重を境界 Γf において下

方向に与えており，この構造の非対称性は，設定した荷重の向きに依存すると考える．こ

のように，熱による変形の考慮の有無で，最適構造として異なる形状が得られることが分

かった． 

(1) (2)

(3) (4)  

Fig.5.4 Optimal configurations of design problem 1. (1) q=0W/m2, (2) q=7×10-5W/m2, (3) q=1×

10-4W/m2, (4) 5×10-4W/m2 
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5.2.2  熱・構造二目的最適化問題 

次に，式(5.15)で定式化した目的関数における重み付け係数 wを変更した場合の最適構造

について検証する．図 5.5に最適化の結果を示す．本例題では，図 5.4(3)における設定条件

に加えて，さらに重み付け係数を変更することで最適構造を求める． 

図 5.5(1)に示すように，w=0 を設定した場合は，最適構造は図 5.4(3)に一致する．それに

対して図 5.5(2)に示すように w=0.1 とし，剛性最大化に加え，熱拡散最大化を考慮すると，

熱拡散には影響の少ない上下の梁をつなぐ梁が消え，w=0.5とすると，図 5.5(3)に示すよう

に，得られる最適形状は直線形状に近づく．さらに図 5.5(4)に示すように，w=1 に設定し，

熱拡散最大化のみを考慮した場合は，熱流束境界Γqから，温度固定境界ΓTに伸びる直線構

造が得られる．これらいずれの場合も，物理的に妥当な構造が得られていることが分かる 

 

(4)

(2)(1)

(3)  

Fig.5.5 Optimal configurations of design problem 2. (1) w=0, (2) w=0.1, (3) w=0.5, (4) w=1.0 
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5.2.3  熱伝達境界を考慮した熱・構造二目的最適化問題 

次に，物体境界における熱伝達境界条件を考慮した場合に対して検証を行う．境界条件

は，構造問題に対しては，図 5.3(a)と同一とし，熱伝導問題については，図 5.6(b)に示すよ

うに，固定設計領域 D内の物体境界Γhに，熱伝達係数 h=10W/m2K，および周囲温度 Tamb=0℃

を設定する．体積制約の上限値 maxV は全設計領域の 40%とする．なお，本例題では，図 5.5(1)

～(4)の設計例に対して，式(5.35)を適用し，物体境界の熱伝達条件を設定する． 

 

     

Fixed design domain D

Heat transfer coefficient
h

Ambient temperature
Tamb

q

Γt

Γq

Fixed design domain D

t

Γu
Γf

1.0m

1.
0m

0.
45

m
0.

1m

(a) Boundary condition for structural analysis

(b) Boundary condition for heat transfer analysis  

Fig. 5.6 Design domain for design problem 3 
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 図5.7に物体境界の熱伝達を考慮した場合の最適構造を示す．図5.7(1)～図5.7(4)が，図

5.5(1)～図5.5(4)の設計問題に対して熱伝達境界を設定し，最適構造を求めた結果に対応する．

図に示すように，物体境界に熱伝達境界を設定すると，熱源である熱流束境界 Γq近傍が丸

みを帯びた構造が得られる．これは熱流束境界近傍の表面積を拡大することにより放熱を

促進し，物体の温度を低減するためであり，図5.7(1)～(4)のいずれの場合も，物理的に妥当

な最適構造が得られていることが分かる．すなわち，物体境界熱伝達を考慮した場合にお

いても熱拡散と剛性を最大化する最適構造が得られることが分かった． 

 以上の結果をまとめると，本論文で提唱した方法論により，線形熱弾性体の熱拡散と剛

性最大化を目的とした構造最適化が可能であり，物体境界における熱伝達境界がある場合

にも，手法の妥当性が検証できたと考える． 
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(b) h=10W/m2K, Tamb=0(a) No heat transfer boundary

(1) t=10N, q=1.0×10-4W/m2, w= 0

(b) h=1W/m2K, Tamb=0 (c) h=3W/m2K, Tamb=0

(b) h=10W/m2K, Tamb=0(a) No heat transfer boundary

(2) t=10N, q=1.0×10-4W/m2, w=0.1

(b) h=1W/m2K, Tamb=0 (c) h=3W/m2K, Tamb=0

(3) t=10N, q=1.0×10-4W/m2, w= 0.5

(b) h=1W/m2K, Tamb=0(a) No heat transfer boundary (c) h=10W/m2K, Tamb=0(c) h=3W/m2K, Tamb=0

(4) t=10N, q=1.0×10-4W/m2, w= 1.0

(b) h=1W/m2K, Tamb=0(a) No heat transfer boundary (c) h=10W/m2K, Tamb=0(c) h=3W/m2K, Tamb=0

 
Fig. 5.7 Optimal configurations of design problem 3 
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5.3  まとめ 
本章では，レベルセット法による形状表現を用いたトポロジー最適化において，固定設計領域内

の物体境界上の熱伝達境界条件を考慮可能な，熱拡散と剛性の最大化を目的とした，最適化手法を

提案するとともに，簡単な最適設計問題により，本章で提案する方法の妥当性を検証した．結果を

以下に示す． 

 

(1) レベルセット法による形状表現に基づく熱・構造問題のトポロジー最適化の定式化を行

った． 

 

(2) 重み付け総和法の考えに基づき，熱，構造の全ポテンシャルエネルギーに重み付け係数

を導入することにより，熱拡散および剛性の最大化に関する二目的最適化問題を構築した． 

 

(3) 上記の定式化に基づき，時間方向の解法に差分法，空間方向の解法に有限要素法を用い

たトポロジー最適化アルゴリズムを構築した． 

 

(4) 構造物に負荷される熱の影響が最適構造に与える影響を数値実験により検討した結果，

熱拡散，剛性の両方の影響を考慮したグレースケールのない明確な構造物を創出するこ

とができた．さらに，物体境界に熱伝達境界条件を設定し最適構造を求め，物理的に妥

当な構造を得ることができた． 
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第 6章 

 

結論 
 

 

  本論文では，構造最適化手法を適用して，物体境界の熱伝達を考慮した熱弾性体の最適

設計手法を提案した．検証に用いた例題は，2章で示したヘッドの肉厚分布最適化問題以外

については， 2 次元の簡単な設計例のみを示した．但し，手法自体は他の 3 次元問題に対

しても成立する汎用的なものであると考える． 

本章では，論文全体の総括と今後の研究課題を示す． 

 

6.1  本論文の総括 
(1) 有限要素法と最適化アルゴリズムを用いて，熱を考慮すべき最適設計問題に対して適用

可能な，パラメトリック形状最適化手法を構築した．本手法を，ヘッド燃焼面の肉厚分

布最適化問題に適用し，熱応力最小化問題に対して本手法が有効であることを確認した．

最適化による有限要素のアップデートには，モーフィング技術を適用し，メッシュ品質

の維持および計算効率化が図れた．さらに，形状最適化の初期形状設定に，実験計画法

を用いることで，局所最適解に陥る可能性を回避し得ることを示し，より最適な解を得

ることができることを確認した． 

 

(2) 構造物の熱拡散問題に対して，Neumann 型および Dirichlet 型境界条件の両方に対して，

目的関数の最大化問題として統一的に扱える全ポテンシャルエネルギーを目的関数と

して，熱拡散を最大化する均質化法に基づくトポロジー構造最適化手法を提案した．温

度固定，熱流束，熱伝達境界の境界条件に対して，熱流束および温度固定境界の範囲お

よび熱伝達係数の値が最適構造へ与える影響を検討するとともに，内部発熱の設定方法

と最適構造の関係についても検討を行い，物理的に妥当な最適構造が得られることを確

認した．さらに，固定設計領域内の物体境界の抽出方法を構築し，その境界上への熱伝

達境界条件の設定方法を提案した．また代理モデルを用いて，熱伝達係数の形状依存性

の設定方法を提案し，熱伝達係数の値に応じて物理的に妥当な構造が得られることを確
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認した． 

 

(3) レベルセット法による形状表現を用いて，物体境界の熱伝達条件を考慮可能な，熱拡散

と剛性の同時向上を目的とした，トポロジー最適化手法を提案した．本手法では，重み

付け総和法の考えに基づき，熱，構造の全ポテンシャルエネルギーに重み付け係数を導

入することにより，熱拡散および剛性最大化に関する二目的最適化手法を構築した．そ

して数値実験により，熱拡散，剛性の両方の影響を考慮したグレースケールのない明確

な構造物を創出することができた．さらにこの二目的最適化手法において，物体境界に

熱伝達境界条件を設定し最適構造を求め，物理的に妥当な構造を得ることができた． 

 

 

 

6.2 今後の展望 
(1) 本論文では，物体境界上の熱伝達係数設定に対して，あらかじめ代理モデルを作成し，

最適化の過程における密度情報に基づき，最適化のステップごとに熱伝達係数を更新し

た．つまり，毎回荷重値が変わるため，2次元問題でさえ計算の収束には相当の時間を

要した．さらに現実に近い問題を取り扱うためには，熱伝達係数の更新するタイミング

を何らかの条件によって定め，計算を安定的かつ短時間に収束させる所作が必要と考え

る． 

 

(2)  5章では，レベルセット法による形状表現を用いて，物体境界上の熱伝達条件を考慮可能な

構造最適化手法を構築した．但し，境界上に設定する熱伝達係数は，最適化の過程において

一定値を与えている．4 章で示したように，より現実に近い境界条件を与えるためには，レ

ベルセット法による境界抽出に合わせて，熱伝達係数を更新させる必要があると考える．ま

た将来的には，熱伝達係数の更新を，数値流体解析との連成解析により求めることが考えら

れる． 

 

(3) 機械製品に対する，更なる高性能化や軽量化の要望は今後も続くと考える．特に内燃機関の
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部品であるシリンダヘッドやピストンなど，熱と剛性を同時に検討する必要のある部品に対

しては，単一の支配方程式のみに着目するのではなく，熱と構造などの複数の支配方程式と，

その間に存在する熱伝達のような相互作用を総合的に検討する必要がある．本論文で述べた

熱拡散と剛性の最大化を目的としたトポロジー最適化手法は，現時点では単純な問題への適

用にとどまるが，3 次元問題への適用検討や，従来から実設計に適用されている形状最適化

とのインテグレーションなどを検討することにより，従来の性能をはるかに改善した構造

を創出することも可能になると考えられる． 

 

(4) 本論文では熱・構造問題について述べてきたが，考え方自体は汎用的なものであり，熱

電素子などの熱・電場の連成問題や磁場・構造問題などに対しても成立すると考える． 
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関西学院大学 今村勤 名誉教授には，研究に対する基本的な取り組みの姿勢をご教授

いただきました．ここに改めて感謝の意を表します． 
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