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二時間グf1-ン函数の理論とその応席榔

松 原 武 生 (京大理 j

55 巨視系VL対する informat皇oTJとグ リーン函数 の関係

多体系に対 してわれわれが持ち得る情報がグ リーン函数を用いて どの

よう紅表わせ るかを この節で議論するo平衡状態では時間に無関係 な平

均値が対象になるから ,グ }]-ン函数 との結びつきはや ゝ間接的である

が ,非平衡状態ではゲ 7-ン函数が主役を演ず るO 昏々の系を一般的(;17L

扱 うわけf･,1いかないか ら ,第二量子化 された波 動函数¢+ (T,i I,め)

(訂,tト で記述 され るフエ ji,ミ粒子 (ギ= - 1)叉はボーズ路子 (ワニ

11の菓りを考 え 与粒子聖 を

N-ft:FIT'LIFiゆ (Fi/-1i:,T (5き1)

ハ ミJレトニアンを

宜 2 1

H-･rdFflb+(7- -2諒 △頑 ri,.;fHd町 d㌢ fd,+(㌢埴 ⊥(TF"

V(rJj)桝 r'i)¢UTt3

とする｡

(5 , 2)

刷 粒子密度

粒子密度の平均値は

1
<叫計り>-4+(T目顔 gj>-⊥茎<a言oako-I' V拍

(5,5 )

で与 えられ る｡スペ ク トJL,定理I,こよって
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桧 原 武 生

班 _ia'(E-ll)
<aiq(l'･akqくり > -･tJko,a)e (･5,4)

で定義 され るJkC(a,)と ･(5･4Jに粥遺 したグ リーン函数 とは

Jko(WJ(eβ方O-符J do
.W 7i(E一也J 27T
⊂〉e

Gko(E,- -ako;a音読参E-J.Iq

の関係で結ばれr⊂おり,従って

くa言6(ll'akC(gj> - if= ニ誓義 二三
Gたo(伽+iEトGko(a,-ieJ

(5,5)

ke-i抄(i-i-)da7
2万

(5,85

となる｡そ こでスペ ク ト)i,密壕を

読 ii:GkU(u･ie,J kU(wig,j6㌦ - 一三 Ⅰ-転 鵜 Akg(むJ

方

7=

で定義すると ,(5,67で g- t' とおいて結局

< n(ygj> - 宗 易 f- -空埜竺 L dw --

一 ㌦ ,I.jit.･･J-TJ

が得られ るO 吏vL状態密度

/}((t･,)Lk誉 Lk,7(,,I)
を弼いると(5,81は次のように も書 くことができる ,

1.ド D(a))

く花('t)> = V ノ二 /捕,･'
e 一句

dW

AkO(a･Jは次のような性質を持っている (詐明暗 ):

tal Ako(69)--> 0
0C

両 f城 Ako(a')d(a= 1

(cJ 自由粒子鴫 して Ako(W) - 8良一̀i旦許 ),ek

2た2滋
I

(5,7)

亡5,8)

(5,9)

(5,105

■1rJu
1
.
di1_一
ZJ′_ヽ

もヽ

ー･･～ノ

これか らAko('1,)がa,の函数 としてどの ような振舞をす るか大体見当がつ く9

-158-



二時間グil- y函数

粒子が相互作用していてもAkC{伽- 由一等 附批 集中した分布をも

つと考えてよいであろう｡
iEil

tiil 系のエネ,レギー

(5,2才で与えられるHの平均値を求斬れば.よいのであるが ,ノ組子問の二

体力紅よる位置エネ,i,ギーの部分は運動方程式を開いて少し変形するのが便

利であるQtT-H-jiN として¢(7-13冬対す_る運動方程式をつ くると
/つ
青∠△

-酔い 壬,凋 司 一首 IjL頑 ,里 ld,'V(r-,ゆ+(,Ii,
×¢(7' り ¢(rt)

これFL左側から4,+(rり をかけること紅 よって

如 ､d,d,f¢,+(,り¢+(T,りV(,-∫,,i,(;,坤 r l ,｢

-;rtih¢+(,i,
∂¢(rり

∂i 坤#(,｡ 霊 山 ,u中 坤 r

が得られる｡ これを (5,2)Fl入れて平均をとると

∂¢(- )

<HF irii頂く¢局 ∂t
I+2

>噂 +(ii'トニLl+fL埴F土巧 d,2Tn
(5,125

となるO右辺をグ リーン函数のスペク トJ･L,で表わすには次のようFlすればよ

しヽ｡

i有4 +(rlI
∂¢(,i)

∂E

∂
二>=lim i7i-
tJ→ t ∂t

く〆 (,tf廟 ,i)>

-li-揚 言盈<a言o(-tJ ,ako(t,,tJjt

=iim i竜i 1

lJ-E ∂t 戸

-; kEOI:

･･f= 果 e<.抄もtJ''doko

方a}Ako(a?)

e' -T符
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桧 原 武 生

同様f･'L

守 ､+(∫

方2

tJ(-2完

方2 2
=11度r(｢露 ▽ ,

有2 2

細 ゆ'rl'誓震(Tm▼.倒4'(,J坤 (,i,>

- ;kEa eik''⊥r写 d伽･果一〇〇

毒嘉 /;(馨 ･pj/{ephw-7,･Aho(頑 ゐ

故に (5,12)(5,153(5.14)を組合わせて

df---k雪f: 哀Ik- +
/Ill/.117

2TTL ‡ぞ軽 ｣あーで

あるいは 鮎 +/F E ,Ako(,A)dcu … AkU(E)dEとおいて

df,-kFo震 (E･ek,鮮 IdE

(5,14)

(5,153

が得 られ る ロ かくして系のエネ,レギ ーの平均値もAk･G(Q,I)だけできまるこ

とがわかった ｡

潮 自由エネjL,ギ-

自由エネ∫レギ ーをグ リーン函数 で表わす ことは一般に聖 しいQエン トロ

ピーの表式を得ることが困隼だか らであるO ここでは時々成功する二種の.

方法を述べる｡

結合常数 で微分する方法 ハ ミ'L,トニアン(5,2j私結合常数人を薩に

含 ませて

H-H + ス¢
()

1
¢=FHd'd･'¢+(rtゆ'(r't)V(TJ 申 rll'9,''(,i) (5･167
と書 くと ,大きい状態和は

Q… - T,le-P'Ho+Å¢→動〕

-r60-



二時間グリー ン函 数

となるO この対数を 1で数分するとHoと¢が可換でな くても

訂 lnQ(" -PT 亘 竺 諾 空 9ま≡遍 >ス
∂

が導かれるO これを再び スで0か ら 1まで積分すると

･n詰 -瑚 ;写 d ¢ス>
(5,175

1
故E'" lqL'A が スの函数 として陽に求まれば自由エネルギー 71nQ川

をき琉ることが できるO結合常数が 1であるときのスペク 巨 レ密度 (5,73

をAko(Wl]bj と書 くと潮 と同様をこして

二 ･:;1一 ･千 二 ∴ - :-- ∵ _I.: =- ,--･･二:

が示 され る｡

pで微分す る方法 よく知られているよう.llこ,大きい状態和と系の圧

力Pとは

Q-車 e-pD'紬 Ⅴ'巨 lePpv

で結ばれているQPを温厚 1/.8,路程Vを一定に保って〟で微分す ると

芸p Tr｢e-1@(HQ-P''l～-Lw L-,:-i_∵ ･･T!-工 ∴ ∴ 三二 I--1二 二 一､:

∂p 或 二,

:I(,;,.!L")if,t:I-I: ~了 ~-I 'l
(5,19j

となる¢ ここでn-ケD,p-､口 の極限でβ一 一- K注意 して (5,19)を再び

fLで積分する:

p(p,pに .Pd dd a(β･iut,

宗 kZoI: dひfβd,d 二鮎 :wi一･'L'L cJj/I(･1-万
-161-
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桧 原 武 生

この方法は勿論 自由粒子の場合正 しい自由エネ ルギ ーを与える｡自由粒子

の場合 (5,1日 の Ic)VLよって (5,20)は

1
P(?,jLJ--V慕.,'1-'=i-i!･ ･晶-一㌢

-
一β
lot,-符e-?(ek7L)i

(5,21)
となるか らで革る｡今

i.夫 IT-,;rlTI--,;I:__--'- h;I-- -lf'7:-):
--一一-≡符 ∂

であ ることに注意す ると ･lw1- - で AkU(a')→0 の性質と部分積分を用

いて

cc A-i_(ru73kor
eβ鮎 一符

,亡 _′J(I, を ･∈如riト可e-3hw)(

これを (.ZJ,203のPの表式ij7L持込むと

i･Z=-享I-･-__
故に

CLLj(Q',.uJ三∑
ko

を定義すれば

P
drD首Jad〆ln(.-野e-?私 )

.r'淀 dp'i
E::≡:音

∂Ako(む,Pl )
盲∂a,

/

pv-一言f:d- .-ヤe4方W似 -

ko∂AlJ ((i))
-i

k O(a)ill J
- i

(5.22)

(5,25)

となっ て ,自由エネ′レギ ーは恰 も状態密度が頑(W,p)で与えられる自由転

子 の集 りに対す るものと同形紅なる｡ (5,9)の状態密度D(α,/日とこ唾 とは

-:;-I,･,.I:,-.i二･::-!{･
∂D(a,,Lt' )
方∂a, (5,24)

で関係づけられてい るが ,もしもD(a,〟)が 青む｢比のみの函数 (自由粒子の

一寸i2｢-



二時間グ!1- ソ函数

場合はそ うである )ならばdQ(a,,P)とD(a･,jLJは同じものになるO

以上に見た如 く平衡状態における多体系の性質はスペク 7レ密度Aka(6g･Lt)

だけで きまり ,グ リグ函数でいえば一体のグ ー)'1.こン函数 さ↑わかれ ば よろ

しいC但 しこのきわだった性層は粒子間の相互作用が二体力である ことに

基づいているのであって ,もし三体カがはた らく時は一般紅二体のグ リー

ン函数 の知識 も要求､されるO

廟 時間変化す る外場VL対す る レスポンス

非可逆過程 の統 計力学 は卵塔vL関して線型近似す る範囲 で ,厳密且一般

的な定式化が Kuboに.よって与えられている｡Aubo理論では一般 化され

た緩和函数叉は応答函数 が現われ るが ,これ らはグ リーン函数 と密接に関

係 した量であることが示される'O

多体系の平均的な振舞を記述す るに充分な一組の巨視的な観測量 A1 A2

･････Am を伺蓋し ,これ ら紅葉軌な一般化 された外力を FIF2- F,L とす

るqtAj iは演算子 ,(Fjii'ま C-数の組 と見なすo共軌 というい射 ま

tFJiが Dでないときに系VL余分K加わ るエネ,Uギーが

a

H~ex=~卓 A j FJ
(5,251

で与え られるということである o l= 城 か ら t= 0までFjを一定に

保ち ･i>0に-対 してF]=0 としたとき t>Llの Ajの平均値を

T1

くAj(り > = q j>O+∑ ¢jkttJF･h (5,26)
k=l

と署いた勘 ¢jk(tlを一般化 した敏和函数 07行列 と呼ぶ ･Kuho によれ

ば ¢1･k(i) 紘

･Jk(り-fS dスC4k(-ikl,AJ(gj>
-185-



松 原 武 生

Aj(tl… eiHtP Ae-iHtP Ak(- pスHAkp-1H (5･27)

で与えられるO 場合によってはパルス的励起に対 するレスポンスの方が便

利なことがある匂 k第日の列力Fkが 1の強さで扉:厨 △ 古の間にはたら

いたときのj番目の観測量Ajのヰ 均億を

くAj(iJ □)> - I-Qjk(tO-to迅 g tt><itoD (5,28)

と書いたとき ･gtik(tjを一般化 した応答函数 の行列 と呼ぶ ,その定義か

ら

△ ¢̀jk(-L toj= ¢ik(t~ior±t)-¢Jk(i-tol

dO : , ( tl
Jr･I:

yjk(i)=- (5,29)

であることは明かであるO線型近似の範艶では ,一般の時間変化す る列場

Fk(tjをこ対す るレ スポンスは重畳原理をこよってパ′レスの重ね合わせ として

くAj(i,,-言動 k(i-T,F応(T,dT
CC

= 誉f謹 jk(S'Fk(i-S'ds

となるo特yL列力が角振動数 a,で適期約㌢こ変化するとき

Fk- - P EE+i伽 tFk (-8- 0+)

<Aj(tl> - kExjk(0JFkpeけ iau

(5&50)

(5.513

xjk(a) =¢Jk(伽j- ¢jk(ロト i山¢jk(W)

の形K書けるO但 し¢jk(a),¢jk(Qり は ¢jk(i),¢Jk(日 の cosine変

一･1占.4-



二時間グ 9- ン顔数

換である｡

¢jk(伽J-･ro¢jk(i)pペ t-i由tdt･
(⊃C

¢jk(伽J- fo¢jk(tJpペ t-i抄Idl
CX〇

(5,52)

さて ,グ '1-ン函数 との醒係 を調べ るのであるが ,それには唯一つの外力

Fk(tjが作用するときのAiの レスポンスをタ湧 LK-よる摂動

BJ.(i)-･-AkPeiFk,(i)

について一次まで計算す る0時間的広

dp(i)

tを っ ｢ - [H.lqJ(i,,p(i,]

紅従って変化する密度行列 pH jを吊いると

<Aj(i)>= Trtp川 畑
t=--で系は熱平衡にあったとして初期条件

･:::･IL:一二-を1-:;;･:- .･

をみたす (5,54)の解はhF'について一次の近似 で

1

p(tJ= p+ 話 ･̀

(5.551

(5,543

(5き55)

ri eiH'叫 声LH, (7,,Pい -iH'T-りPdT

で与 えられることは容易vLたしかめ られるp これを (5.55)vL代入す ると

(5,55)vLよって

d i(t,>-胡 凄 lA･(i,Ak(I,]プ k(TJeeTdTj

-185-
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lI E>C

- dJ> ･‡f:e(i-T,<(Aj- Ak(I,L # k(I ,d T e(明
しO tq

- di,-.r:i･k{t-T,Fk(丁,dT (5･56,

G'iま勿論'retardedl グ リーン函数 であるO この結果を先に導 いた

(5･501と旦較す ると明かなよう札

T- i<O

Gjk'l'- 工 芸扉 f畑 (5,57,

∫ ′‥ ‥.… . ∫

であ る｡ これか らグ リーン函数 GJk(tl= 戴 き}･拘 :Ak≫ の物理的意

味がはっ きりするロそれは t= 0に-おいてA鼻をこ共編な外力を 1の強さで

パ ∫レス的tw一加 えた ときの ･Aj の平 均 埠FTL現わ些 る時間変化を記述す る

もの であ る｡ 又 く5,273(5,29日5,577を組合せ ると E>CFL対 して

Gjk- - ･e dl- k(-ii,i,jj- >

r

-イgdldk･(-ikl,AJ(り >●

(5,581

が成立つO この関係 はグ リーン函数 の定義から出発 して直接証 明す ること

も出来 るC

iVJ 例 I

l o 磁場FL対する レスポ ンス

外磁場ベクトTL,をH(E3,系 の全磁気能率をMとして

Hl(EI- ｣は･H il)

磁場の L/成分Hu(i)だけ加 えて ･P方向の磁化を観測するとき

# p- > -二∈ GLレ(lJ ',Hu(lJJdt'

rlj8,-



二時間グ y- ソ函数

GLy(i-i')- ≪‰ (り ･'My(l')33 -ie(i-tt')く'gFp(i,･My(tf,]_>

(5,59)
となる0

20電場K対する -Jtレi嘉ンス
→ --令

外部電場をE (日 ,系の全双極能率 をP とすれば
--オーウ

Ht(tJ- -PIE(tj

絶縁体に電場の レ成分EIJ(日 を加へて一lj方向の軍馬分極を観測すると

誓 α(り > -1ww G/Tip(i-ll,Eン乞i',dt' (5,40'

F

GLy･隼 t,,- <tj3.LL(i･,:Pン(t',- 三一iO'i-.it'くClD,i''t'P!J'tf'L>∫-t一

導体Ql電 場のジ成分を加へ て･EL方向の竃済jLLiを観鄭す ると

<jp(i,> ニ ー∈ GLy(i-t',Ey(t',dtZ
GLy(- l',- - j〟(gj :･Fン (t' ,- f (5,41'

●

(5･58)を適那 -ると Py… jレVL注意 Lて

･{j〟(i,:Py(tJr;p - -.,& 琉 (l･,-ik;HjLt(i,,>

- -j苦dl<jシ･ト - jp(i-i,,> t罰

･jp(り→1tdt,.rSdl<jント ik" jp (i-t1,,F y ( t･ ,dt,'~■■亡〉〇

〒r.dsfEdA<jyト 掃1,jp(S,或y(i-S, (5･42,

C〉〇

これはよく知 られた電竜伝導度を与へ るKuhoの公式である｡

5 o rlに-おける粗子密度 p(Tllに比例した牽乱

-167-



松 原 武 生

HJ(日 - p(Tl)F(tJ

が系K与 えなれたときのT 点の粒子密度 p(r)を観測す ると

亡く=

句 (TEE- ･rwくま- i):P(TllJ l}jT F(i')dtJ (5･4･5)

これは'lと'の二ノ責vlおける異 る時刻の粒子密度の相関によりきまり,

Borrl近似で液伍による中性子線廻折強度を扱うときなどvL使われるB

§4謁和振子の系

ダ リ-ン函数の方法になれ ,他の方法 との貼係を理解す るの紅一番よ

いのは ,厳密に解きうる多体系を考えることであるOそのような系 の唯一

の例は結合調和振子系であろ うC

用 量準転勤 とグ リーン函数

まず簡単のため准一種の振子を考える :

H- 1 p2 + 声 .2 g2 〔q,p〕f ih {4･112TTL

この系の牲層をわれわれは知 りっ くしているけれ ど ,それをわざわざグ

リーン函数を用いて謝べ ようとい うわけであるo普通は(4,11を次の

変換で †対角化 Iすることか らはじめ られ る .･

P=i rut(1㌧ ..*(a -aJ q=
i

-+a

- -亘a* + a) Ga,a'〕-1
2狐抄o

(4,21
(4,2IvLより ,ハ ミ,･L'ト二アンHは

I 1

H= 竜wo(a a 十 す)

とな り,新 しい演算子 a,a'に対する運動方程式は簡単vL

揺 - boa I i f ' - -O｡a

-168_
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二時間グ リー ン函数

で与えられるoHとa卓aは可換であるか ら 2で述べた選択則vLより,

考え得るグ リーン函数 は今の場合<<a:.a*>> と<<a'.,a>>だけであるO

又対称性 (2,19ivLよって後者は前者のフー リエ成分でE?-EとLた

ものVL過ぎないから結局~a(i-iJ I - <{aCtj.･a'(tfJy>或いはその

フーリエ成分G(EJだけで充分であるcG(E3陀_対す る方程式は (2,6)

と(4,43か ら直ちに求められるO :

1
EG(EJ=育ナむoG(E3

1
G(El3--

万

前節で定義 したスペク トル7密度 (5,7)は今の場合

7i

A(a,1- --7m(G(a,)〕= 8(C･,-a,0才7C 1

となり,又スペク トル定理は

班 A(a)) 1

<a恵 a> - ∫- - -dむ-p卵叱 1---rJ;Jii(L1-ll

1

f:･1-',':) (4,51

(4,65

(4,71

vL帰するO従って例えばエネルギーの平均値く旺>は

･fi- 如｡(<a･aH 担 むpt衝 二言 葦 coth(ちβkal｡,

1 1 首｢,I) 1

(4,81

で与えきれる･ところがもLHを (4･53のように '対角化 'Lないで ,

(4,日 のまま扱えばどうなる増 DゝP,q紅対す る運動方程式は (4,1)から

dp _
- 一 一- 02qdt

dq_ p
dt れ

(4,91

p･qを力学変数 に選ぶ と,特別の選択則がないのでグ リーン函数 としては
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p(tJ･):王>･く享ア(tJ:q(t')>>

p(tJ):声>屯軍くり:q(L')諾 …,L､三;:.'t.:
G-･pp(トit)Gpq(i-F'

Gyp(i-tl)Ggq(i-ll

の4種を全部考える必要があるoこれらに対する運動方程式およびその

フーリエ変換は容易K得られる :

d

i:lt'Gpp･'8-1''---燕 qp(i-t'l'

d i

l㌫ Gyp(i-1'F i+=Gpp(i-1JJ

d

iJi

d

ii;-i-

Gqq(i-t',嘉 q(i-1',

+>

EGpp(EI- inuo2TGqpL(E3

I
EGqp(E3=i+禁 pp(E'

I

EGqq(E'=慧 p･J(E3

Gpq(i-EJF -i-i- 喜Gqq(Lt'" Glbq(E,- - i-i-W2oGqq_(E,

これから次の行列が導かれ る｡

lGpp'E'Gpq(E'1

LGqp(E, Gqq(E,i

E2--C2
iE
~~~ 二
E2-&2
0

2
TTLal

=/I-7TJk -i

軒
E2-W 害

(4.1D)

一
言
j

(4,ll)

対称性 Gpq(EJ-Gqp卜EIがみ た されていることVL注意 -･'- > の
計算tK-はや 2>,肇 2> がわかればよいから スペク トル密度としては

方

App(α)- 一言JmlGpp(a)]-mb tS(- o)-8(- oJi2
有 7t

Aqq(伽)ニ ーwilmlGqq隼 〕 - - 1 8(W-帰 一∂(叶wo)i
2Tna?ロ

(4,121

だけが必要 である.スペク ト)i/定理を利用して先に求めたと同じ

く埠 農 産 塊 d伽
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1 1

=時間グリー ン函数

方a10 1
- coth-β私0
2 2

を得る｡以上二通 りの方法で扇じ結果を導いたが ,途中の経過からす ぐ気

づくように行列

1

議 ㌃ Gpp(El

1

言cqp(E'

1

.!'1-ll;

ラ,もi
l克

を適当なウニテール変換で対角比すると

1
fi克
′
-
し

･･･
一

方

-
一方

㌃ 三o 憲 去 〉芋 '》 E

F
U

2

∩
)
由

一

g

二

十

0

(･.'1:

＼

1

.

､i

ノ

<<a~.o:a,i j

とな'るのであるOそして二薄の表示で共通なのはEの函数 と見たときのグ

;)-ン函数 の極の位置であるC最初の方法では演̀算子の~まま 一対角1/i'の操

作を先rLtてグ リーン函数を簡単にしたことにな り,第二の方法はグ リー

ン函数の中で 汁対角化の操作を必要 としたがその代-り滑算は全く初等代薮

でやられた｡何れの方法をと;っても結果は勿論同じである｡

グ リーン菌数の方法は諏和板子-の系VL衷 しては基準振動をきめ ,藻動数

を決定することを初等的にやって くれるも･のであるoLかL最初から基準

振動vL分解できておれば ,グ リーン函数 は非常wt_簡単な標準型 とも呼ぶべ

き形をもっから,可能な らは標準型から出発するのが便利であるO

(未 完 )
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