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二時間グリ-ン函数の理論とその応用 (V)

絞 原 ,_武 生 (京大理)

57 超伝導遅論への応軍

■二時間グ リーン函数がその効力を発揮するのは ,相転移がおころような系

の̀転移点前後の夜霧を閑雲にする-ときで ,他の方法に比べて簡単で統-約な

扱いができ ,もしグ リーン函数の近似法が確立された暁には 昌F常に有力な

相転移のダイナ ミクスの研究方法になるだろうと里われる｡ この節では超伝

導の簡単/JIJ:模型を二時蘭グ リーン函数法で扱って相転藤の-つの例意にしよ

う O

(i) BCS理論

BCSに従って次の′'､ミル トニアンをもつ系を考えるO

/.I: . . ∴
jTf-ET(i)d十(i)a(ij十-I,FEa+約 .g,+トij紳 偏 a巨 指)a(7花)

1 2V i≒打!･

(7.ユ)
-I- -･ー ･L･-'

l芋.(l†), -i-(-l･.日 は電子の運劫量と/スピンを合わせ考えた記
_▼三

号で ,T (i:)- E(り -p は自由電子の遅効エネルギー ,Vは系の体積 ,

右ま相互拝眉の常数 ,電子対の相互作用F(日m:)揺

(

¢(号弟 ニ ー¢ト l両 -一郎 L7トTn)- ¢ (ff吊 ),如 日付 ≡ o
(7.2)

をみた していなけれ ばな らないO (7.1)か ら導かれ る運動方程式は

d }
i- a(i)=T(i)a(i)十 二 1,め(叛 け a卜m)a(Tn)d十(J j
di V 孤

(7.3)
′ミ

乙 土 a･ (i,=-T u ,a+(lト ーよ,帥 恒 a(- i )a･(m)a ･卜m,
dt V''8
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である｡ハ ミル トニアン (7.1) は電子の総数と運動量 ,スピンを保存す

るので . グ リーン函数 あるいは a (i) , a+(i) の積の平均値は講義 (-)

で注意したような選択則を満足するものだ好が 0でない｡ 例えば一電子グ l)

-ン函数 としては

G (i) ≡ ≪ --a(i) :a十(i)≫ (7.4)

だけを考えればよい O このフー リエ成分のみたす万慮式は (7J3)を用いて

I
_EG(lj- 1十 T(i)G(i)十 - E如 l両 ≪ a+卜 l)a(･Jnja(Tn).･a十(i)二歩

V TTL

(7.5)

となるO二電子グ リーン函数を 等l≡ く a十(lja的 > とおいて

≪ a十(-i)a(- a(爪):a+(i- - (∂l 〆 ∂l-a )等IC(i)

十 ≪ a+トl)a(-,a)a(,a):a+iijc> C

(7.6)

のように G(i) で書ける部分と二竃手相鍋を与える部分に分けると (7.5)

の右辺第三項は Tn≒ lであるかう ,二電子ダ リ･-ン函数の楯摘項だけが残

って

i

tE- T両 iG(i)- 1十-如 (ljfn)≪ 'a十(-i)a(-mv)a(,nj:a十(I)Sic
V Tn

(7:5′)

になるo A.Klein によれば (7.i)をハ ミル■トニアンK'もつ系のグ l)-

ン函数は
1

(A)G(i)だけが 1の orderで ≪ a+aa:a+:>C等以上は F の

order であるか ,

(B) a(I) ,≪ a+卜 l)a卜m)a(m):a十(l叢等 だけが 1の orderで
1

≪ a+a十aaa:aヰ戦 等以上は F の orderである

かの何れかで , (A), (B)以外の解はないO これが本当な らばグ リーン函

数の方程式のくさりを謂ぺて厳密に証明できるはずであるがこそれにはやは
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二時間グ9-ソ函 数

り菖6の母函数の方法が一番見通しがよいOここではこの証明には触れない

iI･(B)を仮定して講を進める､O･-≪ a+(i)a(-,a)a(,a):α十(圧 Sjcに対する万

程式を作ると

E≪ a+(-i)a(,一郎 α(,nj:a'(ilcBjc- (2T(,n卜 T(i)i≪ a十 日a(捕り

a(Tn):a十(i)C2jc

十-iEJ神 勅 琴α十(項 a卜-I,a(〟 )‥a+(i,顎

｣錆 〔師 J擁 †≪ α旬 α+トm･,,i(l〕αト ･%)- :頼 [遥 7･7)

十¢(可 Tn')(≪a-+ト l)a+(,a)a(,njaト,nJ)a(,nj):a辛(l持,

+ ≪ a十ト l)a十(二m,〕aトTnjaトm･'ja(打LJj:a+(ilE3j

が得られるo V---の極限で右辺の三億 子グ リーン函数の中三竃手相頭の部

分は薫視できると仮定するか ら,-電子又は二電子グ リーン函数で表わされる

部分だけ考えればよい｡いろいろ decoupHngの可能性がある中で ,

V--の極限で重要なのは

≪ a十(,,i)a+卜 '71)a(i)aト'n)a(Tnj:a十日 方茅,

- <a+(m･,)a十ト Tn/)a(-Tnja,(Tn3>cG(ij
■ヽ■-

】
≪a+卜 l)a+〔Tn)a(Tnja(-TnJ)a(Tnt):α十(l謬>

(7.8)

芸 nln≪ a+卜 l)aトTTt)α(mJ):a十(i)Fjc
/

だけであるOこれ以外の項は∂一函数の因子をもち (7.51)lの右 辺に入れ

たとき vlの orderの- か与えないか らである;O ‥ ･く a+(m,)a+(A )

a(-Tn)a(Tn)>C は勿論 cumq王antaverag?で - a+(-Try/)a卜Tn)a(Tn):

a+('n')≫ C と普通のスペク トル恵理で蕃ばれているものである｡結局 一
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尋遼十ト l)a(-Tn)a(帆):a+(i)>C≡I,(i,Tnj (7.9)

とおけば (7.5リ および (7.7) (7.8)は次の形にまとめられる｡

EG(l)- 1･T(i)G(l- 露 町 -)F(～,m) (7･10)

E,(恒 )- t2T(m ト T(i,iIV ,轟 錆 伸 的 (ト 2nm)T(柵

一緑 抑 項 くa十(-,,a十(弟 α(- a(-.,,cG(i,

(7.ll)

(7.1rJ) (7,ll) は厳密に解 くことができ ,冥療

<a+(TnJ)a十(-Tn,)aト Tn)a(Tn)>C -I;T*(m/)F(Tn) (7･12)

Il日 ,m･)- F(fTL)T(日 (7.13)

の形 の解が存在することを示す ことができるO すなわ ち (7.12) (7.13)

を (7.10) (7.ll) に代入すると

･(i,≡ 錆 紳 両 - )

を弔いて (7.10)は

tE-T(l月 G(lト △(i)r(i)- 1

(7.14)

(7.ll)紘

-2琴,n

lE+Tt'l)iIl(lト △*(i)a(i)- (2T(m,)+- △(7n)iF(i)
F(Tn)

とな るが ,まず条件

2T (m)+
1-2nm

∠＼(Tn)亡=O
F(TIL)

-54〔ト
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二時間グ リー y函数

を F(也),△(tTi) につけるCす ると G(i),T(i) は直ちに解けて

a(i)-

Il(I)-

但し

E+I(i)

E2-T2(i)-

△ 書(i)

2-ヽノ
～′tL

△
-十lrLU

r
しヽ

1
72ニ

/ヾ (/■

F2-T2(l卜匝 l)Z2 2E(lj

E(i)-

T(i) 1

蒜 フ ETX lT了 (1-

1 1

T(i) i

E(i)rE+E(l)

-EClj E+E(i)

T2(i)ト匝(i)i'2

‡

(7.16)

(7.17)

一万 <a+(i)a(l)>-TLlと G(l･l <a十(I)a+(-i)g-トTn)- )>C-I

F'(i)F(,a)と Il(i,mj とはスペク トル定理で結ばれていて次の園拝があ

るO

T( i)

nl-去 巨 -… tanhE( i)

F♯(IJIF(tn)-F(7n)

あるいは書改めると

(1 - 2n l )-
r (り

E (i)

F*(i)- -

r
くL

♂
-E( i) I
2

△*(l上 1

ヽ
ノ

～qLU
g2 ノヽll′_ヽEββ

tanh空E的
2

△書( i)

十1 g一郎(り +1

tanh-PE(l)
2E(i) 2

これ らが (7.15)の条件を満足していることは

∠＼(Tn)

F(Tn)
(1_2n仇)≡ _空 車 迩 竺 2T(m,I _2T(T"

F(TTB) 2E(m)

によって確め られ るO 又 (7.14) (7.18) を組合わせると

-571-

i (7･18 )



聡 原 武 生

･(i)ニ ー吉富 " l両 誌 ∴ tan燕 (孤) (7･19)

これは△ (i)をきめる BCS の gap equationであるO (7.19)はあ

る温琵],j下 (β>Pc)でのみ 0でない解△(i)をもつ ことが知 られている.

(i目 白由エネルギー

既に .!3で述べたように ,二位の相互作軍をもつ粒子の系の冒_由エネルギ

-は一徳のグ リーン函数が求 まれば原理的に計算できるはずであるa ダ リ-

ン顔数 (7.16)か ら白海エネルギ-がどのように して求め られるか を以下

に示そう｡ (7.1)を

H - fILl十 通

と書くと , (3.17)によって系の大 きい状態和 Q(]L)は次の公式で計算

されるo

in誓 --P I ｡等 < ,i定 ,lJ (7･20)

ここで <通 >A は結合 甫数 /1 の函数として見た位置エわ レギーの平均値

であって .,今の場合 (i)の結果を局いていろいろの形に書くことができるO

A
< 細 >}-27 恕伸 .-) <a十(i,a恒 'a'--'a(-)>C

1
~-____二■__
2f′E銅 (lf,a,F" ,F(-)-言pA(りF竹l≒叩

ニ ーE
巨､(川 2 β

tallh-E(i) (7.21)
1 4E(i) 2

(7.18)(7.19)か ら △(i)は rea･I であることが知れるが , (7.19)

を用いてつ くられる侶等式
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二時間グリーン函数

A(l )2
EI2E(I)

tanhぞE(l,= __ EE仰 tarhどE(i,6両 m)柵 ,tarh空E(,a)
Ji △(i) △(T'})

2 Vl≒押2E(i) 2 2E (,n) 2

に注 目し両辺を ]Lで微分 して見るo その際 △(i)も E(i) も)の函数 と考

えなけれ ばな らないか ら △(i)を通しての 1-依存性 E(日 を通しての 1-

依存塵および直鞍 lに比例す る線型粟孫に注意して

王 -:-;I

.,3 .7.
-細山LEl(I)十一E如 l擁3

2 VTTL

_A(lj2 ′ミ

+単 -2
1--i.(.穴II･･i)
i:rm

A(i)
+-1TE
Vl申 2g(i)

∴二 日∴ 三 ∴∴
△(Tn)

)細血'TE(i)1千 二･flE(i)‡禁22E(･7りE(i) 2

÷ 三二 ,-I-:チ -叫

A(i)△(ETb〕

2

/1
t血 ｣E(i)¢(ism.)

2

/Å(m,)

2Etmj

♂

:.:-,_:f'-:.i:II-:-::I:-ll---i:i.::_:i_i-i--
こ-

Jg
t謹血-E守El花)- 0

2

が得 られるO ところがもう～度 (7.19)を絹いると △(日 を適しての 1

徽分はちようど0にな り

-号÷ 士 {至 if--iキ =-王 三 1-I---i:i:･:こ∴
_A(lj2 .∂ 1 a(i)2

1 2

とい う的係に帰着されるC (7.21)によって

1 △(i)2∂ β

- <1,g?l′〒 gT a7,-t等 言草ス′ ^ l

とな り , (7.20)に持込んで目由エネルギー -βlnQ(lt)- AtJ,り は

A(;"-A" ,-轟 等 封
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△(i)2

-E-
14E(I)

A(l)2
- E

14E(i)

となるO 但し

dECl)- a

t血 誓E(小 打

β

i t叫 盲E(i)

o ･'E(i) -△(i)･8% 'dlJ

1

2

- -pE(i)烏 IT…l'l,)2 (1-2f(E)IdE

T(i)2 +A(i)2 = 仝聖 dA(i)
E(i)

の閑孫をつかって }'の積分か ら E(i) についての積分 に変 え ,又

tanh_PE= ト
2 ePE+1

-1-2f(E)

を伺いた QEについての積分は直ちに行えるが ,自由粒子の目由エネルギー

が

1

A(0)ニ ー才 子 in(1･+a-PT(l')

で与えられ ることに注意する と結局

1 1 △(i)2 1-

A(i)- i f tT (i)-E(l中 一3- - 空E(i)i-Elm(lTeTPE(i))41E(i) 一2 _'Pl
(7.22)

となる｡

(捌) 異 常グ リーン函数

(日 で求めた解は次のような特徴をもっている｡ある転移温 監 βCが あ

ってそれ より高温では

(A) P<Pc : G(i)- 0(1) 川 ,m)-0 (差)

低温では

(B) P>βC: G(i)- 0(1) T(i,約)-0(1)
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二時間グッノー ン函数

三舶 上のダ リ-ン函数-0(嘉)

であるO底温側では二体の電子相関は

<a+(Tnl)a十卜Tn,)a(-Tn)a(Tn)>C-F(Tn/)F(Tn)

の形をしていて ,あたかも

<a(一m)a(m)>- F(Tn) (17.23)

なる平均値が存在するように見える｡実際漠択別か らいえば当然消えるべき

(7･23)が 0でないキ仮定し ,又

I.(i･Tn)-=≪ a+(-i)a(-Tn)a(Tn):a十(ijc参 C

- F(Tn3≪ a+tJ ):a十(i)>>C - F(,a)Il(i)

を仮定すればもつ と簡単に (i) と同じ結果に到着するのであるO つまり董

択剣か ら言えt草存在しない 竹巣 甫グ !)-ン函数 "

≪a+(-i):a十的 22pc-ItlJl

をみ とめればBCSの答は最 も容易に導 き出せたのである｡ 何故そのような

せ異宕 サな解法がゆるされるかは ,超伝導の相転移の茶賢に関係していて

Bogoluybov-は数学的にこれを正当化しているが .これについては次節の

ボ ーズ凝縮の問題でふれることにするo

又異常グ リーン寧数をゆるすと .もつと一般のハ ミル トニアン ,例えば電

子十フォノン系か ら出発して超伝導状態を導 くことも容易であるが これは読
i

者の演習にまかせよう.
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